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摘  要 

本文研究了具有混合控制–状态约束的椭圆最优控制问题。我们采用有限元法离散化连续型最优化问题，

并使用由正定矩阵诱导的范数作为非精项，近似计算经典交替方向乘子算法中的子问题，由此提出了修

改的交替方向乘子(mADMM)算法。此外我们证明了mADMM算法的全局收敛性和收敛速率。最后，利

用数值例子来验证提出的理论结果。 
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Abstract 
In this paper, an elliptic optimal control problem with mixed control-state constraint is consi-
dered. The finite element method is used to discretize the continuous optimization problem. And 
the norm induced by a positive definite matrix is used as the inexact term to approximate the 
subproblem in the classical alternating direction method of the multipliers algorithm. And a mod-
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ified alternating direction method of multipliers (mADMM) algorithm is proposed. In addition, the 
global convergence and convergence rate of mADMM algorithm are proven. Finally, a numerical 
example demonstrates the theoretical results. 
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1. 引言 

早在 60 年代初，最优控制理论出现了众多的研究方法。其中极大值原理，动态规划和变分法奠定了

最优控制理论基础。近年偏微分方程最优控制问题成为了国内外研究热点之一，它在癌症检查[1]，捕鱼

模型[2]和致动器设计[3]等领域起着重要的作用。随着研究不断深入，具有混合约束的偏微分方程最优控

制问题也逐渐引起研究员关注。一般的，这类最优控制问题的解析解都难以获得，即使可以求出解析解，

但在工业设计上也难以实现，从而，如何获得既接近解析解又方便计算的数值解变得尤其重要。 
离散–优化是处理偏微分方程最优控制问题的有效思路。有限元法作为一种成熟的偏微分方程数值

方法，在离散化连续型最优控制问题中也发挥着重要作用，并且有大量文献[4] [5] [6]讨论了有限元法在

离散化椭圆最优控制问题时的收敛性。对于离散的最优控制问题，文献[7]使用交替方向乘子算法进行计

算数值解，并对多种偏微分约束情况进行讨论，最后给出了该算法全局收敛性证明。文献[8]考虑带控制 1L
范数代价的椭圆最优控制问题，提出具有非精确结构的交替方向乘子算法，并证明该算法的全局收敛性

及其收敛速率。文献[9]采用了原对偶主动集方法作交替方向乘子算法的后处理器来提高计算精度。文献

[10]研究了一类具有点态约束的椭圆最优控制问题，采用 Lavrentiev 正则化处理状态约束后，使用有限元

法离散该问题，并在有限维线性空间上使用非精确的交替方向乘子算法进行计算。文献[11]采用“优化–

离散–优化”策略，提出了一种叫多级交替方向乘子算法，并给出该算法的收敛性及其收敛速率证明。 
基于以上研究，本文采用有限元法离散化具有混合控制–状态约束的椭圆最优控制问题，在有限维

空间上提出 mADMM 算法计算离散最优控制问题的解。 

2. 主要问题和预备知识 

在下文的讨论中我们设 2L
为 ( )2L Ω 空间上的范数，  为 N 或 N N× 上的范数，由正定矩阵

N NH ×∈ 诱导范数为
2 T
H Hξ ξ ξ= ， Nξ ∈ 。 

本文主要关注使用 mADMM 算法解决以下椭圆最优控制问题： 

( ) 22
2 2

,

1min ,
2 2

s.t. 0

d LLy u
J y u y y u

y y u x
y x
a y u b x

α

λ

= − +

−∆ + = ∈Ω
 = ∈∂Ω
 ≤ + ≤ ∈Ω

                            (1) 

其中 ∆为 Laplace 算子， ( )1
0y H∈ Ω ， ( )2u L∈ Ω 和 ( )2,3d dΩ ⊆ = 是一个开、凸区域，有着多边形边界
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∂Ω。函数 ( )2
dy L∈ Ω 已给定， 0a ≤ 和 , , 0bα λ ≥ 为给定参数。由文献[7] [10]可知最优控制问题(1)存在

唯一解 ( )* *,y u 。根据偏微分方程知识我们可知，存在连续线性单射 ( ) ( )1 2
0:S H LΩ → Ω ，使得 y Su= 。

从而，我们把最优控制问题(1)转化成以下最优化问题： 

( ) 22
2 21min

2 2d LLu U
J u Su y uα

∈
= − +                              (2) 

其中 ( ) ( ){ }2 |U u L a I S u bλ= ∈ Ω ≤ + ≤ ，I 为恒等算子。 

我们使用有限元法对最优化问题(2)进行离散。对区域Ω进行均匀三角分割，并获得节点集合{ } 1

N
i i

p
=

和有限元空间 { } 1

N
h i i

V span φ
=

= ，其中 iφ 为分片线性函数。我们选用插值算子 ( )2:h hR L VΩ → 为 

( ) ( )
1

N

h i i
i

R p pω ω φ
=

= ∑ . 

由此我们得到离散的最优化问题： 

( ) 2 2
2 21min

2 2h h
h h h d hL Lu U

J u S u y uα
∈

= − +                            (3) 

其中 d h dy R y= ， ( ) ( ){ }2 |h h h h hU u L V a I S u bλ= ∈ Ω ≤ + ≤ ， hS 为离散化的 S 算子。我们不妨设最优化

问题(3)的解为 *
hu ，由文献[4] [10]可知当网格测度 0h → 时，我们有 2

* *

0
lim 0h Lh

u u
→

− = 。 

令 ( )T
1 2, , , Nφ φ φΦ =  ，则在有限元空间 hV 中的任意元素 hu 可以表示为 T:hu x= Φ ，其中 Nx∈ 。根 

据有限元法的知识我们得到刚度矩阵 K 和质量矩阵 M 分别为 

( )
, 1

d
N

i j i j
K φ φ

=
= ∇ ⋅∇ Ω∫ 和 ( )

, 1
d

N

i j i j
M φ φ

=
= Ω∫ ， 

其中∇为梯度算子。因为，刚度矩阵 K 是对称半正定矩阵，质量矩阵 M 是对称正定矩阵，从而 K M+ 是

可逆矩阵。利用刚度矩阵 K 和质量矩阵 M 我们得到最优化问题(3)的矩阵–向量形式： 

( ) 2 2
,

1min
2 2d h MMx X

J x Sx y xα
∈

= − +                               (4) 

其 中 ( ){ }|NX x a E S x bλ= ∈ ≤ + ≤


 ，

T

, , ,
N

a a a a
 

=   
 







，

T

, , ,
N

b b b b
 

=   
 







， ( ) 1S K M M−= + ，

( ) ( ) ( )( )T
, 1 2, , ,d h d d d Ny y p y p y p=  ，E 为单位矩阵。由于 ( )J x 是强凸函数，X 为有界闭紧凸集，从而最

优化问题(4)的解必定存在且唯一，记作 *x 。 

3. 正定误差近似交替方向乘子算法 

本节提出 mADMM 算法来计算凸优化问题(4)，并讨论了该算法的全局收敛性和收敛速率。 
首先，我们把凸优化问题(4)转化成线性约束优化问题。令集合 { }, |na b x a x b  = ∈ ≤ ≤ 

 

  和定义指 

示函数 

( ),

0 ,

,a b

z a b
z

z a b
δ  

  ∈  = 
 +∞ ∉  













, 

为了方便，我们设 
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( ) 2 2
,

1
2 2d h MM

f x Sx y xα
= − + 和 ( ) ( ),a b

g z zδ  
= 



， 

则凸优化问题(4)等价于以下线性约束优化问题： 

( ) ( ) ( )

( )
,

min ,
x z

J x z f x g z

z E S xλ

= +


= +
.                               (5) 

根据线性束优化问题(5)，易得其增广 Lagrange 函数为 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) 2T, ,
2 M

L x z f x g z M z E S x z E S xσ
σµ µ λ λ = + + − + + − +  , 

其中 Nµ ∈ 是 Lagrange 乘子。在增广 Lagrange 函数的基础上，我们提出 mADMM 算法如下： 
输入初始数值 ( )0 0 0, , N N Nx z µ ∈ × ×   ，惩罚参数 0σ > ，停机误差 0ε > 和任意对称正定矩阵 W。

令迭代次数 0k = 。 
输出 ( )1 1 1, ,k k kx z µ+ + + 。 

步骤 1 计算 1kx + 如下式所示： 

( ) 2
1

1arg min , ,
2k k k k W

x
x L x z x xσ µ+ = + − .                          (6) 

步骤 2 计算 1kz + 如下式所示： 

( )1 1arg min , ,k k k
z

z L x zσ µ+ += .                               (7) 

步骤 3 计算 1kµ + 如下式所示： 

( )1 1 1k k k kz E S xµ µ σ λ+ + +
 = + − +  .                            (8) 

步骤 4 计算误差 

2 2 2
1 1 1

1
k k k k k kW M Mx x z zη σ µ µ

σ+ + += − + − + −  

若η ε≤ 时停止计算，并输出 ( )1 1 1, ,k k kx z µ+ + + ，否则，令 : 1k k= + 回到步骤 1 继续计算。 

3.1. mADMM 算法的收敛性 

为了证明 mADMM 算法的收敛性，我们需要以下符号： 

0 0
: 0 0

0 0 1

W
H M

M
σ

σ

 
 =  
 
 

， :
k

k k

k

x
zξ
µ

 
 =  
 
 

和

( )

1

1

1

:
k

k k

k k k

x
z

z E S x

ξ

µ σ λ

+

+

+

 
 
 =
 

  + − +  

 ， 

序列{ } 0k k
ξ ∞

=
由(6)~(8)计算所得。由于最优化问题(4)的解是存在且唯一的，同样地线性约束优化问题

(5)的解也是唯一的，由此我们可以得到线性约束优化问题(5)的一阶最优条件： 
定理 3.1 设 ( )* *,x z 为线性约束优化问题(5)的解，当且仅当存在 Lagrange 乘数 * Nµ ∈ ，使得下面的

条件 

( ) ( ) ( ) ( )T T* * * 0f x f x x x E S Mλ µ − + − − + ≥  
, Nx∀ ∈ , 
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( ) ( ) ( )T* * * 0g z g z z z M µ− + − ≥ , Nz∀ ∈ , 

( )* *z E S xλ= + , 

成立。 
根据定理 3.1，我们可以把线性约束优化问题(5)转化为变分不等式问题：找 * 3Nξ ∈ 使得 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )T* * * * 0f x f x g z g z Fξ ξ ξ− + − + − ≥ , 3Nξ∀ ∈ ,                 (9) 

其中 

:
x
zξ
µ

 
 =  
 
 

，

*

* *

*

:
x
zξ
µ

 
 

=  
 
 

和 ( )
( )

( )

T

:

E S M

F M

Mz M E S x

λ µ

ξ µ

λ

 − + 
 =
 
 − + +
 

。 

根据文献[12]，我们可以推导得到以下不等式： 
2 2 2* *

1 1k k k k HH H
ξ ξ ξ ξ ξ ξ+ +− ≤ − − − , 0k∀ ≥ ,                       (10) 

22 *
1 0

1
1k k H Hk

ξ ξ ξ ξ+− ≤ −
+

, 0k∀ ≥ ,                          (11) 

由不等式(10)和(11)，我们可以证明 mADMM 算是全局收敛的，并有以下定理。 

定理 3.2 设序列{ } 0k k
ξ ∞

=
中的每个元素由(6)~(8)计算所得，则 

*lim kk
ξ ξ

→∞
= . 

证明由(10)我们可得 
* * * *

1 1 0k k kH H H H
ξ ξ ξ ξ ξ ξ ξ ξ+ −− ≤ − ≤ − ≤ ≤ − . 

利用三角不等式可得 
* *

1 0k H H H
ξ ξ ξ ξ+ ≤ − + . 

从而，{ } 0k k
ξ ∞

=
为有界序列，则在 3N 上必存在收敛子列{ }

0jk
j

ξ
∞

=
。假设任意收敛子列收敛到 *ξ ，即

*lim
jkj

ξ ξ
→∞

= ，根据(11)我们易得 *
1lim

jkj
ξ ξ+→∞

= 。选择 jk k= ，当 j →∞时，根据等式(6)~(8)的连续性我们

有 

( ) ( )
2

2* * * *1 1arg min
2 2 Wx M

x f x z E S x x xσ λ µ
σ

= + − + + + − ,                (12) 

( ) ( )
2

* * *1arg min
2z M

z g z z E S xσ λ µ
σ

= + − + + ,                      (13) 

( )* *z E S xλ= + .                                   (14) 

由(12)和(14)，利用变分法我们可得 

( ) ( ) ( ) ( )T T* * * 0f x f x x x E S Mλ µ − + − − + ≥  
, Nx∀ ∈ . 
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同理根据(13)和(14)，我们有 

( ) ( ) ( )T* * * 0g z g z z z M µ− + − ≥ , Nz∀ ∈ . 

把上述两不等式相加，并根据等式(14)，我们有 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )T* * * * 0f x f x g z g z Fξ ξ ξ− + − + − ≥ , 3Nξ∀ ∈ . 

上述不等式意味着 *ξ 是变分不等式问题(9)的解。我们已知变分不等式问题(9)等价于线性约束优化问

题(5)，从而 * *ξ ξ= 。由于序列{ } 0k k
ξ ∞

=
为有界序列且任意收敛子列都收敛到 *ξ ，则定理得证。 

3.2. mADMM 算法的收敛速率 

基于定理 3.1 我们定义函数 ( ) [ )3: 0,ND ξ → ∞ ， 

( ) ( ) ( ) ( )
( )( )

2 2TT
,

2

:

0,

d hD S M Sx y Mx E S M M z E S x

dist g z M

ξ α λ µ λ

µ

 = − + − + + − + 

+ ∂ +
, 

其中 ( )g z∂ 表示函数 ( )g  在点 z 上的次微分， ( )( ) ( ){ }22 0, inf |dist g z M z z g z Mµ µ∂ + = ∈∂ + 。由

*lim kk
ξ ξ

→∞
= ，可以推导得 *lim kk

ξ ξ
→∞

= 。由此，我们用 ( ) 0kD ξ → 的快慢来估计 mADMM 算法的收敛速率。 

定理 3.3 设序列{ }
0k k

ξ
∞

=
 中的每个元素由(6)~(8)计算所得，则 

( ){ }1,2, ,
lim min 0ik i k

k D ξ
→∞ =

× =


 . 

证明由函数 ( )D ξ 的定义，易得 

( ) ( ) ( ) ( ){ }
( ) ( ){ }( ) ( )

2TT
1 , 1 1

2
2

1 1 1 10,

k k d h k k k k

k k k k k k

D S M Sx y Mx E S M z E S x

dist g z M z E S x M z E S x

ξ α λ µ σ λ

µ σ λ λ

+ + +

+ + + +

 = − + − + + − + 

   + ∂ + + − + + − +   



. 

根据(6)和(7)，我们有 

( ) ( ) ( ) ( )T
1 , 1 1 1

1 0k d h k k k k k kSM Sx y Mx E S M z E S x W x xα σ λ λ µ
σ+ + + +

 − + − + − + + + − =  
, 

( )1 10 k kg z M µ+ +∈∂ + . 

把上述两式代入 ( )kD ξ ，并利用(8)可得 

( ) ( ) ( ) ( )
2

2 2
1 1 1

2 2 22 2 22
1 1 12

1

1

k k k k k k k

k k k k k k

D W x x M z z M

W x x M z z M

ξ σ µ µ
σ

σ µ µ
σ

+ + +

+ + +

≤ − + − + −

≤ − + − + −



. 

由于在有限维空间上任意范数都是等价的，则存在 0C ≥ ，使得 

( ) 2 2 2 2
1 1 1 1

1
k k k k k k k k kW M M HD C x x z z Cξ σ µ µ ξ ξ

σ+ + + +
 ≤ − + − + − = − 
 

 . 

根据(10)和定理 3.2 可推导得 
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22 *
1 0

0
k k H Hk
ξ ξ ξ ξ

∞

+
=

− ≤ −∑ . 

上述不等式意味着正项级数 ( )
0

k
k

D ξ
∞

=
∑  收敛，根据文献[13]的 Lemma 6.1，定理 3.3 得证。 

4. 数值例子 

我们使用文献[10]中的 Example 2 来验证本文的结论。在这个例子中我们设 610λ −= ， 0.5σ = 和

W M N= 。在网格测度 614 2 2h = 时，我们在图 1 到图 4 中展示了用 mADMM 算法计算的结果与真实

解的对比。在网格测度 414 2 2h = 时，我们在图 5 中给出误差
2

1k k Hξ ξ +− 随迭代次数增加的收敛性结果。 
 

 
Figure 1. Numerical control 
图 1. 数值控制 

 

 
Figure 2. Exact control 
图 2. 真实控制 
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Figure 3. Numerical state 
图 3. 数值状态 

 

 
Figure 4. Exact state 
图 4. 真实状态 

 
从图1到图4中我们很难比较得出数值解与真实解的差异，从而这个例子反应了我们提出的mADMM

算法是收敛的。 
图 5 表明，在本例中经过近 20 次迭代后，mADMM 算法的收敛速率明显快于 ADMM 算法，在接近 

100 次迭代后，这两种算法的误差系数
2

1k k Hξ ξ +− 都会在 10-26 的量级上下浮动，并且这两种算法趋向 0

的速度会比序列{ } 11 kk ∞

=
趋向 0 的速度要快，这也表明了(11)的合理性。 
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Figure 5. Iteration error 
图 5. 迭代误差 

4. 结论 

本文利用有限元法对具有混合控制–状态约束的椭圆最优控制问题进行离散化，并提出 mADMM 算

法来求解 N 空间上的离散最优化问题。此外，验证了 mADMM 算法具有全局收敛性，并给出该算法的

收敛速率。值得注意的是，我们可以通过选择不同的正定矩阵 W 来减少 mADMM 算法的迭代次数，这

样可以提高算法的计算速度。因此，“如何选择最优的正定矩阵？”将会是我们继续研究的对象。 
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