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摘  要 

本文研究了一类非线性薛定谔泊松方程规范解的存在性。在参数 0µ < 的情况下，首先分析了Pohozaev
流形的结构和泛函纤维映射的几何性质，然后通过构造辅助泛函证明了能量泛函在Pohozaev流形附近存

在一个有界的(PS)序列，最后应用集中紧性原理证明了方程正径向基态解和山路解的存在性。 
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Abstract 
In this paper, we study the existence of normalized solutions for a class of nonlinear Schrödinger- 
Poisson system. When parameter 0µ < , firstly, the structure of Pohozaev manifold and the geo-
metric properties of functional fiber mapping are analyzed, and then we prove the existence of a 
bounded (PS) sequence of energy functionals near the Pohozaev manifold by constructing aux-
iliary functional. Finally, the existence of the positive radial ground state solution and the moun-
tain solution of the equation is proved by the principle of concentration compactness. 
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1. 引言与主要结果 

在本文中，我们研究如下非线性薛定谔泊松方程： 
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在指定的 2L 范数下规范解的存在性，其中
5 7
3 3

q< < ，
10 6
3

p< < ， 0µ < ， 0c > 。 

非线性薛定谔泊松方程是一个带有牛顿引力势和非线性位势的薛定谔方程，其中引力势是作为质量

密度函数而不是波函数。根据经典模型，带电粒子和电磁场的相互作用可以通过耦合非线性薛定谔方程

和泊松方程来描述。因此研究非线性薛定谔泊松方程的解的存在性具有重要的物理意义。对于下列非线

性薛定谔泊松方程： 

( )1 2 2 0,pu u x u u a u uλ γ − −−∆ + − ∗ − =                         (1-2) 

近几十年来被许多学者广泛研究，其中 ( )1 3u H∈  且
2 2u c= ， γ ∈， a∈，

10 6
3

p< < 。 

为了找到方程(1-2)的解，自然通过考察 

( )
( )

( )inf ,
u S c

m c F u
∈

=  

的极小化子，其中 0γ < 和 0a > 的情况已经被广泛研究。当
102,
3

p  ∈ 
 

时对于 0c∀ > 以及当
10
3

p = 时均

证得 ( ) ( ],0m c ∈ −∞ 。在文[1]中得到当 ( )2,3p∈ 时且对于一个充分小的 0c > ， ( )m c 的极小化子存在；当

8
3

p = 时，在文[2]中作者也得到了同样的结果。在文[3]和文[4]中作者研究了
103,
3

p  ∈ 
 

的情况。在文[4]

中作者证明了当 3p = 或
10
3

p = 时对于 0c∀ > ， ( )m c 的极小化子不存在。当
10 ,6
3

p  ∈  
时容易得到

( )m c = −∞。然而在文[5]中作者证明了当
10 ,6
3

p  ∈ 
 

时对于一个充分小的 0c > ，F 限制在 ( )S c 在正水平

有一个临界点。Jeanjean 和 Thanh Trung 在文[6]中分别详细讨论了 0γ > 和 0a > 、 0γ < 和 0a > 以及 0γ >

和 0a < 三种情况，在 0γ > 和 0a > 的情况下，当
10 ,6
3

p  ∈  
时且 ( )10,c c∈ 方程(1-2)存在基态解和山路解；
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在 0γ < 和 0a > 的情况下，当 6p = 时方程(1-2)不存在正解；在 0γ > 和 0a < 的情况下，当
10 ,6
3

p  ∈  
时

且对于 0c∀ > ， ( )m c 是可达的。 

为了得到(1-1)的解，我们将寻找下列泛函： 

( )
( ) ( )

3 3 3 3

21 1: d d d d ,
2 2 | |

q q
pu x u y

F u u x x y u x
q x y p
µ

= ∇ + −
−∫ ∫ ∫ ∫

   

 

在集合 ( ) ( ) ( ){ }: : 0c u S c Q uΛ = ∈ = 上的极小化子，其中 

( ) ( ){ }21 3 2
2: : ,S c u H u c= ∈ =  

( )
( ) ( ) ( )

3 3 3 3

2 3 23 5: d d d d .
2 | | 2

q q
pu x u y pqQ u u x x y u x

q x y p
µ

−−
= ∇ + −

−∫ ∫ ∫ ∫
   

 

首先分析 Pohozaev 流形的结构和泛函纤维映射的几何性质，然后通过构造辅助泛函证明了能量泛函

在 Pohozaev 流形附近存在一个有界的(PS)序列，最后应用集中紧性原理证明方程规范解的存在性。 

定理 1.1. 若 5 7
3 3

q< < ，
10 6
3

p< < ，假设有 

( )

( ) ( ) ( )2

3 7 3 5
4 1 2 22 3 52 0,

3 5 7 3

p
p p

p

q q p
p q p p

p p GNp p

H p

p K p qq c
q K q p

γ
γ γ

γ γ γ γ
µ

γ
−

− − −
− − − −−  −  − −

  < <   − −   
         (1-3) 

成立，则存在 ( )cu c+ +∈Λ 满足 ( ) ( )cF u cγ+ += 以及存在 ( )cu c− −∈Λ 满足 ( ) ( )cF u cγ− −= ，其中 cu+ 和 cu− 是正

径向函数。此外，存在 0cλ
+ < 和 0cλ

− < 使得 ( ),c cu λ+ + 和 ( ),c cu λ− − 是(1-1)的解。 

注文[7]中作者研究了 ( ) 0cγ − > ，本文可能有 ( ) 0cγ − ≤ 的情况出现，因此，本文补充和完善了文[7]
的研究成果。此外，本文引入参数 q，从而推广和完善了文[6]中的部分结果。 

2. 预备知识 

为了简便，整篇文章引入下列记号： 
• 在通常的 Sobolev 空间 ( )1 3H  中，其上内积和范数分别为： 

( ) ( ) ( )
3 3

1
2

2 2, d , d .u v u v uv x u u u x
 

= ∇ ∇ + = ∇ +  
 

∫ ∫
 

 

• ( )3sL  表示 Lebesgue 空间，其上范数为
3

1

d
s

s
su u x

 
=   
 
∫


，其中 [ )1,s∈ +∞ 。 

• 记
( )3 2

:
2p

p
p

γ
−

= 。 

• ( )S c 在 u 处的切空间定义为： 

( )
3

1 3: : d 0 .uT S v H uv x
  = ∈ = 
  

∫
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• ( )
3

2: dA u u x= ∇∫


， ( )
( ) ( )

3 3

: d d
| |

q q
u x u y

B u x y
x y

=
−∫ ∫

 

， ( )
3

: dpC u u x= ∫


。 

• 对于 ( )u S c∀ ∈ ，定义 ( ) ( )
3
2:tu x t u tx= ，其中 0t > 。 

对于 ( )u S c∀ ∈ ，定义纤维映射 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )2 3 51 10, : ,
2 2

ppt q
ut g t F u t A u t B u t C u

q p
γµ −∈ +∞ = = + −  

因此，我们有 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )13 63 5 1 .
2

ppq t
u p

qg t tA u t B u t C u Q u
q t

γµ γ −−−′ = + − =  

此外， ( ) 0Q u = 与一个 Pohozaev 恒等式相对应，并且集合 ( )cΛ 作为一个自然限制而出现，其中 

( ) ( ) ( ){ } ( ) ( ){ }: : 0 : 1 0 .uc u S c Q u u S c g ′Λ = ∈ = = ∈ =  

事实上，如果对于 ( )u S c∀ ∈ ，则 0t > 是 ug 的一个临界点当且仅当 ( )tu c∈Λ 。特别地， ( )u c∈Λ 当

且仅当 1 是 ug 的一个临界点。 
我们将 ( )cΛ 分解成三个互不相交集合的并即 ( ) ( ) ( ) ( )0c c c c+ −Λ = Λ Λ Λ  ，其中 

( ) ( ) ( ) ( ){ }: : 1 0, 1 0 ;u uc u S c g g+ ′ ′′Λ = ∈ = >  

( ) ( ) ( ) ( ){ }0 : : 1 0, 1 0 ;u uc u S c g g′ ′′Λ = ∈ = =  

( ) ( ) ( ) ( ){ }: : 1 0, 1 0 .u uc u S c g g− ′ ′′Λ = ∈ = <  

引理 2.1. [8] (Hardy-Littlewood-Sobolev 不等式)设 1p > ， 1q > ，0 Nη< < ，
1 1 2
p q N

η
+ + = ，则存在

( ), , , 0C N p qη > ，使得对一切 ( )p Nf L∈  ， ( )q Ng L∈  ，有 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )d d , , , ,p N q N
N N

L L

f x g y
x y C N p q f g

x y η η≤
−

∫ ∫
 

 

 

成立。 
引理 2.2. (见文[6]引理 2.1)取 ( )u S c∈ ，则 

1) 存在一个常数 0HK > 使得 ( ) ( )
3 5

52
q

q
HB u K A u c

−
−≤ 。 

2) 存在一个常数 0GNK > 使得 ( ) ( ) ( )1
2

p
p

p
p

GNC u K A u c
γ

γ−
≤ 。 

引理 2.3. 当 5 7
3 3

q< < 且
10 6
3

p< < 时，如果 ( )1 3u H∈  是 

2 2 ,q p
uu u u u u uµφ λ− −−∆ + = +                             (2-1) 

的一个弱解，则 ( ) 0Q u = 。此外，如果 0u ≠ ，则有 0λ < 。 

证明由于 ( )1 3u H∈  是弱解，则下列 Pohozaev 恒等式成立， 

( ) ( ) ( ) ( )1 5 3 3 0,
2 2 2

A u B u C u D u
q p
µ λ+ − − =                        (2-2) 
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其中 ( ) 2

2D u u= 。用(2-5)乘以 u 并积分，可以得到第二个恒等式 

( ) ( ) ( ) ( ) 0.A u B u C u D uµ λ+ − − =                            (2-3) 

结合(2-2)和(2-3)，可得 

( ) ( ) ( )3 5 0.
2 p
qA u B u C u

q
µ γ−

+ − =  

这意味着 ( ) 0Q u = 。再次应用(2-2)和(2-3)，我们得到 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )6 6 5 3 2 ,q q A u q p B u p q D uµ λ− + − = −                   (2-4) 

其中 

( ) ( ) ( )6 0, 6 5 0, 3 2 0.q q q p p qµ− < − < − >  

因此， 0λ < 。 

引理 2.4 当
5 7
3 3

q< < 且
10 6
3

p< < 时，如果 ( )1 3u H∈  是 

2 2 ,q p
uu u u u u uµφ λ− −−∆ + = +                             (2-5) 

的一个弱解，则 ( ) ( )3 3u L C∞∈    。此外，如果 0u ≥ 且 u 不恒为 0，则 0u > 。 

证明应用文[9]中定理 2.1.，我们得到对于 1r∀ > 有 ( )2, 3r
locu W∈  ，因此 ( )3u C∈  。记

1:K x −= ，

1 2:K K K= + ，其中
1

1
1 : BK x χ−= ，

1

1
2 : cB

K x χ−= 。由卷积的 Young 不等式可知 1 1 2 2

q qK u K u
∞

∗ ≤ < +∞

且 2 2 44
3

q qK u K u
∞

∗ ≤ < +∞ ，因此
qK u∗ 有界且连续。此外，从文[10]中命题 B.1 可以推断出

( )3u L∞∈  。若 0u ≥ 且 u 不恒为 0，应用强极大值原理，可得 0u > 。 

( ) ( )| :S cF S c → 是 ( )S c 上的一个 1C 类泛函，且对于 ( )u S c∀ ∈ 和 ( )uv T S c∀ ∈ ，我们有 

( )| , , .S cF v F v′ ′=  

我们用 ( )|S cdF ∗ 表示在余切空间 ( )uT S c ′中的范数，即 

( )
( )

( )[ ]|
1 ,
sup .

u
S c

T S c
dF dF u

ϕ ϕ
ϕ∗

≤ ∈
=                            (2-6) 

引理 2.5. (见[11]引理 3.6)对于 ( )u S c∀ ∈ 和 0t > 映射 

( ) ( ) , ,t
t

u u
T S c T S c ψ ψ→ →  

是一个线性同构映射且逆映射 

( ) ( )
1

, .t
t

uu
T S c T S c φ φ→ →  

引理 2.6. [12]取{ } ( )1 3
n ru H⊂  且满足 w

nu u→ 在 ( )1 3
rH  ，则 ( ) ( )nB u B u→ 。 

3. 有界(PS)序列的结构 

引理 3.1. F 限制在 ( )cΛ 上在 ( )1 3H  中是强制的。特别地，F 限制在 ( )cΛ 上是下方有界的。 

证明取 ( )u c∈Λ ，由 ( ) 0Q u = 可得 
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( ) ( ) ( )1 1 1 3 5 ,
2p p

qC u A u B u
p p p q

µ
γ γ

−
= +  

应用引理 2.2.(1)，可以得到 

( ) ( ) ( )

( ) ( )
3 5

52

1 1 3 51
2 2

1 1 3 51 ,
2 2

p p

q
q

H
p p

qF u A u B u
p q p

qA u K A u c
p q p

µ
γ γ

µ
γ γ

−
−

   −
= − + −      
   
   −

≥ − + −      
   

                 (3-1) 

其中 3 5 2 pq pγ− < < ，结论得证。 

对于 ( )u S c∀ ∈ ，回顾 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )2 3 51 1 ,
2 2

ppt q
ug t F u t A u t B u t C u

q p
γµ −= = + −  

( ) ( ): ,ug t th t′ =  

其中 ( ) ( ) ( ) ( )23 73 5:
2

ppq
p

qh t A u t B u t C u
q

γµ γ −−−
= + − 。 

引理 3.2. 若(1-3)成立，则 ( )
0

max 0ut
g t

>
′ > 。此外， ( )ug t′ 在 ( )0,+∞ 上有且仅有两个零点，且它们都是

非退化的。 
证明由 ( ) 0h t′ = 即 

( )( ) ( ) ( ) ( )33 83 5 3 7
2 0,

2
ppq

p p

q q
t B u p t C u

q
γµ γ γ −−− −

− − =  

可知其只有唯一一个正解即 

( )( ) ( )

( ) ( )

( )
1
3 53 5 3 7

2 ,
2

pp q

p p

q q
B u

qt
p C u

γ
µ

γ γ

− −− − 
 
 =
 −
 
 

  

且 t是 ( )h t 的最大值点，其中当 

( )

( ) ( ) ( )2

3 7 3 5
4 1 2 22 3 52 0,

3 5 7 3

p
p p

p

q q p
p q p p

p p GNp p

H p

p K p qq c
q K q p

γ
γ γ

γ γ γ γ
µ

γ
−

− − −
− − − −−  −  − −

  < <   − −   
 

时 ( ) 0h t > 。此外，当 0t +→ 时 ( )h t → −∞且当 t → +∞时 ( )h t → −∞，从中我们可知 ( )h t 只有两个零点

为 1t 和 2t ，且 1 20 t t< < 。由 ( ) ( )ug t th t′ = 可知， 

( ) ( ) ( )
0 0

max 0 max 0,ut t
g t h t h t

> >
′ > ⇔ = >  

且 ( ) 0ug t′ = 当且仅当 ( ) 0h t = ，因此 1t 和 2t 也正好是 ( )ug t 的两个临界点。此外，由 ( )1 0h t′ > ， ( )2 0h t′ <

及 ( ) ( )ug t th t′ = 知 ( )1 0ug t′′ ≠ ， ( )2 0ug t′′ ≠ 。 

引理 3.3. 若(1-3)成立，则 ( )0 cΛ = ∅。 

证明假设存在 ( )0u c∈Λ ，则 ( )1 0ug ′ = 且 ( )1 0ug ′′ = 。由 ( ) ( )ug t th t′ = 可知， ( )1 0h = 且 ( )1 0h′ = ，但由
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引理 3.2.知 ( )1 0h′ ≠ ，矛盾。 

引理 3.4. 若(1-3)成立，则对于 ( )u S c∀ ∈ ，存在 

1) ( )0,us t+ ∈  是唯一的且使得 us+ 是 ug 唯一的局部极小值点， ( )usu c
+ +∈Λ 。 

2) ( ),us t− ∈ +∞ 是唯一的且使得 us− 是 ug 唯一的局部极大值点， ( )usu c
− −∈Λ 。 

3) uu s± 是 1C 连续的。 

证明当 0t +→ 时 ( ) 0ug t −→ ，当 t → +∞时 ( )ug t → −∞，由引理 3.2.可知 ( ) 0ug t′ = 只有两个解即 1us t+ =

和 2us t− = ，且 0 u us t s+ −< < < 。此外，当 ( )0, ut s+∈ 时 ( ) 0ug t′ < 且当 ( ),u ut s s+ −∈ 时 ( ) 0ug t′ > ，因此 ( )0,us t+ ∈ 

是 ug 唯一的局部极小值点且 ( )usu c
+ +∈Λ 。类似地，可以得到 ( ),us t− ∈ +∞ 是 ug 唯一的局部极大值点且

( )usu c
− −∈Λ 。 

仿照[7]中定理 5.3 的论证，由引理 3.3.及隐函数定理容易得到 uu s± 是 1C 连续的。 
引理 3.5. 若(1-3)成立，则 
1) 对于 ( )u c+∀ ∈Λ ， ( ) 0F u < 。 

2) 对于 ( )u c−∀ ∈Λ ，存在 ( ) 0cα α= > 使得 ( )A u α> 。 

证明取 ( )u c+∀ ∈Λ ，则有 

( ) ( ) ( )3 5 ,
2 p
qA u B u C u

q
µ γ−

= − +  

( ) ( )( ) ( ) ( ) ( )
3 5 3 6

1 .
2 p p

q q
A u B u p C u

q
µ γ γ

− −
> − + −  

因此，可得 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( )

3 51 1 1 1
2 2 2 2

1 1 .
2 3 5

p

p p

p p

p q
F u A u B u C u A u B u

q p p q p

A u
p q p

γµ µ
γ γ

γ γ

  − −
= + − = − +  

 
 

< −  − 

 

因为 ( )2 3 5p pp q pγ γ> − ，所以 ( ) 0F u < 。 

取 ( )u c−∀ ∈Λ ，由 ( ) 0Q u = 可得， 

( ) ( ) ( ) ( )( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( ) ( )

3 6 1 0

7 3 3 5 0.

p p p

p p

A u q A u C u p C u

q A u q p C u

γ γ γ

γ γ

+ − − + − − <

⇔ − + − − <
 

应用引理 2.2.，则有 

( )
( )

2
2

6
2

7 3: ,
3 5

pp

p

p p GN

q A u
q p K c

γ

α
γ γ

−

−

 
 −

= < 
 − − 

 

因此对于 ( )u c−∀ ∈Λ ， ( )A u α> 。 

我们定义： 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )1 3 1 3 1 3, , .r r r r r rS c S c H c c H c c H± ±= Λ = Λ Λ = Λ       
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引理 3.6. 若(1-3)成立，则 

( )
( )

( )
( )inf inf ,

ru c u c
F u F u

± ±∈Λ ∈Λ
=  

且如果
( )

( )inf
u c

F u
±∈Λ

是可达的，则可达元是一个非负径向函数。 

证明因为 ( ) ( )r c c± ±Λ ⊂ Λ ，则 

( )
( )

( )
( )inf inf ,

ru c u c
F u F u

± ±∈Λ ∈Λ
≥                               (3-2) 

因此，只需证明 

( )
( )

( )
( )inf inf .

ru c u c
F u F u

± ±∈Λ ∈Λ
≤                               (3-3) 

我们观察到 

( )
( )

( )
( )

( )
( )

( )
( )

0
inf inf min , inf inf min .

u u u

t t

u S c u S cu c t s u c s t s
F u F u F u F u

+ + − + −∈ ∈∈Λ < ≤ ∈Λ < ≤
= =               (3-4) 

取 ( )u S c∈ 和 ( )rv S c∈ ，其中 v 是 u 的 Schwarz 径向重排，则 ( ) ( )A v A u≤ ， ( ) ( )C v C u= ，且由 Riesz’s

重排不等式(见文[8]中 3.7 节)可得 ( ) ( )B v B u≥ ，因此对于所有 0t > ，我们有 

( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( )

2 3 5

2 3 5

1 1
2 2
1 1 .
2 2

p

p

pt q

pq t

F v t A v t B v t C v
q p

t A u t B u t C u F u
q p

γ

γ

µ

µ

−

−

= + −

≤ + − =
                  (3-5) 

对于 ( )w S c∀ ∈ ， 

( ) ( ) ( ) ( )13 63 5 .
2

ppq
w p

qg t tA w t B w t C w
q

γµ γ −−−′ = + −  

由于 0µ < ，因此 ( ) ( )v ug t g t′ ′≤ ，且对于 0t∀ > 有 ( ) ( )v ug t g t≤ 。由引理 3.4.可知， ( ) 0vg t′ = 正好有

两个临界点且 0 v vs s+ −< < ，这意味着 0 u v v us s s s+ + − −< < < < ，因此可以推断出 

( ) ( ) ( ) ( )
0 0
min min , max max .

v u v v u u

t t t t

t s t s s t s s t s
F v F u F v F u

+ + + − + −< ≤ < ≤ < ≤ < ≤
≤ ≤  

由(3-4)可知不等式(3-3)成立，如果存在 ( )0u c+∈Λ 使得 ( )
( )

( )0 inf
u c

F u F u
+∈Λ

= ，则 ( )rv c+∈Λ ，其中 v

是 0u 的 Schwarz 径向重排。事实上，如果 ( ) ( )0A v A u< 或者 ( ) ( )0B v B u> ，则 ( ) ( )0
t tF v F u< 。因此， 

根据以上论点可以得出矛盾，即 

( )
( )

( )
( ) ( ) ( )

( )
( )

0

0
0 0 0

inf inf min min min inf .
u v u

t t t

u S cu c t s t s t s u c
F u F u F v F u F u

+ + + + +∈∈Λ < ≤ < ≤ < ≤ ∈Λ
= ≤ < =  

因此 ( ) ( )0A v A u= ， ( ) ( )0B v B u= 且 ( ) ( )0C v C u= ，从中可以推断出 ( )rv c+∈Λ 且 ( ) ( )0F v F u= 。此

外，对于存在 ( )0u c−∈Λ 使得 ( )
( )

( )0 inf
u c

F u F u
−∈Λ

= 这种情况的证明是类似的。 

引理 3.7. 若(1-3)成立，则对于 ( )|S cF 在水平 ( )cγ ± 上存在一个有界(PS)序列{ } ( )n ru c± ±⊂ Λ 。 

为了证明引理 3.7.，我们定义函数 

( ) ( ) ( ): , .usI S c I u F u
±± ±→ =  
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注意到由引理 3.4.和隐函数定理可知 uu s± 是 1C 连续的，所以 I ± 是 1C 连续的。 
引理 3.8. 若(1-3)成立，则对于 ( )u S c∀ ∈ ， ( )uT S cψ ∈ ，我们有 

( )[ ] ( ) .u us sdI u dF uψ ψ
± ±±  =
 

                             (3-6) 

证明首先我们给出 I + 的证明。取 ( )uT S cψ ∈ ，则 ( )0hψ ′= ，其中 ( ) ( ): ,h S cε ε− +  是一个 1C 类曲

线且 ( )0h u= ，我们观察到 

( )( ) ( )( ) ( )( ) ( )( )000
,

ts sF h t F hI h t I h
t t

+ + −−
=  

其中 ( )t h ts s+= ，因此 0 us s+= 。回顾引理 3.4.中 0s 是 ( )ss F u 的一个严格局部极小值且 0u s 是连续的，

则 

( )( ) ( )( ) ( )( ) ( )( )
( )( ) ( )( ) ( )( ) ( )( ) ( )( ) ( )( )

( ) ( )
( )( ) ( )( ) ( )( ) ( )( )

( ) ( ) ( )

0

3 3 3

3

2
3 5

2
2 2 2 22 3 5

1 1

2
3 3 3

0 0

0 0 0
2 2

d d d

d ,

t t t

p

p

s s s s

p
qt t

t

q q

q
t t

pp
t

F h t F h F h t F h

s s
A h t A h s B h t B h C h t C h

q p

h t x h t y h t y h t y
s h t h t t x s t x y

x y

s h t h t h t t x

γ

γ

µ

η η η η
η η µ

η η η

−

−

−

−

− ≥ −

     = − + − + −     

′
′= ∇ ∇ +

−

′−

∫ ∫ ∫

∫
  



 

其中 ( )1 2 3, , 0,1η η η ∈ 。类似地， 

( )( ) ( )( ) ( )( ) ( )( )
( ) ( )

( )( ) ( )( ) ( )( ) ( )( )

( ) ( ) ( )

0 0 0

3 3 3

3

2
5 5 5 52 3 5

0 4 4 0

2
0 6 6 6

0 0

d d d

d ,

t

p

s s s s

q q

q

pp

F h t F h F h t F h

h t x h t y h t y h t y
s h t h t t x s t x y

x y

s h t h t h t t xγ

η η η η
η η µ

η η η

−

−

−

− ≥ −

′
′= ∇ ∇ +

−

′−

∫ ∫ ∫

∫
  



 

其中 ( )4 5 6, , 0,1η η η ∈ 。从中可以推断出，对于 ( )u S c∀ ∈ ， ( )uT S cψ ∈ ， 

( )( ) ( )( )

( ) ( ) ( ) ( )

( )
3 3 3 3

0

2
22 3 5

0
lim

d d d d

.

p

u u

t

q q
ppq

u u u

s s

I h t I h
t

u x u y u y y
s u x s x y s u u x

x y

dF u

γψ
ψ µ ψ

ψ

+ + +

± ±

+ +

→

−
−−

−

= ∇ ∇ + −
−

 =  

∫ ∫ ∫ ∫
   

 

I −的证明是类似的。 
设ζ 是属于 ( )rS c 的所有单元素集合，在[13]定义 3.1 的意义下，它显然是 ( )rS c 紧子集具有闭边界(实

际上是空的)的同伦稳定族。由引理 3.6.可得 

( )
( )

( )
( )

( )
( )

( ) ( ): inf max inf inf inf ,
r rA u S cu A u c u c

e I u I u F u F u cζ ζ
γ

+ +

+ + + +

⊂ ∈∈ ∈Λ ∈Λ
= = = = =  

( )
( )

( )
( )

( )
( )

( ) ( ): inf max inf inf inf .
r rA u S cu A u c u c

e I u I u F u F u cζ ζ
γ

− −

− − − −

⊂ ∈∈ ∈Λ ∈Λ
= = = = =  
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引理 3.9. 若(1-3)成立，则对于 ( )| rS cF 在水平 eζ
± 上存在一个有界(PS)序列{ } ( )nu c± ±⊂ Λ 。 

证明首先处理 eζ
+ 情况。取{ }nω ζ⊂ 满足 

( ) 1max ,
nu

I u e
nζω

+ +

∈
< +  

考虑同伦 

[ ] ( ) ( ) ( ) 1: 0,1 , , .ut tsS c S c t x uτ τ
+− −× =  

根据ζ 的定义，我们有 

{ }( ) { }1 : .us
n n nu uβ τ ω ω ζ

+
= × = ∈ ⊂  

引理 3.4.意味着对于 n∀ ∈， ( )n cβ +⊂ Λ 。取 nv β∈ ，即存在 nu ω∈ 使得 usv u
+

= ，则 ( ) ( )I v I u+ += 。 

因此，可得 

( ) ( )max max ,
n nv u

I v I u
β ω

+ +

∈ ∈
=  

则 nβ 是 eζ
+ 的另一个极小化序列。对于特殊情况即边界 B = ∅，应用[13]中定理 3.2，在水平 eζ

+ 上 I + 在 ( )S c

上存在一个(PS)序列{ }ny 并满足 

0, .n ny nβ− → →∞                                 (3-7) 

记
nn ys s+= ，取 ( )ns

n nu y c+ += ∈Λ ，我们断言对于 n∈充分大，存在一个常数 0C > 使得 

21 .ns C
C
≤ ≤                                     (3-8) 

事实上，观察到 

( )
( )

2 ,n
n

n

A u
s

A y

+

=  

由于 ( ) ( ) ( ) 0n nF u I y e cζ γ+ + + += → = < ，从(3-1)中可以推断出存在 0M > 且满足 

( )1 .nA u M
M

+≤ ≤                                  (3-9) 

另一方面，因为 ( )n cβ +⊂ Λ 是 eζ
+ 的一个极小化序列，且 F 限制在 ( )c+Λ 在 ( )1 3H  中是强制的，可

以得到 nβ 在 ( )1 3H  中是一致有界的，因此(3-7)意味着 ( )sup n
n

A y < ∞。此外，因为对于 n∀ ∈， nβ 是

紧的，则存在 n nv β∈ 使得当 n →∞时 ( )1 3 0n n Hv y− →


。应用引理 3.1.，存在一个 0δ > 使得 

( ) ( ) ( ) ,
2n n n nA y A v A v y δ

≥ − − ≥  

这意味着(3-8)成立。根据(2-6)、引理 2.2.和引理 3.8.，我们有 

( ) ( )
( )

( )[ ]
( )

( )
( )

( )
1 1

|
1 , 1 , 1 ,
sup sup sup .

n

n n

u u u

s

s s
n n n nS c

T S c T S c T S c
dF u dF u dF u dI y

ψ ψ ψ ψ ψ ψ
ψ ψ ψ+ + + +

∗
≤ ∈ ≤ ∈ ≤ ∈

    
  = = =  
        

 

这意味着{ } ( )nu c+ +⊂ Λ 是 ( )|S cF 在水平 eζ
+ 上的一个(PS)序列，因为{ }ny 是 I + 在水平 eζ

+ 上的一个(PS)
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序列且根据(3-8)可知

1

1 1
ns C Cψ ψ≤ ≤ 。对于 eζ

− 这种情况证明是相同的，除了应用引理 3.5.(2)以及(3-1)

得出存在一个 0M > ，当用 ( )nA u+ 代替 ( )nA u− 时(3-9)式成立。 

引理 3.7.的证明应用引理 3.9.，我们推断对于 ( )|S cF 在水平 ( )e cζ γ+ += 上存在一个 (PS)序列

{ } ( )n ru c+ +⊂ Λ ，且对于 ( )|S cF 在水平 ( )e cζ γ− −= 上存在一个(PS)序列{ } ( )n ru c− −⊂ Λ 。由引理 3.1.可知，在这

两种情况下的序列都是有界的。 

4. (PS)序列的紧性 

引理 4.1. 若(1-3)成立，且{ } ( )nu c±⊂ Λ 是 ( )cγ ± 的一个极小化序列，则{ }nu 收敛到一个非平凡极限。 

证明因为 F 限制在 ( )cΛ 在 ( )1 3H  中是强制的，{ }nu 是有界的，因此 w
nu u→ 在 ( )1 3H  。运用反

证法假设 0cu = ，这意味着{ }nu 具有消失性。由[14]中引理 I.1 可知，有 

0, .qu n→ →∞  

因此 

( ) ( ) 2
1 6

5

0, 0.q
n n n q

C u B u K u→ ≤ →  

因为{ } ( )nu c⊂ Λ ，则 ( ) 0nQ u = ，所以 

( ) ( ) ( )3 5 0.
2n n p n
qA u B u C u

q
µ γ−

= − + →                         (4-1) 

若{ } ( )nu c−⊂ Λ ，则由引理 3.5.可知存在 0α > 使得 

( ) 0, .nA u nα> > ∀ ∈  

与(4-1)矛盾。若{ } ( )nu c+⊂ Λ ，则 

( ) ( ) ( ) ( )1 1 0,
2 2n n n nF u A u B u C u

q p
µ

= + − →  

此外，由 

( ) ( )
( )

( )inf 0,n
u c

F u c F uγ
+

+

∈Λ
→ = <  

得出矛盾。 
引理4.2 假设 ( )|S cF 上的一个有界(PS)序列{ } ( )n ru c⊂ Λ 弱收敛到一个非零函数 cu ，则 ( )n c ru u c→ ∈Λ

在 ( )1 3
rH  中。特别地， cu 是(1-2)对于某个 0cλ < 的径向基态解。 

证明因为 ( ) ( )1 3 3q
rH L⊂  是紧嵌入，其中 ( )2,6q∈ ，因此存在 ( )1 3

ru H∈  使得 

( )
( ) ( )

1 3

3

3

, ,

, , 2,6 ,

, . .

w
n

q
n

n

u u H

u u L q

u u a e

 →

 → ∈


→





 .

 

因为{ } ( )1 3
n ru H⊂  是有界的，则 
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( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )1 3 1 3
| 2

10, , , .n n n n nS cF u H F u F u u u H
c

− −′ ′ ′→ ⇔ −   

因此，对于 ( )1 3Hσ∀ ∈  ，有 

( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( )
3 3 3 3 3

2

2
2

11 , ,

d d d d d ,

n n n n n

q q
pn n n

n n n n n

F u F u u u
c

u x u y u y y
u x x y u u x u x

x y

ο σ

σ
σ µ σ λ σ

−
−

′ ′= −

= ∇ ∇ + − −
−∫ ∫ ∫ ∫ ∫

    

   (4-2) 

其中当 n →∞时 ( )1 0nο → ，且由于 ( ) 0nQ u = ，我们有 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )2 2

1 1 5 1 .
2n n n n n p n

qA u B u C u B u C u
qc c

λ µ µ γ
 −

 = + − = + −  
 

 

因为{ } ( )1 3
n ru H⊂  ，则 ( ) ( )n cC u C u→ 且由引理 2.5 知 ( ) ( )n cB u B u→ ，因此可以得到 

( ) ( ) ( )2

1 5 1 .
2n c c p c

q B u C u
qc

λ λ µ γ
 −

→ = + − 
 

 

从(4-2)中我们可以得到 

( ) ( ) ( ) ( )
3 3 3 3 3

2
2d d d d d 0,

q q
pc c c

c c c c c

u x u y u y y
u x x y u u x u x

x y
σ

σ µ σ λ σ
−

−∇ ∇ + − − =
−∫ ∫ ∫ ∫ ∫

    

     (4-3) 

这意味着 ( ),c cu λ 满足 

( )2 2 1 3| | | | , .
c

q p
c u c c c c c cu u u u u u Hµφ λ− − −−∆ + = +   

由假设 0cu ≠ 及引理 2.3.知， ( ) 0cQ u = 且 0cλ < 。在(4-2)中取 nuσ = 以及在(4-3)中取 cuσ = ，可得 

( ) ( ) ( ) ( )
3 3 3 3

2 2 2 2d d d d .n n n n n c c c c cu x B u C u u x u x B u C u u xµ λ µ λ∇ + − − → ∇ + − −∫ ∫ ∫ ∫
   

 

根据 ( ) ( )n cB u B u→ ， ( ) ( )n cC u C u→ 以及 n cλ λ→ ，我们可以推断出 

3 3 3 3

2 2 2 2d d d d .n n n c c cu x u x u x u xλ λ∇ − → ∇ −∫ ∫ ∫ ∫
   

 

因为 0cλ < ，所以可以推断出 n cu u→ 在 ( )1 3
rH  。 

定理 1.1.的证明我们给出 ( )cγ + 这种情况的证明，对于 ( )cγ − 这种情况的证明是一样的。由引理 3.7.

可知， ( )|S cF 在水平 ( )cγ + 上存在一个有界(PS)序列{ } ( )n ru c+ +⊂ Λ 。根据引理 4.1.和引理 4.2.，我们推断

n cu u+ +→ 在 ( )1 3
rH  中且存在 0cλ

+ < 使得 ( ),c cu λ+ + 是 ( 1 - 1 )的一个解。因为 ( )0 cΛ = ∅ ，我们推断

( )c ru c+ +∈Λ 。由引理 3.6.知 cu+ 是一个非负 Schwarz 径向函数，此外，从引理 2.4.中可以推断出 cu+ 是一个 

有界且处处取正值的连续函数。 

5. 结论 

本文研究了一类带有参数的非线性薛定谔泊松方程规范解的存在性，通过构造辅助泛函证明了能量

泛函在 Pohozaev 流形附近存在一个有界的(PS)序列，最后应用集中紧性原理证明了方程正径向基态解和

山路解的存在性。这些结论推广和完善了文[6]和文[7]中的研究成果。 
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