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摘  要 

本文从某些三维流形穿孔环面和是否具有亏格可加性出发，通过三维流形组合拓扑的研究方法和技巧，

给出了某些可定向闭曲面加厚两类 ( )n n 3≥ 穿孔环面和的亏格，进一步得到某些复杂三维流形两类 

( )n n 3≥ 穿孔环面和的亏格。 
 
关键词 

复杂三维流形，亏格，穿孔环面，曲面和 

 
 

Genus of Two Classes of Punctured Torus 
Sum of Complicated 3-Manifolds 

Shuxin Wang, Chenghui Xu, Jin Tao 
Liaoning Normal University, Dalian Liaoning 

 
Received: Nov. 21st, 2022; accepted: Dec. 15th, 2022; published: Dec. 26th, 2022 

 
 

 
Abstract 
In this paper, starting from whether the punctured torus sum of some 3-manifolds is additive, 
through the methods and techniques of hybrid topology of 3-manifolds, it gives the genus of two 
classes of n-punctured ( )n 3≥  torus sum of some thickened orientable closed surfaces, and then 

it gets the genus of two classes of n-punctured ( )n 3≥  torus sum of some complicated 3-main- 
folds. 
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1. 引言 

三维流形理论是低维拓扑学研究的核心内容之一，组合方法是研究三维流形分类和结构的一种重要方

法。三维流形中不可压缩曲面的性质和分类、纽结和链环理论、三维流形沿曲面相粘后所得流形的亏格与

因子三维流形亏格及相粘曲面亏格和边界分支数之间的关系都是近年来三维流形理论研究的热点问题。研

究三维流形带边曲面和的亏格，可利用三维流形组合拓扑理论中的割补思想将三维流形带边曲面和转化为

三个三维流形沿两个闭曲面相粘的形式，通过三个因子流形的亏格及三维流形沿闭曲面相粘的一些已知结

果，进行进一步的分析和讨论。2008 年，Tsuyoshi Kobayashi 和邱瑞锋在文献[1]中证明了若 1 2FM M M=  ，

当因子流形 ( )1, 2iM i = 的 Hausdorff 分解距离足够大时，有 ( ) ( ) ( ) ( )1 2g M g M g M g F= + − ；2014 年，王

树新和倪楠在文献[2]中证明了某些复杂三维流形三穿孔球面和具有亏格可加性；2016 年，王霄在文献[3]
中证明了某些复杂三维流形简单穿孔球面和具有亏格可加性；2017 年，冷健在文献[4]中证明了某些复杂三

维流形五、六穿孔球面和具有亏格可加性。 
本文利用三维流形组合拓扑的研究技巧和方法，对某些可定向闭曲面加厚特定穿孔环面和、某些复

杂三维流形特定穿孔环面和的亏格是否具有可加性进行分析，通过讨论相粘穿孔环面的可能分离情形，

给出某些可定向闭曲面加厚特定穿孔环面和以及某些复杂三维流形特定穿孔环面和的亏格。 

2. 预备知识 

定义 2.1 设 M 是一个 Hausdorff 空间，如果空间 M 中任意一点 p 都有一个与 nR 同胚的开邻域 pU ，

则称 M 是一个 n 维流形。如果空间 M 中任意一点 p 存在开邻域或者同胚于 nR ，或者同胚于 nR+ ，则称 M
是一个 n 维带边流形。将流形 M 中所有同胚于 nR+ 的点组成的集合称为流形 M 的边界，记为 M∂ ，并称

\M M∂ 为流形 M 的内部。 
定义 2.2 如果 M 是一个 n 维流形，并且 W 是一个含于 M 内的流形，则称 W 是流形 M 的一个子流形。 
定义 2.3 假设 M 是一个 n 维流形，W 是一个 m 维流形，如果存在一个同胚映射 :f W M ∗→ ，其中 M ∗

是 M 的子流形，则称 f 是从 W 到 M 的一个嵌入映射， ( )f W 是 W 到 M 的嵌入。 
定义 2.4 如果 M 是一个 n 维流形，同时 W 是一个 m 维流形，映射 f 是从流形 W 到流形 M 的一个嵌

入，若满足 ( )f W M∂ ⊂ ∂ ， ( )int intf W M⊂ ，则称映射 f 是从流形 W 到流形 M 的一个真嵌入。 
定义 2.5 设 F 是一个紧致且可定向曲面，C 为曲面 F 上的一条简单闭曲线，如果曲线 C 不在曲面 F

上界定 2-圆片，则称曲线 C 在曲面 F 上是本质的。 
定义 2.6 设 F 是真嵌入到三维流形 M 中的曲面，若 F 在 M 中界定三维实心球体或者 F 上至少有一

条本质闭曲线在 M 中界定 2-圆片且与 F 不交，则称 F 是流形 M 中的一个可压缩曲面；否则称 F 是流形

M 中的不可压缩曲面。 
定义 2.7 假设 S 是三维流形 M 中的一个二维球面，如果 S 不在流形 M 中界定三维实心球体，则称 S

在 M 中是本质的。如果任意球面在 M 中都不是本质的，则称 M 是不可约流形；否则称 M 是可约流形。 
定义 2.8 设 P 为一个曲面，F 是 P 的子曲面，若 ( )# \ int 1P F > ，则称 F 在 P 上是分离的；否则称

F 在 P 上是非分离的。 
定义 2.9 若 F 在 P 上是分离的，且 P 沿 F 的任意边界分支切开都是非连通的，则称 F 在 P 上是完

全分离的；否则称 F 在 P 上是非完全分离的。 
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定义 2.10 设 ( )1,2iM i = 是紧致且可定向的三维流形， iP 是 iM 的边界分支， iF 是 iP 上的子曲面，其

中 1,2i = ，设 f 为 1F 到 2F 的同胚映射，称 1 2fM M M=  为流形 1M ， 2M 沿 f 粘合的曲面和。 
定义 2.11 设 F 是一个闭的可定向曲面，三维流形 C 可通过在 F I× 的边界分支 { }1F × 上添加若干个

1-把柄得到，则称三维流形 C 是压缩体。令 { }0C F−∂ = × ， C C C+ −∂ = ∂ − ∂ 。特别地，若C F I≅ × ，称 C
是一个平凡压缩体。 

定义 2.12 设 M 为三维流形，若 M 紧致且 M∂ ≠ ∅，并且 M∂ 有一划分 ( )1 2,M M∂ ∂ ，如果压缩体 V
和 W 满足， SM V W=  ， V W S+ +∂ = ∂ = ， 1V M−∂ = ∂ ， 2W M−∂ = ∂ ，则称 SV W 为流形 M 的 Heegaard
分解，并将曲面 S 称为 M 的一个 Heegaard 分解曲面。Heegaard 分解曲面 S 的亏格 ( )g S 称为对应 Heegaard
分解 SV W 的亏格。令 ( ) ( ){ }min | Sg M g S M V W= =  ，称 ( )g M 是流形 M 的亏格。 

定义 2.13 设三维流形 M 的一个 Heegaard 分解为 SV W ，令 ( ) ( )( )min ,d S d α β= ，其中α 是 V 中

本质圆盘的边界， β 是 W 中本质圆盘的边界，则称 ( )d S 是 Heegaard 分解 SV W 的距离。 
引理 2.1 [5]设 1M ， 2M 是不可约且边界不可压缩的三维流形， 1F M⊂ ∂ ， 2F M⊂ ∂ ，且 

1 2FM M M=  ， iM 的 Heegaard 分解为
ii i S iM V W=  ，满足 i iF P W−⊂ ⊂ ∂ ，且 iP I× 与 iS 不交 ( )1,2i = 。

设 iγ 为 iW 中一段垂直的弧，使端点 ( )1 i ie r W+⊂ ∂ ， ( ) ( )2 1 2 2 inte r e r F= ⊂ ，设 ( )1 2N γ γ 是 1 2γ γ 的正则

邻域，令 ( )1 1 2 2V V N Vγ γ=    ， ( ) ( )1 2 1 2W W W N γ γ= −  ，则 SV W 是 M 的一个 Heegaard 分解，且

S V W+ += ∂ = ∂ 。 
注 2.1 由引理 2.1 可知 ( ) ( ) ( )1 2g M g M g M≤ + 。 
引理 2.2 [5]设 M 是由不可约且边界不可约的两个三维流形 ( )1,2iM i = 沿带边曲面 F 相粘得到。设 iP

是 iM∂ 上包含 F 的分支，如果 ( )1,2iM i = 有一个距离至少是 ( ) ( )( )1 22 1g M g M+ + 的 Heegaard 分解，则

M 对应的极小亏格 Heegaard 分解可由 1M ， 2M 和 M ∗的 Heegaard 分解沿着 1P ， 2P 进行相粘得到。 
引理 2.3 [5]设 1P ， 2P 是可定向闭曲面且亏格至少为 1，将 1P I× ， 2P I× 沿有界连通曲面 F 相粘的曲

面和记为 M。 
1) 若 { }1 0 intP F× − 和 { }2 0 intP F× − 都是连通的，则 ( ) ( ) ( ){ }1 2min ,g M g P g P G= + ，其中 

( ) ( ) ( )( ) ( ) ( ){ }1 2 1 2
1 2 2 min ,
2

G F P P g P g Pχ χ χ= + − − + 。 

2) 若 F 是一个平环，则 ( ) ( ) ( )1 2g M g M g M= + 。 
本文的定义和术语都是标准的，参见文献[6] [7]。 

3. 可定向闭曲面加厚两类 ( )3n n ≥ 穿孔环面和的亏格 

定理 3.1 设 ( ) ( )1 2FM P I P I= × × ，其中 ( )1,2iP i = 是亏格至少为 ( )1 3n n+ ≥ 的连通可定向闭曲面，

若 F 是 1P I× 和 2P I× 上的不可压缩 ( )3n n ≥ 穿孔环面，且 F 在 { }1 0P × 和 { }2 0P × 上都是完全分离的，则

( ) ( ) ( )1 2g M g P g P= + 或 ( ) ( ) ( )1 2 1g M g P g P= + − 。
 

证明：令 { }0i iP P× = ， { }1 i
iP P× = ，其中 1,2i = ， 1 2

1 2 nM P P P P P∗ ∗ ∗∂ =     。 
设 SV W 是 M 的一个极小亏格的 Heegaard 分解，由流形亏格定义知 ( ) ( )g S g M= 。由 F 是 n 穿孔 

环面得， ( )F nχ = − 。由 ( ) ( ) ( ) ( )1 2
1

2
n

i
i

P P P Fχ χ χ χ∗

=

= + −∑ ，得 ( ) ( ) ( )1 2
1

2
n

i
i

g P g P g P∗

=

= + −∑ 。 

由平凡压缩体性质，显然有 ( ) ( )i ig P I g P× = ，又显然有 ( ) ( )i
ig P g P= ， 1,2i = 。 

由引理 2.1 可知 ( ) ( ) ( )1 2g S g P g P≤ + ，若 1P 和 2P 在 S 的同侧，则 M 的其他边界分支均不与 1P 在同

侧，对于 M 的极小亏格的 Heegaard 分解 SM V W=  ，M 的边界分支 1 2
1 2, , , , , nP P P P P∗ ∗ ∗

 在 S 的两侧仅有

如下两种情况： 
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1) 1P ， 2P 在S的同侧。 

由压缩体的性质得 ( ) ( ) ( )1 2g S g P g P≥ + ， ( ) ( )
1

n

i
i

g S g P∗

=

≥ ∑ ，从而 ( ) ( ) ( )1 2 2g S g P g P≥ + − 。故此边 

界分配情形存在，并且 ( ) ( ) ( )1 2g S g P g P≥ + 。由引理2.1可知 ( ) ( ) ( )1 2g S g P g P≤ + ，故 ( ) ( ) ( )1 2g S g P g P= + 。 
2) 1P ， 2P 在S的异侧。 
a) 与 1P 在Heegaard分解曲面S同侧流形M的其他边界分支亏格之和等于 ( )2g P ，或与 2P 在Heegaard

分解曲面S同侧流形M的其他边界分支亏格之和等于 ( )1g P 。 

此时，由压缩体的性质得 ( ) ( ) ( ) ( )1 2

1
2

n

i
i

g S g P g P g P∗

=

≥ + +∑ ，从而 ( ) ( ) ( )1 2g S g P g P≥ + ，又由引理 

2.1可知 ( ) ( ) ( )1 2g S g P g P≤ + ，故 ( ) ( ) ( )1 2g S g P g P= + 。 
b) 其他情况。 

将 ( ) ( ) ( )1 2
1

2
n

i
i

g P g P g P∗

=

= + −∑ 代入 ( ) ( ) ( ) ( )1 2

1
2

n

i
i

g S g P g P g P∗

=

≥ + +∑ 得 ( ) ( ) ( )1 2 1g S g P g P≥ + − 。由 

引理2.1可知 ( ) ( ) ( )1 2g S g P g P≤ + ，所以 ( ) ( ) ( ) ( ) ( )1 2 1 21g P g P g S g P g P+ − ≤ ≤ + ，又由于与 ( )1 2P P 在

Heegaard分解曲面S同侧流形M的其他边界分支亏格不为 ( ) ( )( )2 1g P g P ，故 ( ) ( ) ( )1 2 1g S g P g P= + − 。 
综上， ( ) ( ) ( )1 2g M g P g P= + 或 ( ) ( ) ( )1 2 1g M g P g P= + − 。 
定理 3.2 设 ( ) ( )1 2FM P I P I= × × ，其中 ( )1,2iP i = 是亏格至少为 ( )1 3n n+ ≥ 的连通可定向闭曲面，

若 F 是 1P I× 和 2P I× 上的不可压缩 ( )3n n ≥ 穿孔环面，且 F 在 { }1 0P × 和 { }2 0P × 上都是非分离的，或者 F
在 { }1 0P × 和 { }2 0P × 上一个是非分离的，另一个是完全分离的，则 ( ) ( ) ( )1 2g M g P g P= + 。 

证明：令 { }0i iP P× = ， { }1 i
iP P× = ，其中 1,2i = ， 1 2M P P P∗∂ =   。 

设 SM V W=  是 M 的一个极小亏格的 Heegaard 分解，由流形亏格定义知 ( ) ( )g S g M= 。由 F 是 n
穿孔环面得 ( )F nχ = − 。由 ( ) ( ) ( ) ( )1 2 2P P P Fχ χ χ χ∗ = + − 得 ( ) ( ) ( ) ( )1 2 1g P g P g P n∗ = + − + 。显然有 

( ) ( )i ig P I g P× = ， ( ) ( )i
ig P g P= ， 1,2i = 。 

由引理 2.1 知 ( ) ( ) ( )1 2g S g P g P≤ + 。因此，若 1P 和 2P 在 S 的同侧，则 M 没有其他边界分支在 S 的

这一侧，对于 M 的极小亏格的 Heegaard 分解 SM V W=  ，M 的边界分支 1P ， 2P ，P∗ 在 S 的两侧有如

下两种情况： 
1) 1P ， 2P 在 S 的同侧。 
由压缩体的性质得 ( ) ( )g S g P∗≥ ， ( ) ( ) ( )1 2g S g P g P≥ + 。 
将 ( ) ( ) ( ) ( )1 2 1g P g P g P n∗ = + − + 代入 ( ) ( )g S g P∗≥ ，可得 ( ) ( ) ( ) ( )1 2 1g S g P g P n≥ + − + ，故此边界

分配情形存在，并且 ( ) ( ) ( )1 2g S g P g P≥ + ，由引理 2.1 可知 ( ) ( ) ( )1 2g S g P g P≤ + ，故 ( ) ( ) ( )1 2g S g P g P= + 。 
2) 1P ， 2P 在 S 的异侧。 
由压缩体的性质得 ( ) ( )1g S g P≥ ， ( ) ( ) ( )2g S g P g P∗≥ + 。 
将 ( ) ( ) ( ) ( )1 2 1g P g P g P n∗ = + − + 代入得 ( ) ( ) ( ) ( ) ( )2

1 2 1g S g P g P g P n≥ + + − + ，因为 

( ) ( )2
2 1g P g P n= ≥ + ，当 ( )2 1g P n> + 时， ( ) ( ) ( )1 2g S g P g P> + ，这与引理 2.1 中 ( ) ( ) ( )1 2g S g P g P≤ + 矛

盾。当 ( )2 1g P n= + 时， ( ) ( ) ( )1 2g S g P g P≥ + ，由引理 2.1 可知 ( ) ( ) ( )1 2g S g P g P≤ + ，故 ( )2 1g P n= + 时， 

( ) ( ) ( )1 2g S g P g P= + 。 
综上， ( ) ( ) ( )1 2g M g P g P= + 。 

4. 复杂三维流形两类 ( )3n n ≥ 穿孔环面和的亏格 

定理 4.1 设 1 2FM M M=  ，其中 ( )1, 2iM i = 是不可约且边界不可约的三维流形，F 是 iM∂ 分支
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( )1,2iP i = 上的不可压缩 ( )3n n ≥ 穿孔环面。 ( )1,2iP i = 是亏格至少为 ( )1 3n n+ ≥ 的连通可定向闭曲面，

若 ( )1, 2iM i = 都有距离至少为 ( ) ( )( )1 22 1g M g M+ + 的 Heegaard 分解，且 F 在 { }1 0P × 和 { }2 0P × 上都是

完全分离的，则有 ( ) ( ) ( )1 2g M g M g M= + 或 ( ) ( ) ( )1 2 1g M g M g M= + − 。 
证明：令 { }0i iP P× = ， { }1 i

iP P× = ，其中 1,2i = ，则 M 可表示为 1 2
1 2

P P
M M M∗
  ，其中 

( ) ( )1 2FM P I P I∗ = × × ， ( )1
1 1\M M P I= × ， ( )2

2 2\M M P I= × 。 
由定理 3.1 知， ( ) ( ) ( )1 2g M g P g P∗ = + 或 ( ) ( ) ( )1 2 1g M g P g P∗ = + − 。 
又由引理 2.3 知， ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )1 2 1 2g M g M g M g M g P g P∗= + + − − 。 
故 ( ) ( ) ( )1 2g M g M g M= + 或 ( ) ( ) ( )1 2 1g M g M g M= + − 。 
定理 4.2 设 1 2FM M M=  ，其中 ( )1, 2iM i = 是不可约且边界不可约的三维流形，F 是 iM∂ 分支

( )1,2iP i = 上的不可压缩 ( )3n n ≥ 穿孔环面。 ( )1,2iP i = 是亏格至少为 ( )1 3n n+ ≥ 的连通可定向闭曲面，

若 ( )1, 2iM i = 都有距离至少为 ( ) ( )( )1 22 1g M g M+ + 的 Heegaard 分解，且 F 在 { }1 0P × 和 { }2 0P × 上都是

非分离的，或者 F 在 { }1 0P × 和 { }2 0P × 上一个是非分离的，另一个是完全分离的，则有 

( ) ( ) ( )1 2g M g M g M= + 。 
证明：令 { }0i iP P× = ， { }1 i

iP P× = ，其中 1,2i = ，则 M 可表示为 1 2
1 2

P P
M M M∗
  ，其中 

( ) ( )1 2FM P I P I∗ = × × ， ( )1
1 1\M M P I= × ， ( )2

2 2\M M P I= × 。 
由定理 3.2 知， ( ) ( ) ( )1 2g M g P g P∗ = + 。 
又由引理 2.3 知， ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )1 2 1 2g M g M g M g M g P g P∗= + + − − 。 
故 ( ) ( ) ( )1 2g M g M g M= + 。 

5. 结论 

本文通过三维流形组合拓扑的研究方法和技巧，给出了某些可定向闭曲面加厚两类 ( )3n n ≥ 穿孔环

面和的亏格为 ( ) ( ) ( )1 2g M g P g P= + 或 ( ) ( ) ( )1 2 1g M g P g P= + − ，进而得出某些复杂三维流形两类

( )3n n ≥ 穿孔环面和的亏格为 ( ) ( ) ( )1 2g M g M g M= + 或 ( ) ( ) ( )1 2 1g M g M g M= + − 。本文的主要结果在

某些可定向闭曲面加厚穿孔球面和结论的基础上，将某些复杂三维流形的穿孔球面和推广到了 ( )3n n ≥
穿孔环面和。 
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