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摘  要 

本文研究了在外加电场作用下，包含奇粘性的流体薄液膜沿倾斜基底下落时的不稳定效应。其中，奇粘

性是由于流体打破常规的时间反衍对称性而产生的。利用线方法数值模拟了Bao和Jian的非线性演化方

程。研究结果表明，当奇粘性增大时，薄膜的振幅减小，不稳定性减弱。这说明奇数粘性对下落的薄液

膜具有稳定性作用，进一步证实了Bao和Jian的研究结论。此外，对于给定的奇粘性，薄膜的振幅随着

电参数的增大而增大，这说明电参数增强了薄膜不稳定性。 
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Abstract 
In this paper, the instability effect of a thin liquid film containing odd viscosity falling along an in-
clined substrate under an applied electric field is studied. Among them, the odd viscosity is pro-
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duced by the fluid breaking the conventional time inverse diffraction symmetry. Nonlinear evolu-
tion equation of Bao and Jian was numerically simulated by using lines method. The results show 
that when the odd viscosity increases, the amplitude of the film decreases and the instability 
weakens. This shows that the odd viscosity has a stabilizing effect on the falling thin liquid film, 
further confirming the research conclusion of Bao and Jian. In addition, for a given odd-viscosity, 
the amplitude of liquid film increases with the increase of the electrical parameter, indicating that 
the electrical parameter enhances the liquid film instability. 
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1. 引言 

薄膜流动不稳定性问题是流体力学中典型的界面不稳定问题。在天体物理学[1]、海洋学[2]和惯性约

束聚变[3]等方面广泛存在，近年来人们对薄膜流动不稳定的研究日益关注。在涂层工艺中[4]，这种不稳

定性会导致涂层不均匀或液滴滴落。因此控制和抑制薄膜失稳对许多工程应用是不可或缺的，目前已有

几种方法来实现这一目标，如外部磁场的存在[5]、高频机械振荡[6]和利用几何特征[7]。此外，利用外加

电场在薄膜界面处产生额外应力去保持应力平衡也是一种被普遍认可的影响薄膜流动稳定性方法。

Gonzalez 等人[8]研究了法向电场作用下薄膜沿斜板的流动，得到了自由表面非线性演化方程。Tseluiko
等人[9]研究了电场对下落薄膜的影响，发现电场对薄膜稳定性具有失稳作用。2018 年，Tudball [10]考虑

了地形影响的情况下研究了法向电场影响下薄膜沿斜面流动的稳定性。 
一般的薄膜不稳定性的研究忽略了奇粘性的影响，只考虑了均匀粘度的流体。Avron [11]突破性地发

现奇粘性是由于经典流体打破常规的时间反衍对称性而产生的。为了得到更准确的稳定性分析结果，我

们不能忽略奇粘性的影响。2020 年，Zhao 和 Jian [12]研究了奇粘性在磁场下对薄膜不稳定性的影响，发

现奇粘性和磁场稳定了流动。此外，Zhao 和 Jian [13]还研究了奇粘性对沿斜壁流动粘弹性薄膜不稳定性

的影响，发现奇粘性使流动稳定，而粘弹性使流动失稳。 
Bao 和 Jian [14]研究了奇粘性在电场下对沿斜面流动的薄膜不稳定的影响，通过线性和弱非线性稳定

性分析得出奇粘性具有稳定作用的结论。上述稳定性分析中，仅仅通过线性和弱非线性进行稳定性分析，

目前还未利用数值模拟去加强结论。在本文中，我们将在外加电场的情况下，利用线方法数值模拟 Bao
和 Jian [14]的非线性演化方程，研究奇粘度对薄膜失稳的影响。 

2. 数学模型 

2.1. 数学模型的描述 

图形示意图参照 Bao 和 Jian [14]中的图 1，我们考虑密度为 ρ 的不可压缩粘性液膜沿倾斜角为 β 的平

行板的流动行为。建立二维笛卡尔坐标系(x, y)来描述流动过程，其中 x 和 y 分别沿平行板方向和垂直于

平行板方向。h(x, t)表示液膜瞬时位置，未扰动高度为 h0。下板电势为 φ1 = φc (φc是常数)。上板接地，即

φ2 = 0。液体–介质界面的表面张力系数为 γ，重力加速度为 g。区域 1 表示理想导体的流体层，这表明
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液体薄膜界面处和液体内部的电势均为 φc。由于电导率很小，我们忽略了感应磁场，因此宜采用麦克斯

韦方程的静电近似法。区域 2 表示介电常数为 ε0的理想电介质。对于该双层流体，我们可以考虑为水–

空气系统。外加法向电场的会产生额外的麦克斯韦应力，从而影响薄膜的稳定性。因此在时间反演对称

性被打破的情况下，液体薄膜下落问题应同时考虑偶应力张量 τe 和奇应力张量 τo。此时应力张量可表示

为 = +e oτ τ τ  [11]，具体形式为[11] [15] 

je e i
ij ij

j i

uu
p

x x
τ δ η

 ∂∂
= − + +  ∂ ∂ 

,                                (1) 

( ) ( )1 2 1 2
1 1 2 2 1 2 2 1

2 1 1 2

o o o
ij i j i j i j i j

u u u u
x x x x

τ η δ δ δ δ η δ δ δ δ
   ∂ ∂ ∂ ∂

= − − + + + −   ∂ ∂ ∂ ∂   
,               (2) 

其中下标 i, j = 1, 2，ηe和 ηo分别为偶数和奇数粘度系数。 
设(x, y)坐标系下的速度场为 u = (u, v)，区域 1 的控制方程为具有奇粘性影响的不可压缩Navier-Stokes

方程 

0u v
x y
∂ ∂

+ =
∂ ∂

,                                       (3) 
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其中 p 表示压强。对于区域 2，有如下电场 E2与电势 φ2的关系式 

2 2ϕ= −∇E ,                                       (6) 

并且电势 φ2满足高斯定律 
2 2 0xx yyϕ ϕ+ = .                                     (7) 

在倾斜底板 y = 0 处施加无滑移、无渗透边界条件为 
0u v= = .                                       (8) 

自由面 ( ),y h x t= 处的运动学条件为 
t xv h uh= + .                                      (9) 

由于自由面上 ( ),y h x t= 的电势是连续的，上板是接地的，有条件 

2 1 cy h y hϕ ϕ ϕ
= =
= = ,                                 (10a) 

2 0y dϕ
=

= .                                    (10b) 

考虑其切向应力平衡得到 

( ) ( )( ) ( )( ) ( )2 22 1 1 2 0y x x x x y x x y x x yv u h h v u h u v h v uη  − + − + + − − + + =  在 ( ),y h x t= ,        (11) 

式中 η 为奇粘度系数 ηo与偶粘度系 ηe之比，即 η = ηo/ηe。此外，得到法向应力平衡 
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其中 pg为大气压强(区域 2 的压强)。 
为使方程无量纲化，引入以下由上标星号表示的无量纲变量 

0

xx
h

∗ = , 
0

yy
h

∗ = , 
0 0

tt
h u

∗ = , 
0

hh
h
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0

dd
h
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0

uu
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0

vv
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∗ = , 
0 0

e

pp
u hη

∗ = , 

c

ϕϕ
ϕ

∗ = , 2
0 0 sin 2 eu ghρ β η= .                              (13) 

为方便起见，在之后的表达式中去掉星号。将无量纲变量代入控制方程和边界条件得到方程参见 Bao 和

Jian [14]。其他无量纲参数雷诺数 Re、毛细管数 C (测量粘滞力与毛细管力的比值)和电参数 E (测量电与

引力的比值)，形式分别为 

0 0Re e

u hρ
η

= , 
2 3 1

1 3
0

3Re sin
2

eu
C

K
η β
γ

= = , 
2

0

0 02
c
eE
u h

ϕ ε
η

= , 
1 3

1 3 4 3eK
g
γρ
η

= .               (14) 

这里 Kapitza 数[10]是表面张力与惯性力的无量纲之比。对于给定的材料，K 在给定的温度下是常数，对

于室温下的水，Kapitza 数约为 3364.5。 

2.2. 长波演化方程 

首先假设薄膜界面的变形波长 λ 远大于未扰动厚度 h0，即 h0/λ = δ，其中 δ 是一个小参数，它通常被

称为薄膜参数。在液体层(区域 1)中存在有明显差异的长度尺度，引入以下变量[10] 

xξ δ= , tτ δ= , y y= , v wδ= . 

为了在产生的模型中确保表面的影响，重新调整毛细管数 C，即 2C Cδ ′= 。将这些新的重新调整的变量

代入无量纲方程和边界条件得到含 δ 的方程，之后通过下列渐近展开可以推导主阶方程和一阶方程 

0 1u u uδ= + + , 0 1w w wδ= + + , 0 1p p pδ= + + , 2 20 21ϕ ϕ δϕ= + + . 

忽略 Ο(δ)项和更高阶项，直接将展开后的变量代入模型的无量纲方程，推导主阶方程并求解得到主阶解 

2
0 2u y hy= − + ,                                  (15a) 

2
0w y hξ= − ,                                   (15b) 

( )( )
( )0 22 cot g

h Ep y h p
C h d
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.                    (15c) 

同理得到一阶方程并求解得到一阶解 
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流向流量 ( ),q ξ τ 是通过如下关系式定义的 

( ) ( )( ),

0
, , , d

h
q u y y

ξ τ
ξ τ ξ τ= ∫ ,                               (17) 

其中 ( ) ( ) ( ) ( )2
0 1, , , , , ,u y u y u yξ τ ξ τ δ ξ τ δ= + +Ο 。运动学边界条件的另一种形式如下 
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0h qτ ξ+ = ,                                     (18) 

将式(17)代入式(18)后利用变换 ( ) ( ), ,t xτ ξδ ∂ ∂ = ∂ ∂ 得到薄膜非线性演化方程 

( )
3 6 3 3

3

2 8 2 1Re 3 cot 0
3 15 3 3t x x xxx

Eh h h h h h h h
x Ch d

η β
  ∂   + + − + + + =

 ∂  −  
.            (19) 

式(19)是 Bao 和 Jian [14]推导出的结果。当忽略电场(E = 0)、奇粘性(η = 0)和地形(β = 0)的影响，式(19)
与 Tseluiko 等人[16]得到的式(2.2)一致。当忽略地形(β = 0)和电场(E = 0)的影响时，其结果与 Tudball [10]
的方程一致。 

3. 数值模拟 

由于演化方程难以直接求解，因此采用线方法[17]来模拟液膜的时空演化。演化方程可以改写为 

0t xh q+ = ,                                    (20a) 

其中 

( )
3 6 3 3
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,              (20b) 

边界条件可以表示为： 

( ), 0.1h L t = , ( ), 0xh L t = , ( )0, 0xh t = , ( )0, 0xxxh t = ,                   (21) 

其中 L 为域的无量纲长度。初始条件可以表示为： 

( ) ( ),0 1 0.05cosh x kx= + ,                               (22) 

构造一个空间网格 ( )1ix i x= − ∆ ， 1,2, ,i N=  ，其中 Δx = L/N。为了满足质量守恒条件，应在 i ± 1/2 处

的离散化 q，因此式(20a)离散形式为 
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当 i 在 3 和 2N − 之间时， 
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由于 i = N + 1 对应 x = L，根据边界条件(21)，该端点的厚度值为 0.1，故 1 0.1Nh + = 。用域外的点(鬼点)
来表示边界附近的导数得到 2N Nh h+ = ，对称性条件得到 h0 = h2，h−1 = h3，因此可以用标准微分方程求解
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器求解。在实际工程问题中，首先要确定参数范围。我们根据文献[14]给出以下参考范围：ρ ~ 1000 kg m−3，

μ ~ 0.9 × 10−3 Pa∙s，h0 ~ 3.6 × 10−3 m，β ~ π/4，K ~ 3364.5，ε0 ~ 10−11 faradm−1，g ~ 9.8 m∙s−2。 
图 1表示了奇粘性系数 η对自由面时空演化的影响。如图显示了 t = 5到 t = 80时间间隔为 5的情况。

对于一个固定的 η，自由面振幅随着时间 t 的推移而增加，这表明了薄膜的不稳定。观察图 1(a)~(d)，波

的振幅随着 η 的增加而减小，这说明 η 具有稳定薄膜的作用。此外，随着奇数粘度的增加，振幅随着时

间的变化速率变慢，这证明奇数粘度降低了振幅的增长率使得液膜变得更加稳定。 
 

 
Figure 1. Film thicknesses at various times (Re = 1, β = π/4, d = 3, E = 1) (a) η = 0, (b) η = 0.5, (c) η = 1, (d) η = 1.5 
图 1. 薄膜厚度在不同时期(Re = 1，β = π/4，d = 3，E = 1) (a) η = 0，(b) η = 0.5，(c) η = 1，(d) η = 1.5 

 
图 2 描述了在发展时间为 t = 80 的情况下，不同奇粘性和电参数下薄膜厚度与水平距离的非线性演

化。如图，振幅随着奇粘性系数 η 的增大而减小，这验证了 η 具有抑制不稳定性的作用。对比图 2(a)~(d)，
我们观察到随着电参数 E 的增加薄膜的振幅增加，这说明 E 增强了薄膜不稳定性。在不同的电参数 E 的

情况下，奇粘性都表现出抑制薄液膜不稳定性的作用。 
为了更好的体现奇粘性的影响，图 3 显示了不同奇粘性系数 η 下自由表面的时空演化特征。我们清

楚地观察到，当 η 增加时，薄膜的振幅减小，表明 η 对薄膜的不稳定性有稳定作用。 
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Figure 2. Film thicknesses at different odd viscosity coefficients η of 0, 0.5, 1, 1.5 (Re = 1, β = π/4, d = 3, t = 80): (a) E = 0, 
(b) E = 0.5, (c) E = 1, (d) E = 5 
图 2. 不同奇粘性 η 为 0，0.5，1，1.5 (Re = 1, β = π/4, d = 3, t = 80)：(a) E = 0，(b) E = 0.5，(c) E = 1，(d) E = 5 时的

薄膜厚度 

 

 
(a)                                                 (b) 
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(c)                                                 (d) 

Figure 3. Three-dimensional models of film thickness evolution with t and x (Re = 1, β = π/4, d = 3, E = 5): (a) η = 0, (b) η = 
0.5, (c) η = 1, (d) η = 1.5 
图 3. 薄膜厚度随 t 和 x 变化的三维模型(Re = 1，β = π/4，d = 3，E = 5)：(a) η = 0，(b) η = 0.5，(c) η = 1，(d) η = 1.5 

4. 结论 

本研究系统地研究了在外加电场作用下，奇粘度对倾斜基底下薄膜不稳定性的影响。利用线方法数

值模拟了 Bao 和 Jian [14]的非线性演化方程，成功地刻画了自由表面流动的演化过程，并证实了增加奇

粘性 η 可以提高薄膜体系的稳定性。在其他参数固定的情况下，对于给定的奇粘性，薄膜的振幅随着电

参数 E 的增加而增加，这说明 E 增强了薄膜不稳定性。 
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