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摘  要 

尽管Spike and Slab方法广泛应用于贝叶斯变量选择，但其惩罚似然估计的潜力在很大程度上被忽视了。

通过在贝叶斯模态中引入惩罚化似然观点，本文提出了新的Spike and Slab Lasso逻辑回归模型，将两个

拉普拉斯密度的混合先验置于单个坐标上，可以自适应地收缩系数，即弱收缩重要预测量，强收缩不相

关预测量，从而可以得到准确的估计和预测。同时，我们使用了预测–校正算法来求解Spike and Slab 
Lasso逻辑回归模型，并将该算法扩展到不可分离惩罚的情况。该算法利用凸优化的预测校正算法，沿

着整个正则化路径有效的计算解，方便了模型选择，避免了正则化参数值不同时的独立优化。最后，模

拟学习和实证结果表明本文所提模型比Lasso逻辑回归模型具有更优的性能。 
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Abstract 
Although the Spike and Slab method is widely used in Bayesian variable selection, its potential for 
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penalized likelihood estimation is ignored. By introducing the penalized likelihood into the Baye-
sian case, this paper proposes a new Spike and Slab Lasso logistic regression model, which places 
the mixed priors of two Laplace densities on a single coordinate, and can adaptively adjust the 
shrinkage coefficient, that is, the weak shrinkage important predictor and the strong shrinkage 
irrelevant predictor, so that accurate estimation and prediction can be obtained. At the same time, 
we use the prediction-correction algorithm for the Spike and Slab Lasso logistic regression model, 
and extend the algorithm to the case of non-separable penalty. The algorithm uses the prediction 
correction algorithm of convex optimization to effectively calculate the solution along the entire 
regularization path, which facilitates model selection and avoids independent optimization when 
the regularization parameter values are different. Finally, the simulation learning and empirical 
results show that the proposed model has better performance than lasso logistic regression model. 
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1. 引言 

随着现代科技的飞速发展，空前规模的大数据，如基因和蛋白质组学数据，经济学和金融中的面板

数据等，在当代的许多应用中遇到。在这些应用中，维数 p 可以与样本容量 n 相当，甚至比 n 大得多，

这使得惩罚稀疏模型很适合分析这些数据，自从 Tibshirani 提出 lasso [1]以来，高维环境中变量选择的惩

罚回归已经吸引了相当多的学者[2] [3]。lasso 和它的延伸是变量选择中常用的方法，这些方法对系数施

加 1l 惩罚，惩罚的似然可以通过极快的优化算法来解决，例如 LARS 和循环坐标下降算法[4] [5]。然而，

lasso 对所有系数使用单一惩罚，因此可以包括许多无关的预测因子，或过度收缩大系数。理想的方法是

在大效应时诱导弱收缩，在不相关效应时诱导强收缩。几乎所有的回归都容易受到两个问题的影响：过

度拟合和多重共线性。前者，参数优化到统计噪声，而不是适合的兴趣关系；后者，协变量组相互关联，

致其难以识别个别影响，这些问题在高维协变量集的分析中尤其突出。一种流行的策略是具有先验分布

的贝叶斯方法，通过在回归系数上放置某种先验，将系数缩小到零，这提高了模型的稳定性，并防止过

拟合。特别地，一种吸引人的选择是对每个回归系数使用拉普拉斯先验分布，该回归系数对应目标函数

中的一个 1l 惩罚，因此具有拉普拉斯先验分布的贝叶斯回归模型的 MAP 估计等价于 Lasso 回归的估计。

在缺乏有力证据的情况下，拉普拉斯先验分布产生了精确的 0jβ = 和对应于重要变量的子集的非零 jβ 的

惩罚点估计。通过这种方式，使用 1l 惩罚自然允许变量选择，其中只有协变量的子集被选择为对结果变

量具有实质性预测作用。 
也有人提出了变量选择的 Spike and Slab 方法[6]，该方法直接产生于概率的考虑，涉及到线性回归的

参数和模型空间上的设计先验层次。Gibbs 抽样[7]用于识别具有高后验概率的有希望的模型，先验的选

择通常是棘手的，尽管经验贝叶斯方法可以用来处理这个问题[8]。最早的关于连续 Spike and Slab 先验的

理论分析之一是由 Ishwaran 和 Rao 在 2005 年进行的[9]，作者提出并研究了一类连续的双峰先验(两点

student-t 混合)，建立了后验均值对变量选择和多组分类的拟 oracle 误分类性能，并创造了“选择性收缩”

一词来表示后验均值的渐近行为。到了 2011 年，Ishwaran 和 Rao 在非正交低维设计的假定下进一步建立
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了两点高斯混合下后验均值的 oracle 性质[10]。在另一个发展中，Narisetty 和 He 在 2014 年在协变量数目

分散的更一般设计中建立了高斯混合先验下贝叶斯因子的模型选择一致性[11]。后来，到了 2017 年，V. 
Rockova 和 E. I. George 在单变量线性回归背景下引入了一种新的稀疏正态均值框架[12]，弥补了常用的

频率主义策略(Lasso)和常用的贝叶斯策略(Spike and Slab)之间的差距，介绍了拉普拉斯先验和点质量的

Spike and Slab 先验之间的连续统一体——Spike and Slab Lasso (SSL)先验。在高维回归的背景下释放了由

连续 SSL 先验产生的惩罚函数的潜力，超越了独立先验的框架。到了 2018 年，V. Rockova 又在另一篇

文章中证明了 SSL 全局后验模式在平方误差损失下是(接近)最大最小速率最优的[13]，与 Lasso 相似。同

时还证明了整个后验与全局模式保持同步，并集中(近似)于极大极小率，这是一致的单一拉普拉斯先验不

具备的性质，利用适当的一类独立积先验(针对已知的稀疏度)和依赖的混合先验(针对未知的稀疏度)，可

以获得极小极大速率的运算性。2020 年，Ray Bai 等人在 SSL 的基础上考虑了协变量的组结构[14]，引入

了 Spike and Slab Group Lasso (SSGL)用于分组变量线性回归中的贝叶斯估计和变量选择，并进一步将

SSGL 扩展到稀疏广义可加模型。然而，SSL、SSGL 和以往的大多数方法都是基于正态线性模型发展起

来的，不能直接应用于其他模型，因此，将混合拉普拉斯先验的高维方法扩展到常规线性模型之外的框

架为方法学和应用研究提供了重要的新方向[15] [16]。 
本文章节安排如下：在第 2 节中，我们介绍了 Spike and Slab Lasso (SSL)逻辑回归模型，展示了如何

将 SSL 方法应用于逻辑模型；在第 3 节中，我们介绍了预测–校正算法，并利用该算法求解 Spike and Slab 
Lasso 逻辑回归模型；第 4 节将逻辑回归模型下的 SSL 方法扩展到不可分离情况，并相应的将预测–校

正算法扩展到不可分离情况；在第 5 节中，我们使用仿真实验来验证所提出的 Spike and Slab Lasso 方法，

并与常见的 Lasso 方法进行比较。在第 6 节中，我们利用了南非心脏病数据来说明 SSL 逻辑回归模型的

使用，建立了南非西开普省地区缺血性心脏病危险因素的强度，通过报告预测效果的均方误差(MSE)，
曲线下面积(AUC)和误判率(misclassification)，证实了该方法的可行性与有效性。最后在第 7 节中对本文

进行了总结。 

2. Spike and Slab Lasso 

2.1. 经典线性 Spike and Slab Lasso 模型 

对于以下线性模型 

0β ε= +Y X                                       (1) 

其中 Y 为 n 维响应变量， ( )1, ,n p pX X X× =  是固定的 p 个潜在预测的回归矩阵， ( )0 01 0, ,β β β ′=  P 是

未知的 p 维回归系数向量， ( )2~ 0,n PN Iε σ 为噪声向量。一般的 Spike and Slab Lasso 先验是这样的形式： 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )1 0
1

1 ,  ~π β γ γ ϕ β γ ϕ β γ π γ
=

 = + − ∏
P

i i i i
i

                      (2) 

其中 ( )1, , Pγ γ γ ′=  ， { }0,1iγ ∈ 是二进制向量的中间向量，索引 2P 个可能的模型。这里， ( )0ϕ β 作为

建模无关(零)系数的 Spike 分布， ( )1ϕ β 作为建模大效应的 Slab 分布。对于 Spike and Slab Lasso (SSL)， 

在上面的特殊变式(2)中引入拉普拉斯密度，即 ( ) 00
0 e

2
λ βλϕ β −= ， ( ) 11

1 e
2

λ βλϕ β −= 。则在稀疏正态均值的 

背景下，这些拉普拉斯分布的两点混合将被称为 Spike and Slab Lasso (SSL)先验。模型空间 ( )π γ 的灵活

性极大地扩大了这些先验的范围，对我们来说，我们集中注意力于可交换的模型空间先验形式： 

( ) ( ) ( )1

1
1 ,  ~jj

P

j

γγπ γ θ θ θ θ π θ−

=

= −∏                            (3) 
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其中 ( )1iPθ γ θ= = 为较大的 0 jβ 的先验期望分数。在θ 条件下，SSL 先验(2)可归结为混合物的独立

乘积： 

( ) ( ) ( ) ( )1 0
1

1
P

i i
i

π β θ θϕ β θ ϕ β
=

 = + − ∏                           (4) 

其中 ( )0,1θ ∈ 为混合比例。SSL 先验是将两个拉普拉斯密度的混合先验置于单个坐标 jβ 上。选择一

个质点峰值 ( ) ( )0 0j jIϕ β β= ∞ = ，(当 0λ →∞时获得)， ( )1 0j Cϕ β ∝ >  (当 1 0λ → 时获得)， ( )logπ β θ 坍

缩为 0l 惩罚；在另一端，选择 ( ) ( )1 0j jϕ β ϕ β= 产生参数 1 0λ λ= 的 lasso 惩罚。因此，SSL 先验的一个特征

是它们能够在这两种处理中间形成非凹连续体。 

2.2. 正则化逻辑回归 

当响应变量为二元时，通常采用线性逻辑回归模型，设数据集为 ( ) ( ) ( ){ }1 1, , , , , , ,i i n nD x y x y x y=   ，

其中 n pX R ×∈ 是数据矩阵，其中 p 是特征(参数或属性)的数量[17]，对于每个 p
ix R∈ ，y 是二进制结果向

量，结果是 0iy = 或 1iy = ，逻辑回归模型通过预测因子的线性函数来表示类条件的期望： 

( ) ( )

0

0 0

e 11 , ,   1, ,
1 e 1 e

i

i i

x

i i i x x
E y x p i n

β β

β β β β
β

′+

′+ ′− +
= = = = =

+ +
  

Logit 变换是响应为 1 的概率的对数，定义为： 

( ) 0log
1

i
i i i

i

p
g p x

p
η β β′= = = +

−
 

在矩阵形式下，logit 转换函数表示为： 

Xη β=  

Logit 转换函数很重要，因为它是线性的，故具有线性回归模型的许多特性，在逻辑回归中，函数 ( )g 

也称为正则链接函数。现在，假设观测值是独立的，则似然函数为： 

( ) ( ) ( )
0

0 0

1
1

1 1

e 11
1 e 1 e

i ii
i i

i i

y yxn ny y
i i x x

i i
L p p

β β

β β β ββ
−′+

−

′ ′+ +
= =

   = − =    + +  
∏ ∏                  (5) 

因此，对数似然函数为 

( ) ( )
0

0 0
1

e 1log 1 log
1 e 1 e

i

i i

xn

i ix x
i

l y y
β β

β β β ββ
′+

′ ′+ +
=

    = + −     + +   
∑                     (6) 

已经有学者证明了逻辑回归的极大似然估计量满足极大似然的期望性质[18]，但不幸的是，关于 β 最

大化 ( )βl 没有封闭解。因此，逻辑回归的极大似然估计是通过数值优化方法得到的，在本文中，使用了

预测–校正算法，该算法在预测步中使用交替方向法得到预测点，然后对得到的部分预测点进行校正，

从而保证了算法的收敛性。 

2.3. 逻辑回归的可分离 SSL 惩罚 

我们的方案的一个关键因素是利用 Spike and Slab Lasso 模态估计(变量选择程序的基础)和广义 Lasso
估计之间的联系，一个重要的第一步是理解可分离的 SSL 惩罚的结构。假设混合比例θ 是固定的，这简

化了 SSL 惩罚的操作，因为它是可根据θ 条件分离的，即此时 jβ 具有条件独立的先验，这导致了可分离

的 SSL 惩罚。 
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定义 1：给定 ( )0,1θ ∈ ，可分离 SSL 惩罚被定义为： 

( ) ( )
( )

( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( )

1 0

1 1 0

1
log log

0 1 00

p
j j

s
ip

pen
θϕ β θ ϕ βπ β θ

β θ
θϕ θ ϕπ θ =

   + −
   = =
  + −   

∑                  (7) 

为了便于惩罚操作，我们将其居中，使 ( )0 0s ppen θ = 。由于 β 与θ 的条件无关，惩罚函数由单次函

数建立： 

( ) ( )
( )1

0
logj j

j

p
p

p
θ

θ

β θ λ β
β

∗

∗

 
 = − +
  

                             (8) 

( ) ( ) ( )
( )1

1 1

0
log

p p

s j
j j j

p
pen p

p
θ

θ

β θ β θ λ β
β

∗

∗
= =

 
 = = − +
  

∑ ∑                      (9) 

其中 

( ) ( )
( ) ( ) ( )

1

1 01
j

j
j j

pθ
θϕ β

β
θϕ β θ ϕ β

∗ =
+ −

                            (10) 

描述(9)将可分离的 SSL 惩罚写成 Lasso 惩罚和非凹惩罚的自适应和，使其最终是非凹的。与在 jβ 和

λ 中都是线性的 Lasso 惩罚不同，SSL 惩罚是 jβ 和 ( )0 1, ,λ λ θ 的非线性函数，尽管有明显的差异，但两

个惩罚之间具有一定的联系，求导后，这个联系就暴露出来了，导数对应于一个隐偏差项，在估计中起

着至关重要的作用，因此我们有以下引理： 
引理 1：可分离的 SSL 惩罚满足： 

( ) ( )s
j

j

pen
θ

β θ
λ β

β
∗∂

≡ −
∂

                                (11) 

其中， 

( ) ( ) ( )1 0 1j j jp pθ θ θλ β λ β λ β∗ ∗ ∗ = + −                             (12) 

另一方面，拉普拉斯先验求导为： ( )log j
j

ϕ β λ λ
β
∂

= −
∂

。因此 SSL 偏差项是两个 Lasso 偏差项的 

凸组合，重要的是，这种组合是有适应性的，因为 ( )jpθ β∗ 依赖于 jβ ，这是 Spike and Slab 惩罚的独特特

征，它对每个系数分别加权 Spike 和 Slab 的贡献。与之形成鲜明对比的是，无论系数大小如何，Lasso
惩罚对每个系数的偏差都是相同的，这通常是收缩和偏差之间冲突的根源， ( )jθλ β∗ 的额外灵活性极大地

缓解了这种冲突。 

( )jθλ β∗ 是一个自适应的线性组合，由 ( )jpθ β∗ 加权，影响较大的系数 ( )jpθ β∗ 接近 1 并且收缩的更小，

这是因为 ( )jθλ β∗ 主要由 1λ 驱动，为了避免过度收缩， 1λ 被设置的很小。影响较小的系数则相反，它们具

有较小的包含概率，因此 ( )jθλ β∗ 被较大的惩罚 0λ 所接管，也就是说，当 jβ 较大时，倾向于收缩少量，

当 jβ 较小时，倾向于收缩大量，这是 SSL 估计器背后选择性收缩特性的一种表现。混合比例 ( )jpθ β∗ 可

以看做条件包含概率 ( )1 ,i ip γ β θ= ，从而有： 

( ) ( )
( )0

0 1
1

11 ,
11 exp

j i i

i

p pθ β γ β θ
λθ β λ λ

θ λ

∗ = = =
−  + − − 
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3. 预测校正算法 

预测校正算法是实现数值延拓的基本策略之一[19]。在许多方法中，预测校正算法通过实用初始条件

(参数一个极值的解)显式的求出一系列解，并根据当前解继续求出相邻解，我们详细说明了如何使用预测

校正算法跟踪曲线 ( ), 0θβ λ∗ =H 到我们的问题设置。为了找到 ( )0 ,β β β ′′= ，我们的准则使用 θλ
∗从一个固

定的值开始减少，这等价于最小化以下问题： 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )
1

, log 1 log 1
n

i i i i s
i

l y p y p penθβ λ β θ∗

=

  = − + − − −   
∑                 (13) 

假设 β 的分量全都不为 0，且 ( ),l θβ λ∗ 关于 β 可导，定义函数 H 为： 

( ) ( ) ( )T 0
, lH X y p Sgnθ θβ λ λ β

ββ
∗ ∗  ∂
= = − − +  ∂  

                        (14) 

其中假设 β 的所有分量都不为零，X 是 ( )1n p× + 阶矩阵，包括列为 1。即使已经假设了 β 的所有分

量都不为零，但 β 的非零分量集随 θλ
∗ 的变化而变化， θλ

∗ 中， ( )1 0,λ ∈ ∞ ， 2λ 是很小的，固定的正常数，

( )0,1θ ∈ 是给定的。令 β̂ 表示可分离 SSL 惩罚 ( )spen β θ 下的全局后验模式，即 

( ) ( ) ( ) ( )
1

ˆ arg min log 1 log 1
p

n

i i i i s
iR

y p y p penθ
β

β λ β θ∗

=∈

  = − + − − −   
∑                (15) 

引理 2： ( )1
ˆ ˆ ˆ, , pβ β β ′=  为 ( )spen β θ 下的全局后验模式(15)的 KKT 条件为： 

( ) ( ) ( )ˆ ˆˆj j jX y p signθλ β β∗′ − =  for ˆ 0jβ ≠  1, ,j p=                       (16) 

( ) ( )ˆˆj jX y p θλ β∗′ − ≤  for ˆ 0jβ =  1, ,j p=                           (17) 

对于任意 1, ,j p=  ，当 ˆ 0jβ = 时，KKT 条件暗示了 ( )ˆ 01 y p− =′ ，即 

( )1
0

ˆˆ 1 1p y g β−= =                                     (18) 

引理 3：当 θλ
∗超过某个阈值时，截距是唯一的非零系数，即 

( )0 g yβ = ，且 ( )0
ˆ ,0, ,0 , 0H θβ λ∗ ′ = 

 
 对于

{ }
( )

1, ,
max 1jj p

x y yθλ
∗

∈
′> −



。 

我们把 θλ
∗的这个阈值表示为 ,maxθλ

∗ ，从变量 ( )0 arg max 1j
j

j x y y′= − 开始，随着 θλ
∗的进一步减少，其

他变量加入活动集。从 ,maxθλ
∗ 开始减少 θλ

∗，我们在预测步和校正步之间交替，第 k 次迭代的步骤如下： 

1) 步长：确定下降量 θλ
∗，给定 ,kθλ

∗ ，我们近似第二大 θλ
∗，其中活动集发生变化，命名为 , 1kθλ

∗
+ 。 

2) 预测步：用 θλ
∗的下降量线性近似 β 的相应改变，称为 β̂ +k 。 

3) 校正步：找到 β 中和 , 1kθλ
∗

+ 配对的精确解(即 ( ), 1kθβ λ∗
+ )，用作为初始值，称为 1β̂ +k 。 

4) 活动集：测试以查看当前活动集是否必须是改进的，如果是，用更新后的活动集重复校正步。 

3.1. 预测步 

定义 ( ) ( )( ) ,f Hθ θ θλ β λ λ∗ ∗ ∗= ，则在第 k 个预测步中，在生成的当前活动集的范围内， ( )θλ
∗f 对于所

有的 θλ
∗都是 0，通过对 ( )θλ

∗f 关于 θλ
∗求导有 ( ) 0H Hf θ

θ θ

βλ
βλ λ

∗
∗ ∗

∂ ∂ ∂′ = + =
∂∂ ∂

，从上式我们计算
θ

β
λ∗

∂
∂

，有 
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( )
1

1 0
ˆA k A k

H H X W X Sgn
θ θ

β
βλ λ β

−
−

∗ ∗

  ∂ ∂ ∂ ′= − = −     ∂∂ ∂   
                      (19) 

其中 W 是 n 阶对角阵，元素为 ( )1 ,  1, ,i ip p i n− =  ， kW 和 AX 表示当前活动集中 X 的列。从而在第

k 个预测步中， ( ), 1kθβ λ∗
+ 被近似通过 

( )

( )( )

, 1 ,

1
, 1 ,

ˆ ˆ

0ˆ
ˆ

k k
k k

k
k k A k A k

X W X Sgn

θ θ
θ

θ θ

ββ β λ λ
λ

β λ λ
β

+ ∗ ∗
+ ∗

−∗ ∗
+

∂
= + −

∂

 
′= − −   

 

                      (20) 

上式中 β 仅由当前非零系数组成，这种线性化相当于对对数似然进行二次逼近，并通过加权 Lasso
步骤来扩展当前解 ˆ kβ 。下列定理说明，预测步近似可以通过使 ( ), , +1k kθ θλ λ∗ ∗− 小来任意接近真实解。 

定理 1：令 , , , +1θ θ θλ λ∗ ∗ ∗= −k k kh ，假设 ,θ
∗

kh 足够小，活动集在 ,θ θλ λ∗ ∗= k 和 , 1θ θλ λ∗ ∗
+= k 是相同的，则近似解 ˆ kβ +

和真实解 1ˆ kβ + 有 ( )2
,kO hθ 的区别。 

证明：因为 ( ) 1 0
ˆ

θ

β
λ β

−

∗

 ∂ ′= −   ∂  
A k A k

X W X Sgn 是连续可微的对于 ( , 1 ,,k kθ θ θλ λ λ∗ ∗ ∗
+ ∈   

( ) ( )
,

1 2 2
, , ,

ˆ ˆ ˆ

k

k k k
k k kh O h O h

θ

θ θ θ
θ λ

ββ β β
λ ∗

+ ∗ +
∗

∂
= − + = +

∂
 

3.2. 校正步 

在第 k 次校正步中，我们使用先前的预测步中的近似作为初始值来计算精确解 ( ), 1kθβ λ∗
+ 。 

定理 2：如果将在 ,θλ
∗

k 和 , 1 , ,θ θ θλ λ∗ ∗ ∗
+ = −k k kh 处的解记为 ˆ kβ 和 1ˆ kβ + ，他们被连接，使得对某个 [ ]0,1α ∈ ，

在 , ,θ θ θλ λ α∗ ∗ ∗= −k kh 处，我们的估计为： 

( ) ( )1
,

ˆ ˆ ˆ ˆk k k
khθ θβ λ α β α β β∗ ∗ +− = + −                            (21) 

则 ( ),
ˆ

θ θβ λ α∗ ∗− kh 和真实解 ( ),θ θβ λ α∗ ∗− kh 有 ( ),θ
∗

kO h 的区别。 

证明：因为
θ

β
λ∗

∂
∂

是连续可微的对于 ( , 1 ,,k kθ θ θλ λ λ∗ ∗ ∗
+ ∈ ，则下式成立： 

( ) ( )
1

2
, , , ,

,

ˆ ˆˆ ˆ ˆ

k

k k
k k

k k k k
k

h h h O h
h

θ

θ θ θ θ θ
θ θ λ

β β ββ λ α β α β α
λ ∗

+
∗ ∗ ∗ ∗

∗ ∗

 − ∂
− = − = − +  − ∂  ，

 

类似的，在 , ,θ θ θλ λ α∗ ∗ ∗= −k kh 处的真实解为： 

( ) ( )
,

2
, , ,

ˆ

k

k
k k kh h O h

θ

θ θ θ θ
θ λ

ββ λ α β α
λ ∗

∗ ∗ ∗
∗

∂
− = − +

∂
 

3.3. 活动集 

活动集 A 从引理 3 中的截距开始，在每个校正步之后，应用下面的检查程序去检查 A 是否应该被扩

充： 

( ) ( )T
jX y p θλ β∗− > ，对于任意 j A∈ { }A A j⇒ ← ∪  

我们用改进后的活动集重复校正步直到活动集不再扩充。然后我们从活动集中删除带有零系数的变
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量，即 ˆ 0jβ = 对于任意 j A∈ { }\A A j⇒ ← 。 
KKT 最优条件(16)~(17)暗示了 ( ) ( )ˆ ˆˆ0j j jX Y P θβ λ β∗′≠ ⇒ − = ，结合(16)式和(18)式，我们有以下引理： 
引理 4：令 p̂ 是 y 的来自一个校正步的估计， ĉ表示因子和当前残差相关权重： 

( )ˆ ˆ′= −c X y p                                      (22) 

A 中各因子(除截距外)的绝对相关系数为 θλ
∗，而 cA 中各因子的值小于 θλ

∗。也就是说，在每个校正步

之后，如果对于任意 cl A∈ 有 l̂c θλ
∗> ，我们通过增加 lx 来扩大活动集。直到活动集不再进一步扩大，校

正步停止重复。如果对于任意 l A∈ ， ˆ 0lβ = ，则我们从活动集中估计 lx 。 

3.4. 步长 

如果 0θλ
∗ = ，算法停止，如果 0θλ

∗ > ，我们在 θλ
∗中近似最小的减量，活动集将会被改进。随着 θλ

∗减

少 hθ
∗，变化量表示为 a，在当前校正步的近似变化量如下： 

( ) ( )

( ) 1

ˆ

0ˆ ˆˆ ˆ

θ θ

θ β

∗ ∗

−∗

= −

 
′ ′= −   

 
A A A

c h c h a

c h X WX X WX Sgn
                        (23) 

其中 0θ
∗ >h 是 θλ

∗中给定的减少量，对于 A 中的因子，a 的值为
0
ˆSgn
β

 
  
 

的值，求 cA 的任意因子与 A

中任意因子的绝对相关系数相同的 θ
∗h ，我们解以下方程： 

( ) ˆ ,  c
j j jc h c h a h j Aθ θ θ θλ∗ ∗ ∗ ∗= − = − ∀ ∈                           (24) 

方程给出了 θλ
∗中的步长估计为 

ˆ ˆ
min ,

1 1c

j j

j A j j

c c
h

a a
θ θ

θ

λ λ∗ ∗
∗ +

∈

 − + =  
− +  

                             (25) 

另外，检查活动集中是否有变量在 θλ
∗减少 θ

∗h 之前达到 0，我们解出方程： 

( ) ( ) 1 0ˆ ˆ 0,  ˆj j A Ah h X WX Sgn j Aθ θβ β
β

−∗ ∗  
′= + = ∀ ∈  

 
                      (26) 

若 j A∀ ∈ ， 0 h hθ θ
∗ ∗< < ，我们期望相应的变量在任何其他变量加入活动集之前被消去，因此 θ

∗
h 而不

是 θ
∗h 作为下一个步长。 

4. 不可分离情况 

如前所述，惩罚由参数 ( )0 1, ,λ λ θ 的三元组索引，它们串联工作以产生理想的性质。在整篇论文中，

我们假设 1λ 被设为一个很小的值，因此不需要调谐，两个参数 ( )0 ,λ θ 将驱动惩罚的性能，它们的调谐将

是最重要的。在可分离情况中，我们假设 ( )0,1θ ∈ 是给定的，然而θ 控制着大系数的期望比例，在缺乏

真稀疏度水平 q 的先验信息的情况下，任意预先指定θ 可能会无意识的高估\低估真稀疏度分数 q/p，从而

影响性能。 
本节采用贝叶斯策略，赋予θ 一个合适的先验 ( )~θ π θ ，使惩罚可以在不需要设置θ 接近 q/p 的情况

下，实现一定的自适应和升压性能。假设 ( )π θ 是一个一般的先验， β 中的坐标是根据 ( )π θ 的边际相依

分布的。 
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( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( )
( )1

1
1 00

1

11
0 *

1

1 d

e d
2

p

j j
j

p p

p
jj p

λ β

θ

π β θϕ β θ ϕ β π θ θ

λ θ π θ θ
β

=

−

=

 = + − 

 =  
 

∏∫

∫ ∏

                      (27) 

重写(27)作为惩罚函数，我们得到以下不可分离的 SSL 惩罚变量。 

4.1. 不可分离 SSL 惩罚 

定义 2：不可分离的 Spike and Slab Lasso (NSSL)惩罚在 ( )~θ π θ 下定义为： 

( ) ( )
( )

( )
( )

( )
( )

*

1
1

*

1

d

log log
0 d

0

p

p

j
j

NS p
p

p

j

p
pen

p

θ

θ

θ π θ θ
β

π β
β λ β

θπ π θ θ

=

=

 
 
 

   
 = = − +  
    

 
 
 

∫
∏

∫
∏

               (28) 

再一次，我们把惩罚中心化，使 ( )0 0NSpen = 。将(28)与(11)相比，NSSL 惩罚仍然是(可分离的) Lasso
部分和非凹部分的相加组成，但现在非凹部分将是不可分的。一般来说，(28)中的积分没有一个封闭形式

的解，这似乎使惩罚的可处理型变得复杂化了，然而，当意识到先验(内含偏差项)的得分函数可以写成简

单且非常直观的形式后，操作就变得非常简单了，这种形式出现在下面引理 5 的不可分离类比中。令 \ jβ
表示去掉第 j 个分量之外的其余分量所组成的 β 的子向量。 

引理 5：不可分离的 Spike and Slab Lasso 惩罚(28)的导数满足： 

( ) ( )*
\;NS

j j
j

pen β
λ β β

β
∂

≡ −
∂

                              (29) 

其中， 

( ) ( ) ( )* * *
\ \ 1 \ 0; ; 1 ;j j j j j jp pλ β β β β λ β β λ = + −                       (30) 

( ) ( ) ( )1* *
\ 0

; | dj j jp pθβ β β π θ β θ≡ ∫                            (31) 

我们现在稍微停顿一下，来看(30)和(12)的区别，不可分离惩罚的混合概率为 ( )pθ
∗
 在 ( )π θ β 上平均

得到的聚合概率 ( )*
\;j jp β β 。正是通过这种平均，惩罚才有机会了解 β 的稀疏水平。对不可分离惩罚的

初步认识表明，它的自适应机制通过条件分布在概率域内运行，这一点在可分离惩罚中完全缺失了。由

于 ( )*
jpθ β 是θ 的非线性函数，因此在(17)中撇去θ 对平均混合权重 ( )*

\;j jpθ β β 的影响尚不明显。这个谜

题在以下引理中展开，它为 NSSL 惩罚的实施和理论研究提供了简化。 
引理 6：给定 β ∈ p 以及先验 ( )π θ ，则有： 

( ) ( )* *
\;

jj j jp pθβ β β=                                  (32) 

其中， 

\j jEθ θ β =                                       (33) 

上述引理的意义在于，通过简单的代入 \θ θ β =  jE ，我们可以将对可分离情形的认识转化为不可

分离情形的认识，上述两个式子也说明了完全贝叶斯公式如何将概率意义赋予 NSSL 惩罚元素。 
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4.2. 自适应权重 

我们现在考虑条件均值 \
ˆθ β 

 jE 的形式，当 p 充分大时，后验期望 \
ˆθ β 

 jE 将非常相似且接近于

ˆθ β 
 E 。对于θ 的先验，我们将使用标准 beta 先验 ( )~ ,θ B a b 。现在我们检验条件分布 ( )ˆπ θ β ，这种

条件分布将受到非零系数 0q̂ β= 的数量及其大小的影响。假设 β̂ 中的前 q̂ 项是非零的，这个分布的密度

为： 

( ) ( ) ( ) ( )
ˆ

ˆ11

1

ˆ 1 1 1
q

b p qa
j

j
z xπ θ β θ θ θ θ− −−

=

∝ − − −∏                       (34) 

其中， 1

0

1z λ
λ

= − ，
( )0 1ˆ

1

0

1 e j
jx β λ λλ

λ
− 

= − 
 

。这个分布是高斯超几何分布的一种推广，归一化常数写为

多变量超几何函数的欧拉积分表示，因此它的期望可以写成： 

( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )

ˆ1 ˆ1

0
1
ˆ1 ˆ11

0
1

1 1 1 d
ˆ

1 1 1 d

q
b p qa

j
j

q
b p qa

j
j

z x
E

z x

θ θ θ θ θ
θ β

θ θ θ θ θ

− −

=

− −−

=

− − −
  = 

− − −

∏∫

∏∫
                    (35) 

虽然上面的表达式(35)似乎很难计算，但当 0λ 非常大时，它可以有一个简单的多的形式，根据[12]，
我们在引理 7 中获得了这个简单得多的形式： 

引理 7：假设 ( )ˆπ θ β 是根据 ( ) ( ) ( ) ( )
ˆ

ˆ11

1

ˆ 1 1 1
q

b p qa
j

j
z xπ θ β θ θ θ θ− −−

=

∝ − − −∏ 来分布的。令
0

ˆq̂ β= ，当

0λ →∞时， 

ˆˆ a qE
a b G

θ β +  =  + +
                                 (36) 

我们注意到这个表达式本质上是在 beta 先验下的θ 的通常的后验均值。直观的说，当 0λ 发散时，权

重 ( )jpθ β∗ 集中在 0 和 1 处，得到熟悉的 ( )ˆE θ β 的形式。 

4.3. 不可分离情况的预测校正算法 

在本节中，我们将预测–校正算法扩展到不可分离惩罚的情况。具有不可分离惩罚的逻辑回归模型

通过最小化下列损失函数来寻找系数： 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )*

1
, log 1 log 1

j

n

i i i i NS
i

l y p y p penθβ λ β
=

  = − + − − −   
∑                 (37) 

( )*, θβ λ
j

l 关于 β 的一阶导和二阶导函数分别如下所示： 

( ) ( ) ( )* T * 0
,

j j

lH X y p Sgnθ θβ λ λ β
ββ
 ∂

= = − − +  ∂  
                      (38) 

2H l X WX
β β β

∂ ∂ ′= =
′∂ ∂ ∂

                                 (39) 

其中 W 是 n 阶对角阵，元素为 ( )1 ,  1, ,ii i iW p p i n= − =  。在贝叶斯框架中，通过将θ 作为一个附加

的模型参数，可将预测–校正算法扩展到不可分离惩罚的情况，现在只需要通过算法来更新θ ，而不是

使用θ 的固定值。因此，在第 k 次迭代中，使用
( )kθ θ= 来更新

( )1kβ +
，其中是θ 的第 k 次迭代值，是在引

理 7 中得到的。 
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5. 模拟学习 

在本节中，我们使用仿真实验来验证所提出的 Spike and Slab Lasso 方法，并与常见的 Lasso 方法进

行比较。我们模拟了两个数据集，用第一个数据集作为训练数据来拟合模型，第二个数据集作为测试数

据来评估预测值，对于每个模拟设置，我们重复模拟 50 次，并总结这些重复的结果。 
我们使用所提出的SSL逻辑回归方法分析了每个模拟数据集，并与Lasso逻辑回归方法进行了对比，

以说明我们的方法相比 Lasso 方法的优越性。对于 Lasso 方法，我们通过十折交叉验证选择 λ的最优值，

λ决定了最优的 Lasso，我们还报告了最优的 Lasso 模型的结果(见图 1)。 

对于每个数据集，令 100n = ， 1000p = ，我们从多元高斯分布中生成一个数据矩阵 X，均值为 0 p ，

( ) , 1

p
ij i j

σ
=

Σ = ，其中当 i j≠ 时， 0.6ijσ = ，否则， 1iiσ = 。真向量 0β 通过指定回归系数 

{ }1 2.5, 2, 1.5, 1,1,1.5,2,2.5
3

− − − − 到 8q = 个随机方向，其余系数设为 0，响应由 ( )2,1.6iN η 生成，其中

0 1
m

i ij jj xη β β
=

= +∑ 。我们考虑以下三种设置，其均方误差(MSE)图分别见图 2，图 3，图 4： 

1) 非自适应选择 0.5θ = ，明显高估了真稀疏分数 8/1000； 
2) 非自适应 oracle 选择 8 1000θ = ； 
3) 自适应选择 ( )~ 1,1000Bθ ； 
 

 
Figure 1. Estimator of the Lasso coefficient. The vertical lines in 
the figure correspond to the best Lasso model (cross validation) 
图 1. Lasso 系数的估计值。图中的垂直线对应最佳 Lasso 模型

(交叉验证) 
 

 
Figure 2. The MSE in case 1 
图 2. 设置 1 情况下的 MSE 
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Figure 3. The MSE in case 2 
图 3. 设置 2 情况下的 MSE 

 

 
Figure 4. The MSE in case 3 
图 4. 设置 3 情况下的 MSE 

 
Table 1. Comparison of MSE between three Settings and Lasso under different values of Lambda0 
表 1. Lambda0 的不同取值下，三种设置和 Lasso 情况的 MSE 对比 

Lambda0 设置 1 设置 2 设置 3 Lasso 

−3 1.332 0.96 0.105 1.032 

−4 1.358 0.96 0.104 1.028 

−5 1.356 0.96 0.096 1.001 

−6 1.391 0.95 0.338 0.952 

−7 1.353 0.96 0.359 1.013 

−8 1.358 0.96 0.350 1.016 

−9 1.402 0.90 0.301 1.021 

 
从表 1 可以看出，在 n = 100，p = 1000 的设置下，设置 3 是最优的，其次是设置 2，因为设置 2 是

系数的真实稀疏度。说明当我们设置权重 θ 自适应于数据时，我们的模型能更好的适应数据的稀疏性。

上述表中结果也表明 SSL 逻辑回归方法与 Lasso 进行比较时表现良好。 
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6. 南非心脏病数据集 

在这里，我们提出了一个二元数据的分析，以说明 SSL 逻辑回归模型的使用效果。图 5 中的数据是

冠状动脉危险因素研究(CORIS)基线调查的一个子集，该调查在南非西开普省的三个农村地区进行。该研

究的目的是建立该高发地区缺血性心脏病危险因素的强度。数据代表 15~64 岁的白人男性，响应变量为

调查时是否存在心肌梗死(MI)，(该地区 MI 的总体患病率为 5.1%)。在我们的数据集中有 160 个病例以及

302 个对照样本。 
图 5 是南非心脏病数据的散点图矩阵。每个图显示一对风险因素，病例和对照用颜色编码(红色表示

病例)。变量心脏病的家族史(famhist)是二元的(是或否)。使用疾病/非疾病变量，在不可分离惩罚的情况

下，我们可以拟合一个 SSL 逻辑回归模型。系数的精确路径图在图 6 到图 8 中给出。 
 

 
Figure 5. Scatter plot matrix of heart disease data in South Africa 
图 5. 南非心脏病数据的散点图矩阵 

https://doi.org/10.12677/aam.2023.121032


齐琪，张齐 
 

 

DOI: 10.12677/aam.2023.121032 305 应用数学进展 
 

 
Figure 6. Exact path set of coefficients, where the x-axis is the l1 norm of the coeffi-
cient, and the vertical discontinuity represents the modified position of the active set 
图 6. 系数的精确路径集，其中 x 轴为系数的 l1范数，垂直间断表示活动集的修

改位置 
 

 
Figure 7. Exact path set of coefficients, where the x-axis is θλ

∗ , and the vertical dis-
continuity represents the modified position of the active set 
图 7. 系数的精确路径集，其中 x 轴为 θλ

∗ ，垂直间断表示活动集的修改位置 

 

 
Figure 8. Exact path set of coefficients, where the x-axis is the number of steps, and 
the vertical discontinuity represents the modified position of the active set 
图 8. 系数的精确路径集，其中 x 轴为步骤数，垂直间断表示活动集的修改位置 
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Table 2. Comparison of three methods for Heart Disease Data in South Africa 
表 2. 南非心脏病数据使用三种方法的对比 

 SSL 逻辑回归 ( )~ 1,B pθ  SSL 逻辑回归 0.5θ =  Lasso 逻辑回归 

MSE 0.2282609 0.2580645 0.2783626 

Bias 0.01086957 0.02150538 0.08695652 

AUC 0.705 0.687 0.669 

Misclassification 0.27841982 0.27120152 0.2783626 

Num.steps 32 78 14 

 

对于该数据集，我们分别建立 Spike and Slab Lasso 逻辑回归模型和 Lasso 逻辑回归模型，并且均采

用预测校正算法来求解，其中 1λ 被设置为 0.1， 0λ 由十折交叉验证获得，结果如表 2 所示。可以看出，

尽管 Lasso 逻辑回归模型的步骤数少于 SSL 逻辑回归，但无论 θ是否固定，SSL 逻辑回归模型的 MSE，
Bias，AUC，Misclassification 均优于 Lasso 逻辑回归。这正是因为(12)式，我们所提出的 SSL 逻辑回归模

型是自适应于数据的。另外，可以看出，不可分离惩罚的情况下也就是 ( )~ 1,B pθ 时，和可分离惩罚也

就是 0.5θ = 的情况相比，后者的误分类率略优于前者，而前者的 MSE，Bias，AUC 和步骤数均优于后者。

该表说明了在心脏病数据集下 spike and slab lasso 方法的性能优于 Lasso 方法。 

7. 结论 

在本文中，我们提出了 Spike and Slab Lasso 逻辑回归模型，将两个拉普拉斯密度的混合先验置于单

个坐标上，可以自适应地收缩系数，分别讨论了权重 θ固定和不固定两种情况。当 θ固定时，导致可分

离的惩罚，当 θ不固定时，令 θ服从 beta 分布，此时导致不可分离的惩罚，并利用预测校正算法分别求

解两种惩罚模型。在模拟学习和南非心脏病数据集的研究中，将这两种模型与 Lasso 逻辑回归模型做对

比，说明了本文所提出的 Spike and Slab Lasso 逻辑回归模型的有效性。 
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