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摘  要 

本文在绝对破产情形下考虑了经典风险模型的最优分红与注资问题。一方面当保险公司产生赤字时可向

银行进行贷款，获得的保费将用来偿还银行，一旦盈余过程低于绝对破产线则破产发生。另一方面公司

可采用存在比例交易费的注资以使股东权益最大化。本文的目的是最大化预期累积贴现分红与预期贴现

注资成本之差的期望。我们给出了该模型下值函数 ( )V x 的定义并对其进行刻画，证明了值函数 ( )V x 满

足的基本性质。然后通过动态规划原理建立 ( )V x 满足的HJB方程，进而证明为该HJB方程的几乎处处解，

并证明了验证定理。 
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Abstract 
In this paper, we consider the optimal dividend and capital injection of the classical risk model 

https://www.hanspub.org/journal/aam
https://doi.org/10.12677/aam.2023.123112
https://doi.org/10.12677/aam.2023.123112
https://www.hanspub.org/


李帅 
 

 

DOI: 10.12677/aam.2023.123112 1101 应用数学进展 
 

under Absolute Ruin. On the one hand, when the insurance company has a deficit, it will make 
loans to the bank, and the premiums obtained will be used to repay the bank loans. Once the sur-
plus process is below the absolute ruin line, bankruptcy will occur. On the other hand, the compa-
ny can use the capital injection with proportional transaction fee for maximizing shareholders’ 
equity. The purpose of this paper is to maximize the expected difference between the expected 
cumulative discount dividend and the expected discounted capital injection cost. We give the defi-
nition of the value function ( )V x  under this model and describe it and prove the basic properties 

that the value function ( )V x  satisfies. Then, we establish the satisfying HJB equation through the 
principle of dynamic programming and prove the solution of the HJB equation almost everywhere, 
and prove the verification theorem. 
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1. 引言 

分红问题最早可以追溯到 1957 年 De Finetti [1]首次提出——最优分红策略应使得破产前的期望分红

最大化，并证明了最优策略为障碍策略。起初学者们对于分红的研究并不多，直到二十世纪九十年代学

者们将随机控制理论应用到保险风险模型中，关于最优分红问题的研究才开始呈现爆发式增长。但这时

的研究多数围绕着扩散模型展开，例如，Assumsen and Taksar (1997) [2]、Sethi and Taksar (2002) [3]、
Cadenillas et al. (2006) [4]等文献。在经典风险模型下，由于索赔额分布具有任意性，给值函数的求解带

来了很大困难。一直到 2005 年前后，分红问题才有了实质性进展。Azcue and Muler (2005) [5]在经典风

险模型中加入了再保险控制，利用粘性解理论找出最优分红策略为波段策略。随后越来越多的研究者将

各种保险经济因素加入到了经典风险模型中。关于分红问题发展的详细介绍可参见 Albrecher and Thon-
hauser (2009) [6]的综述和 Azcue and Muler (2014) [7]。 

当保险公司产生赤字时股东可能会通过一些融资手段来弥补赤字从而控制风险。在现有文献中常见

的两种融资手段是向银行贷款和注资。在公司的盈余为负时，保险公司可以向银行进行贷款以维持公司

正常经营，获得的保费将用来偿还银行。然而当盈余小于一定的某个值时，盈余过程则无法回到 0 以上，

绝对破产在这一刻发生。Gerber (1971) [8]为经典风险模型引入借贷利率下的绝对破产概率。Dickson and 
Egidio dos Reis (1997) [9]利用模拟的方法来估计经典风险模型中的绝对破产概率。Cai (2007) [10]讨论了

经典风险模型中的 Gerber-Shiu 函数，随后众多学者将分红问题加入模型中，讨论了不同分红策略下和不

同风险模型中的最优分红问题。Yuen 等人(2008) [11]考虑了带有借贷利率和恒定分红障碍的经典风险模

型，并推导出找出 Gerber-Shiu 期望贴现惩罚函数的积分微分方程。Peng 和 Liu (2016) [12]研究障碍分红

策略下经典风险模型的绝对破产问题。Luo et al. (2019) [13]在阈值分红策略下研究了该问题。Wang 和 He 
(2020) [14]讨论了跳扩散模型下带有借贷利率的最优分红问题，并表明最优分红策略为障碍型。 

另一种常见的融资手段是注资。股东在公司盈利时享受分红，因此也应在盈余为负时承担赤字。

Dickson 和 Waters (2004) [15]提出允许股东在盈余低于零时注资，公司持续经营甚至永不破产[16] [17]，
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也都是在永不破产的经典风险模型下研究最优策略。然而这种无限注资的情况并不符合经济学原理，为

最大化公司的价值，股东应有选择的进行注资，当盈余过程小于某个临界值时，将不再进行注资公司发

生破产。例如[18] [19] [20]去掉了无限注资这一约束条件，在此情形下公司可能发生破产，并在不同的模

型中研究了的最优分红注资问题。在近期的研究成果中 Xu 和 Woo (2020) [21]对 Scheer 和 Schmidli (2011) 
[16]模型进行了修改，研究了破产时支付罚金的最优分红和注资问题，并证明了特定情况下带状策略的最

优性。Schmidili (2021) [22]研究了具有 Erlang 的更新模型的分红和注资问题。但关于注资的研究大多数

是在盈余过程为负这一条件下进行的，而股东为了获得更多的分红就有可能在盈余过程为正时注资，因

此本文将去掉这一约束条件。 
目前在现有文献中对于经典风险模型的最优分红问题更多的讨论只涉及注资或借贷一方面，尚未有

文献同时考虑注资和借贷控制对于最优分红问题的影响。而为使股东利益最大化，股东应该可以自由的

选择注资和借贷区间。那么股东何时选择注资何时选择借贷就成为一个值得研究的问题。本文在经典风

险模型下同时考虑注资和借贷对最优分红问题的影响，此时注资的大小不再等于公司亏损的大小，且每

次注资需要支付一定比例的交易费用，在这一模型下寻求最优的分红与注资策略使得最大化预期累积贴

现分红与预期贴现注资成本之差的期望。 
本文的结构如下：第二章建立引入了借贷和注资的经典风险模型，给出该模型下值函数 ( )V x 的定义。

第三章分析证明了值函数 ( )V x 和可行策略的性质。第四章对动态规划方程进行证明，并推导出 ( )V x 满

足的 HJB (Hamilton-Jacobi-Bellman)方程。第五章证明了验证定理。 

2. 模型介绍 

给定完备的概率空间 ( ), , PΩ  ，Ω是具有左右极限的路径的集合， t 是一个完备σ -代数流。设带

借贷利率的经典风险模型的盈余过程为： 

{ }( )00
1

d
t

s

Nt
t s iX

i
X x c X s Yδ <

=

= + + −∑∫ 1                                (1) 

其中，x 代表的是初始余额， 0c ≥ 为保费收入率，{ }, 0tN t ≥ 是强度为 0λ > 的泊松过程，表示到时间 t
为止的索赔次数。{ }, 1iY i ≥ 为第 i 次索赔额的大小，且是独立同分布的非负随机变量序列。其分布函数为

F，具有正均值 µ 。{ }, 0tN t ≥ 与{ }, 1iY i ≥ 相互独立。当保险公司出现赤字时，我们允许保险公司向银行

借一笔钱，贷款利率为 0δ > ，公司获得的保费将用来偿还银行的贷款。我们假设公司的贷款是连续动态

的，若 t 时刻 0tX < ，公司需要贷款 tX 来弥补赤字，此时公司的盈余满足： 

{ }( )0
1

d d d
t

s

N

t s iX
i

X c X t Yδ <
=

 
= + −  

 
∑1  

当 t
cX
δ

> − 时盈余过程是递增的，收取的保费收入能够偿还贷款利息，盈余过程将可能恢复正值，

而当 t
cX
δ

≤ − 时保费收入不足以偿还利息，保险公司面临破产，因此
c
δ

− 被定义为绝对破产线。 

接着我们加入分红和带比例交易费用的注资控制。对于给定的任意控制策略 { },t tL Iπ = ， tL 为在控

制策略π 下到时刻 t 为止累积的分红量。 tI 为在控制策略π 下到时刻 t 为止累积的注资量， 1k > 表示比

例交易费用，盈余增加 I 则需要支付 kI，此时受控盈余过程表示为 

{ }( )00
1

d
t

s

Nt
t s i t tX

i
X x c X s Y L Iπ πδ <

=

= + + − − +∑∫ 1                      (2) 
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相应的绝对破产时刻为 

: inf 0 :
t

ct Xπ πτ
δ+

 = ≥ ≤ − 
 

 

我们称控制策略π 是可许策略，如果满足以下条件： 

1) tLπ 是关于 t− 适应的左连续右极限的递增过程。且分红不会导致公司破产， t t t
cL X I
δ

≤ + + ，

0 0L = 。 

2) tI π 是关于 t− 适应的左连续右极限的递增过程，注资与分红不同时发生， 0 0I = 。 
记 , xΠ Π 为所有可于策略的集合以及初始盈余为 x 的所有可许策略的集合。在可行控制策略π 下，我

们的目标是最大化预期累积贴现分红与预期贴现注资成本之差的期望： 

( )
0 0

: e d e ds s
x s sV x L k I

τ τπ β β− − = −  ∫ ∫                           (3) 

这里 0β > 表示固定的贴现率。值函数定义为： 
( ) ( ): sup .

x

V x V xπ

π∈Π
=                                    (4) 

我们的目标是寻找最优的控制策略 *π ，使得 ( ) ( )*
V x V xπ= 。 

3. 值函数和可行策略的性质 

3.1. 值函数的性质 

引理 3.1.1：值函数 V 是非负的，并且满足： 

( )c c cx V x x
β λ β δ

+ ≤ ≤ + +
+

                                 (5) 

证明： 

首先证明下界。假设初始时刻立即支付
cx
δ

+ 作为分红，则 ( ) cV x x
δ

≥ +  

接着证明上界。当
cx
δ

> − 时，考虑一种极端情形可行策略π ：公司没有索赔发生，对于任意 0ε > ，

首先将
cx ε
δ

+ − 作为瞬时分红分给股东，之后以保费收入率进行分红，则 

( )
0

e dt
x

c c cV x x c t xβε ε
δ β δ

∞ − ≤ + − + = + + −  ∫
 

由于 ε 的任意性，可得 ( )c c cx V x x
δ β δ

+ ≤ ≤ + + 。 

引理 3.1.2：值函数 V 是非减的，局部 Lipschitz 连续的。对任意
cy x
δ

> > − ，满足 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )0 ,1 e t x yy x V y V x V y β λ− + − ≤ − ≤ −                          (6) 

其中 

( )0

, 0

1, ln , 0

1 ln , 0

y x y x
c

c y ct x y y x
x c c
y c cy x
x c

δ δ δ
δ

δ δ δ

− > ≥

= + > > > −

+
+

≥ > > − +
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证明： 
首先我们证明下界。对于任意给定的 0ε > 及策略 xπ ∈Π ，使得 ( ) ( )V x V xπ > .我们定义一个策略

1 yπ ∈Π ：初始时刻立即支付分红 y x− ，接下来以π 策略进行分红注资，则有： 

( ) ( ) ( )V y y x V x y x V xπ ε≥ − + ≥ − + −  

故可以得到 ( ) ( )V y V x y x− ≥ − 。 
接下来证明上界。定义盈余过程从 x 首次到 y 的时间为 ( ),t x y 。对于任意 0ε > ，存在可行策略 2π ，

使得 ( ) ( )2V y V yπ ε≥ − 。定义可行策略 2π ′：在公司盈余首次到达 y 前既不分红也不注资，不发生索赔时

所需时间记作 ( )0 ,t x y ；当公司的盈余第一次到达 y 之后，策略与 2π 相同。我们得到 

( ) ( ) ( )
( ){ } ( )

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

2 2
1 0

0 0 02

,
,

, , ,

e

e e e

t x y
x t x y

t x y t x y t x y
x

V x V x V y

V y V y

βπ π
τ

β λ β λπ ε

−′
≥

− − − +

 ≥ ≥  
 ≥ ≥ − 





1
 

由 0ε > 的任意性，我们得到， ( ) ( ) ( ) ( ) ( )0 ,1 e t x yV y V x V y β λ− + − ≤ − ，所以 V 是局部 Lipschitz 连续的。 

3.2. 可行策略 

引理 3.2.1：令 x 与 x 分别为定义于 + 上的非减左连右极的函数 ( )1 tα 与 ( )2 tα 的集合，满足： 

( ) ( )1 20 0, 0 0α α= = 且当 0t ≥ 时， ( ) { }( ) ( )1 200
d

s

t
t s X

ct X x c X s tα δ α
δ<≤ = + + + +∫ 1 ，一个策略 ( ),t tL I ∈Π是

可行的，当且仅当存在两个 ,c
β +

 
− +∞ × 
 

 -可测的函数 ( )1 ,x tα 和 ( )2 ,x tα 满足：1) 对所有的
cx
δ

> − ， 

( ) ( )1 2, , ,x xx xα α⋅ ∈ ⋅ ∈  。2) ( )
nτ +×   -可测函数 ( ) ( ) ( )1 1 ,n n tα α ω= 和 ( ) ( ) ( )2 2 ,n n tα α ω= 满足：对任意

ω∈Ω和 1, 2,n = ， ( ) ( ) ( ) ( )1 2,, ,
n n

n nL I
X Xτ τ

α ω α ω⋅ ∈ ⋅ ∈  。使得 

( )
( ) ( )

*
1 0 1

1 1

, , 0 ;

, , 1, 2, .
n

t n
n n n

X t t
L

L t t nτ

α τ

α τ τ τ +

 ≤ ≤= 
+ − < ≤ = 

                        (7) 

( )
( ) ( )

*
2 0 1

2 1

, , 0 ;

, , 1, 2, .
n

t n
n n n

X t t
I

I t t nτ

α τ

α τ τ τ +

 ≤ ≤= 
+ − < ≤ = 

                        (8) 

证明： 
首先证明充分性，显然，(7)、(8)式定义的策略是可行的。接下来是必要性。注意到 t 是一个跳流，

即对于 t +∈ ， 0,1,n = ， 

{ } { }1 1 ,
nt n n n nt tττ τ τ τ+ +∩ ≤ < = ∩ ≤ <   

其中， 

{ } { }0 0 0 1 1, ; , ; ; , , 1, 2,
n n nX X Y Y nτσ σ τ τ= = =    

定理中，对任意 1, 2,n =  ，存在 ( )
nτ +×   - 可测函数 ( ) ( ) ( )1 1 ,n n tα α ω= 使得 (7) 式成立，

( ) ( ) ( )2 2 ,n n tα α ω= 使得(8)式成立。在这种情况下，由 { }0 0Xσ= 。根据 Doob 可测性定理可知，存在 

,c
β +

 
− +∞ × 
 

 -可测的函数 ( )1 ,x tα 、 ( )2 ,x tα 使得 ( ) ( )* *
1 0 2 0 1, , , ,t tL X t I X t tα α τ= = < 。特别地，

( ) ( ) ( ) ( )1 2, , ,
n n

n nL I
X Xτ τ

α ω α ω⋅ ∈ ⋅ ∈  。 
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4. 动态规划原理和 HJB 方程 

4.1. 动态规划原理 

定理 4.1.1：对于任意的
cx
δ

> − 和停时 T， ( )V x 满足如下方程： 

( ) ( ) ( )1 1 1
10 0

sup e d e d e
x

T T Ts s
x s s TV x L k I V X

τ τ β τβ β π
τ

π

∧ ∧ − ∧− −
∧

∈Π

 = − +  ∫ ∫                (9) 

证明： 

我们证明对于某些固定的时间 0t ≥ 该式成立。当
cx
δ

> − ， 

( ) ( ) ( )1 1 1
10 0

, sup e d e d e
x

t t ts s
x s s tV x t L k I V X

τ τ β τβ β π
τ

π

∧ ∧ − ∧− −
∧

∈Π

 = − +  ∫ ∫  

一方面，任取一个可行策略 { },s s xL Iπ = ∈Π ，则 

( ) 1 1

1 10 0
e d e d e d e d ,

t ts s s s
x s s x s st t

V x L k I L k I
τ τ τ τπ β β β β

τ τ

∧ ∧− − − −

∧ ∧
   = − + −      ∫ ∫ ∫ ∫   

其中， 

( ) ( ) ( )( )
( ) ( )

1 1

1 1 1
11 1

1
1

e d e d

e e d e d |

e .

s s
x s st t

t s t s t
x x s s tt t

t
x t

L k I

L k I X

V X

τ τβ β
τ τ

τ τβ τ β τ β τ π
ττ τ

β τ π
τ

− −

∧ ∧

− ∧ − − ∧ − − ∧
∧∧ ∧

− ∧
∧

 −  
  = −    
 ≤  

∫ ∫

∫ ∫



 



 

所以 ( ) ( ),V x V x tπ ≤ ，由于可行策略π 的任意性， ( ) ( ),V x V x t≤ 。 
另一方面，给定 0ε∀ > 取可行策略 { },s s xL Iπ = ∈Π ，使得 

( ) ( ) ( )1 1 1
10 0

e d e d e ,
2

t t ts s
x s s tL k I V X V x t

τ τ β τβ β
τ

ε∧ ∧ − ∧− −
∧

 − + ≥ −  ∫ ∫  

( )V x 在 ,c
δ

 − ∞ 
 

是递增且连续的，则可以找到递增数列 0 1 2 n
c x x x x
δ

− = < < < < ，且 lim nn
x

→∞
= ∞  

使得若 [ )1,i iy x x +∈ ，有： 

( ) ( ) .
4iV y V x ε

− <                                  (10) 

对于 1,2, , ,i n=  成立。取可行策略 { },i i iL Iπ = 使得 ( ) ( )
4

i
i iV x V xπ ε
− < 。定义一个新策略 

{ },s sL Iπ = ： 
• 如果 1 tτ ≤ 且 1

πτ τ= ，令π π= ， 0s ≥ 。 
• 如果 1 tτ ≤ 且 1

πτ τ< 或 1 tτ > ，在 ( ]10,s t τ∈ ∧ 令π π= ；当 [ )
1 1,t i iX x xπ
τ∧ +∈ 时，在 1, is t πτ τ ∈ ∧  上令

iπ π= 。 

注意到对于
c x y
δ

− < ≤ ，有 x yΠ ⊆ Π 。由上述定义方法可知策略π 可行若 [ )1,t i iX x xπ
+∈ 有 

( ) ( ) ( ) .
4

i
t i iV X V x V xππ π ε

= ≥ −                               (11) 
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根据(10)和(11)有 

( ) ( )
( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( )

1 1 1
1

1 1
1 1

0 0

,

e d e d e
2

e e .
2

t t ts s
x s s t

t t
x t x t

V x t V x

L k I V X V x

V X V X

π

τ τ δ τβ β π
τ π

δ τ δ τπ π
τ π τ

ε

ε ε

∧ ∧ − ∧− −
∧

− ∧ − ∧
∧ ∧

−

 ≤ − + − +  

 
 

 = − + < 

∫ ∫

 

 

再根据 ε 的任意性，有 ( ) ( ),V x t V x≤ ，综上可得 ( ) ( ),V x V x t= 。因此，动态规划原理成立。 

4.2. HJB 方程 

接下来我们启发式地推导 HJB 方程。我们假设 ( )V x 是绝对光滑的。对任意可行策略π ， 0h > 我们

令 ( ){ }inf : ,h tv h t X x h x hπ π= ∧ ∉ − + 。 hvπ < ∞，且当 0h → 时 0hvπ → 。此时对于停时 hvπ ，满足动态规划

原理： 

( ) ( ) ( )1 1 1

10 0
sup e d e d eh h h

hx

v v vs s
x s s v

V x L k I V X
π π π

π

τ τ δ τπ β β π
τπ

∧ ∧ − ∧− −
∧

∈Π

 = − +  ∫ ∫  

应用 Ito 公式于
( ) ( )e h

h

v

v
V X

π

π

δ π−
 

( ) ( ) ( ) ( )
( ) ( ){ } ( ) ( ) ( )

( ) ( )

0 0

00

0

0

e e d e d

e d e

e

h hh

h

h

s s

h

s s

h

v vv s s
v s s

v s s
s sX s s

X X
s v

s
s s

X X
s v

V X V x V X s cV X s

X s V X s V X V X

V X V X

π ππ

π

π

π π

π

π π

π

β π β π β π

β π β π π

β π π

β

δ

− −

−

−

+

− − −

− −
−<

≠
≤ ≤

−
+

≠
≤ ≤

′= − +

 ′+ + − 

 + − 

∫ ∫

∑∫

∑

1  

s sX Xπ π
− ≠ 发生在索赔时，有索赔引起的跳满足： 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )
0 0

0

e e d dh

h
s s

h

vs s
s st v s s

X X
s v

M V X V X V X y V X F y s
π

π
π π

π

β π π β π πλ − −

−

∞− −
−∧

≠
≤ ≤

  = − − − −   ∑ ∫ ∫  

t hM vπ∧ 为 0 初值的鞅。 s sX Xπ π
+ ≠ 发生在注资时 

( ) ( ) 0

0

e e dh

s s

h

vs s
s s s

X X
s v

V X V X I
π

π π

π

β π π β

+

− −
+

≠
≤ ≤

 − = ∑ ∫  

因此我们得到 

( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( ) ( ) ( ){ } ( )

( ) ( ) ( )

0

00 0 0

0 0

e d e

e d e d e d

e d d

h h

h

h h h

h

v vs
x s v

v v vs s s
X ss s s

v s
s s

V x I V X

V x V X s cV X s X s V X s

V X y V X F y s

π π

π

π π π

π

ββ π

β π β π β π

β π π

β δ

λ

− − −

− −

−−

− − −
<

∞ −

 ≥ − +  

′ ′= − + +

 − − − 

∫

∫ ∫ ∫

∫ ∫



1  

令 0h → ，我们得到 

{ }( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )0 0
d 0xc x V x V x V x y F yδ λ β λ

∞

< ′+ − + + − ≤∫1  

https://doi.org/10.12677/aam.2023.123112


李帅 
 

 

DOI: 10.12677/aam.2023.123112 1107 应用数学进展 
 

定义 

( ) { }( ) ( ) ( ) ( ) ( )0: ,xf x c x f x f x f xδ λ β λ< ′= + − + + 1  

其中， ( ) ( ) ( )
0

df x f x y F y
∞

= −∫ 。 
定义一个新策略 1π ：如果保险公司立即分红 a，即盈余由 x 减为 x a− 。此后由最优策略进行分红注

资，则 ( ) ( )V x V x a a≥ − + 。所以 ( ) 1V x′ ≥ 。 
定义一个策略 2π ：如果保险公司立即进行注资 b，即盈余由 x 变为 x b+ 。此后由最优策略进行分红

注资，则 ( ) ( )V x V x b kb≥ + − 。所以 ( )V x k′ ≤ 。 
设首次分红时刻为 1

Lτ ，首次注资时刻为 1
Iτ ，当 1 0Lτ = 时，有 ( ) 1V x′ = ；当 1 0Iτ = 时，有 ( )V x k′ = ；

当当 1 10, 0L Iτ τ> > 时，有 ( ) 0V x = 。因此，可以写出 QVI 不等式： 

( )
( )
( )

( ) ( )( ) ( )( )

0

1 0,

0,

1 0

V x

V x

k V x

V x V x V x k

≤

′− ≤

′− ≥

′ ′− − =





，



                        (12) 

也可以写成 

( ) ( ) ( ){ }max ,1 , 0, cV x V x V x k x
δ

′ ′− − = > −                      (13) 

命题 4.2.1：值函数 V 是 HJB 方程(13)的几乎处处解。 
证明： 

对于任意固定的
cx
δ

> − 和 1 2,x xα α∈ ∈  ，定义 ( )1 2,α α α= ， 

( ) ( ) ( ){ } ( ) ( )1 20 0
: d

t
x s

t x c s s t tα
α α

φ
φ δφ α α

<

 = + + − + 
 ∫ 1 和 ( ) ( ) ( )1 20 0

e d e d
t ts sv t s k sα β βα α− −= −∫ ∫ ，显然， ( )x tαφ  

是左连右极的。根据引理 3.2.1，对于策略 ( ), xL I ∈Π ，有 

( )1 1, , 0 .tL x t tα τ= ≤ <  

( )2 1, , 0 .tI x t tα τ= ≤ <  

因此，可将(9)写成如下形式： 

( ) ( ) ( ) ( )1
11sup e .

x

t
x tV x v t V Xβ τα π

τ
α

τ − ∧
∧

∈

 = ∧ + 
                        (14) 

所以， 

( ) ( ) ( ) ( )1
11 e t

x tV x v t V Xβ τα π
ττ − ∧

∧
 ≥ ∧ +   

令 0t → ， 

( ) ( ) ( )( ) ( ) ( ) ( ) ( )( )1 2 1 20 0 0 0 0 0 .xV x v V k V xα αφ α α α α+ + + + + +≥ + = ∆ − ∆ + − ∆ + ∆
      

 

• 当初始时刻只发生分红时，此时 ( )1 0 0α+∆ > ， ( )2 0 0α+∆ = ， ( ) ( ) ( )( )1 10 0V x V xα α+ +≥ ∆ + − ∆ ，令

( )1 0 0α+∆ → ，得 ( ) 1V x′ ≥ 。 
• 当初始时刻只产生注资时，此时 ( )1 0 0α+∆ = ， ( )2 0 0α+∆ > ， ( ) ( )( ) ( )2 20 0V x V x kα α+ +≥ + ∆ − ∆ ，令

( )2 0 0α+∆ → ，得 ( )V x k′ ≤ 。 
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我们定义 

( ) ( ) ( ){ }( ), 00
, , d

t

x tx t x c x t sϕϕ δϕ <= + +∫ 1  

由(14)式可以看出，取某个 0h > ， 

( ) ( ) ( )
( ) ( )( ) ( ) ( )( ) ( ) ( )

( ) ( )( ) ( )( ) ( )( ) ( ) ( )( ) ( )

1
1

0 0

0 0

e

e , e , d d

1 e , e , d d,
.

h
x h

hh s

hh s

V x V X

V x h V x h y F y s V x

V x h V x s y F y sV x h V x
h h h

β τ π
τ

λ β λ β

λ β λ β

ϕ λ ϕ

ϕ λ ϕϕ

− ∧
∧

∞− + − +

∞− + − +

≥

≥ + − −

− −−



= − +


 

∫ ∫

∫ ∫



 

根据 V 的绝对连续性，可知 ( )V x′ 几乎处处存在，令上式中的 0h → ，可以得到 

( )( ) ( ) ( )( ) ( )
( )

( )

( ) ( )
( )( ) { }( ) { }( ) ( )

0 0 0

0 00

, , ,
lim lim lim

,

,
lim

,

h h h

x xh

V x h V x V x h V x x h x
h x h x h

x h V x
c x c x V x

V x h x

ϕ ϕ ϕ
ϕ

ϕ
δ δ

ϕ

→ → →

< <→

− − −
= ⋅

−

−
′= + = +

−
1 1

 

几乎处处成立，所以 

{ }( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )0 0
0 d .xc x V x V x V x y F yδ λ β λ

∞

< ′≥ + − + + −∫1  

即 ( ) 0V x ≤ 。令 ( ){ }: 1,x V x k′= = ， ,c
δ

 = − ∞ 
 

  。根据前面的推导可以看出，区域中发 

生了干涉。取 x∈，当某个 0h > 足够小时，对于初始余额为 ( ),x x ph x ph′∈ − + ⊂ 时，初始时刻立即

分红注资不是最优的，因此可以得到 

( ) ( ) ( )
( ) ( )( ) ( ) ( )( ) ( ) ( )

( ) ( )( ) ( )( ) ( )( ) ( ) ( )( ) ( )

1
1

0 0

0 0

e

e , e , d d

1 e , e , d d,
.

h
x h

hh s

hh s

V x V X

V x h V x h y F y s V x

V x h V x s y F y sV x h V x
h h h

β τ π
τ

λ β λ β

λ β λ β

ϕ λ ϕ

ϕ λ ϕϕ

− ∧
∧

∞− + − +

∞− + − +

=

= + − −

− −−



= − +


 

∫ ∫

∫ ∫



 

由于 V 是连续且线性有界的，当 0h → 时右极限存在，因此下式在上几乎处处成立 

{ }( ) ( ) ( ) ( ) ( )00 xc x V x V x V xδ λ β λ< ′= + − + + 1  

即 ( ) 0V x = ，再由 ,c
δ

 − ∞ = ∪ 
 

 可以得到 

( ) ( )( ) ( )( )1 0V x V x V x k′ ′− − =  

在
cx
δ

> − 上几乎处处成立。因此， ( )V x 是 HJB 方程(13)的几乎处处解。定理得证。 

令 ( )f x 为非减的、局部 Lipschitz 连续的 HJB 方程(13)的几乎处处解。令 

( ) ( )* : 1, 0 ,cx f x f x
δ

 ′= > − = = 
 

   

( ) ( )* : 1, 0 ,cx f x f x
δ

 ′= > − = < 
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( ) ( )* : , 0 ,cx f x k f x
δ

 ′= > − = < 
 

 
 

( ) ( )* : , 0 ,cx f x k f x
δ

 ′= > − = = 
 



 
 

( ) ( )* :1 , 0 ,cx f x k f x
δ

 ′= > − < < = 
 



   

且
cx
δ

> − 时， 

( ) ( ){ }: min arg max
c u x

a x f u u
δ

− < ≤

= − ， 

组成的集合即为 * 。 

( ) ( ){ }: max arg min
c u x

z x f u ku
δ

− ≤ ≤

= −

 
组成的集合即为 *

 。

 ( ) ( )

( ) ( )

*
*

*

*
*

*

, ,
0, .

, ,
0, .

x a x x
x

x

z x x x
x

x

β

η

 − ∈
= 

∉
 − ∈

= 
∉







 

定义 ( )* * *,t tL Iπ = ： 

( )
( )

*
1 0 1*

*
1 1

, , 0

, , , 1, 2, .
n n

t
n n n

X t t
L

L X t t nτ τ

α τ

α τ τ τ +

 ≤ ≤= 
+ − < ≤ = 

               (15) 

( )
( )

*
2 0 1*

*
2 1

, , 0

, , , 1, 2, .
n n

t
n n n

X t t
I

I X t t nτ τ

α τ

α τ τ τ +

 ≤ ≤= 
+ − < ≤ = 

               (16) 

其中 

( ) ( )( )
( )

*

* *

* *
1 0

0
, : d .

x

t
x

ss t
x t s c s

α

α

φ
α β φ  

∈ ≤ <
 

= +∑ ∫ 
1  

( ) ( )( )** *
2

0
, : .x

s t
x t sαα η φ

≤ <

= ∑  

( ) ( )
( )

( ) ( )* *

*
* *
1 20 0

: d
t

x
s

t x c s s t t
α

α α

φ
φ δφ α α 

< 
 

 
 = + + − +
 
 

∫ 1 ， 

显然， ( ) ( ) ( )( )* * *
1 2, , , ,x t x t x tα α α= ， ( ) ( )* *

1 2, , ,x xx t x tα α∈ ∈  ，且 *
xπ ∈Π 。 

5. 验证定理 

定理 5.1.1：假设非减的且绝对连续的函数 :f +   是方程(13)的一个解，满足 ( ) c cf x x
β δ

≤ + + 那

么(15)，(16)式定义的策略 *π 是最优策略，函数 *f V V
π

= = 。 
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证明： 
考虑策略 ( ), xL Iπ = ∈Π ， nτ 和 1nτ + 之间的受控盈余过程对应的系统为 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ){ }
( ) ( ) ( ) ( )1 20 0

d .n

tn n n n
x s

t x c s s t t
φ

φ δφ α α
<

 
= + + − + 

 
∫ 1  

我们有 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( )

1
1

0

1

e e e

e .

t
n n

n n

t
n

n n

N
tt

t t
n

N

n

f X f x f X f X

f X f X

β τ βτβ π π π
τ τ

βτ π π
τ τ

+

+

− ∧ −−
∧ −

=

−
−

=

 = + − 

 + − 

∑

∑
 

根据分部积分法 

( ) ( ) ( ) [ ]
( ) ( ) ( )11

1 1,
e e e d e d .nn n

n n n n nn

tt ns s
t n sXt

f X f X f s f X sπ
τ

τβ τ βτπ π β β π
τ τ τ τ τ

φ τ β++

+ +

∧− ∧ − − −
∧ − ∧

 − = − − 
 ∫ ∫  

因此， 

( ) ( ) [ ]
( ) ( )

( ) ( ) ( )
1,

0

0
1

e e d

e d e .

t

n n n

t
n

n n

N
nt s

t nXt
n

Nt s
s

n

f X f x f s

f X s f X f X

π
τ

β π β
τ τ

βτβ π π π
τ τ

φ τ

β

+

− −

∧
=

−−
−

=

 = + − 
 

 − + − 

∑ ∫

∑∫
 

定义过程 M 

( ) ( ) ( )( )0
1
e e d .

t
n

n n

N t s
t s

n
M f X f X f f X sβτ π π β π

τ τ λ− −
−

=

   = − − −  ∑ ∫   

注意到， ( ) { }* *: inf :tX m t y x yπ ≤ = ≥ ∈ ∪  ， ( )f x 是非负和非减的，对所有的 0t ≥ ，有 

( ) ( ) ( )

( )( ) [ ] ( ) [ ]

1 1
e e

.

t t
n n

n n n

N N

x x
n n

x t x t

f X f X f X

c cf m t N m t N

βτ βτπ π π
τ τ τ

β δ

− −
−

= =

   
− ≤   

   
 

≤ ≤ + + < ∞ 
 

∑ ∑ 

 
 

可知过程 M 是一个零初值的鞅。因此， 

( ) ( ) ( )
[ ]

( ) ( ) ( )*

10, 0
0

e e d , e d
t

n
nn n

N ts nt s
t s tt

n
f X f x f X s f X s Mβ τβ π π β π

ττ τ
β

+

− +− −

∧ −
=

= + − +∑∫ ∫  

其中： 

( ) ( ) ( ) ( )( ) ( ) ( ) ( ) ( )( )0
, : d .

tn n n
x xf x t f t f x f f s sφ λ φ = − + − ∫   

在式子两边同时加上
0 0
e d e d

t ts s
s sL k Iβ β− −−∫ ∫ 后，再取期望，得到， 

( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )( ) ( )
1

0 0

0, 0
0

e e d e d

e d , d e d
t

n
L nn n

t tt s s
x x s st

N
ts n n s

x x st
n

f X L k I

f x f X s v s f X s

π ππ

π

π πτ

τ τβ τ π β β
τ

τβ τ π β π
ττ τ τ

β
∧

+

∧ ∧− ∧ − −
∧

∧− + −
 ∧ ∧ − =

   + −     
   = + + −      

∫ ∫

∑ ∫ ∫

 

 
  (17) 
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其中 ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )1 20 0
e d e d

t tn n ns s
xv t s k sβ βα α− − = −  ∫ ∫ 。对于 ,cx

δ
 ∈ − ∞ 
 

，令 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
0

, d
n n n n

n
n n

t

X X
f t f X t v t f s sπ π

τ τ

α α π α α
τ β φ = + −  

 ∫   

考虑其勒贝格分解 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )* * * ,
n n n

n n n

c pd

X X X
f t f t f t

π π π
τ τ τ

α α α   
= +   
   

    

其中，
( ) ( )*

n

n

c

X
f t

π
τ

α 
 
 
 和

( ) ( )*

n

n

pd

X
f t

π
τ

α 
 
 
 分别表示其连续部分和纯离散部分。f 是局部 Lipschitz 连续的函数， 

所以 f 绝对连续和几乎处处可微。因此存在一个密度函数 g 使得 ( ) ( ) ( )dy

x
f y f x g u u− = ∫ 和 ( ) ( )g x f x′=

几乎处处成立。因此可以得到， 

{ }( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )0 , . .xc x g x f x f x f x a eδ λ β λ<+ − + + =  1  

和 ( )1 ( ) 0, 0g x g x k− ≤ − ≥ 由于 f 几乎处处满足 HJB 方程(13)，有 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
( )

( )

( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( ) ( )

0 0
0

1 d

d

0

n n n n n

nn n n n n
X

n

n n

n n

c
t t

cX X X X X
s

X X

d f t V s L s s c s g s

f s f s s

π π π π π
τ τ τ τ τα

π
τ

π π
τ τ

α α α α α

φ

α α

φ φ δφ φ

λ β φ λ φ

  < 
  

        ′= − + +                

   −

 
 
 

+ +   
 

 


≤

 



∫ ∫



1

 

和 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

1
0

2
0

0.

n n n

n n n

n n

n n

pd
n

X X X
s t

n
X X

u t

d f t f s f s s

f u f u k u

π π π
τ τ τ

π π
τ τ

α α α

α α

φ φ α

φ φ α

+
≤ <

+
≤ <

      = + − + ∆      
      

    + + − − ∆    
    

≤

∑

∑



 

将上面两个不等式带入(17)有 

( ) ( ) ( ) 0 0
e e d e d .

t tt s s
x x s st

df x f X L k I
π ππ

π

τ τβ τ π β β
τ

∧ ∧− ∧ − −
∧

   ≥ + −      ∫ ∫   

由于 f 非负，令 t →∞ ，有 ( ) ( )f x V xπ≥ ，进一步可以得到 ( ) ( )f x V x≥ . 
另一方面， , 是脉冲区间，因此

*

tX π ∈ ∪ 几乎处处成立，其中 *π 是由(15)、(16)定义的。这说

明 

( ) ( ) ( )( ) ( )( )
( )

( )
( )( ) ( ) ( )( ) ( )( )

* * *

* * * *

*

0

0 0

1 d

d d
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+
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+
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∑
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将上面两个等式带入(17)，将 , ,t tL Iπ 和 ( ) ( )
1 2,n nα α 换成 * * *, ,t tL Iπ 和 * *

1 2,α α ，可得 

( ) ( ) ( ) * ** *

*
* *

0 0
e e d e d .

t tt s s
x x s st

f x f X L k I
τ τβ τ π β β

τ

∧ ∧− ∧ − −
∧

   = + −      ∫ ∫   

并且我们得到，当 t →∞ 时， ( )
*

*

*e 0
t

x
t

f X
π

π

β τ
π

τ

 
− ∧ 

 

∧

 
  →
  

 ，再由 *
xπ ∈Π 有 ( ) ( ) ( )*f x V x V x

π
= ≤ 。 

6. 结论 

本文考虑了绝对破产情形下经典风险模型的最优分红和注资问题。在该模型下对于值函数的性质和

动态规划方程进行证明，我们借助动态规划原理启发式地推导出值函数满足的 HJB 方程，将值函数的求

解问题转化为了 HJB 方程的求解问题。并通过验证定理的证明，得到我们所构造的策略就是最优的分红

注资策略。本文的主要创新点在于首次考虑了同时考虑注资和借贷控制对于最优分红问题的影响，且在

这一模型下首次给出了最优策略的构造。但由于任意索赔分布下 HJB 方程难以求解，对于一般索赔额分

布的最优策略和值函数的解析表达式并没有给出，因此需要我们进一步研究并解决。 
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