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摘  要 

在非负矩阵分解用于聚类的过程中，将每一张大小为r × c灰度图像按列重排成一个样本向量会改变图像

数据原有的空间结构，而目标函数直接度量样本向量与重构向量之间的误差会进一步忽略原始图像与重

构后图像列之间的相似度。因此，为降低图像数据空间结构的改变对聚类效果的不利影响，本文提出了

一种新的损失函数来逐列度量原始图像数据与重构后的图像数据间的误差，并推导了相应的数值算法。

数值实验结果表明本文提出的算法有更好的聚类表现，图像表示能力更强。 
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Abstract 
In the process of non-negative matrix factorization for clustering, rearranging each grayscale im-
age with size r × c into a sample vector will change the original spatial structure of the image data, 
and the objective function directly measures the error between the sample vector and the recon-
struction vector to further ignore the similarity between the original image and the reconstructed 
image column. Therefore, in order to reduce the adverse effect of the change of spatial structure of 
image data on the clustering effect, a new loss function is proposed to measure the error between 
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the original image data and the reconstructed image data column-by-column, and the corresponding 
numerical algorithm is derived. Numerical experimental results show that the proposed algorithm 
has better clustering performance and stronger image representation ability. 
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1. 引言 

Lee 和 Seung 于 1999 年提出非负矩阵分解(NMF) [1]以来，NMF 已广泛应用于数据挖掘和机器学习

等领域。作为一种数据降维方法，非负矩阵分解将数据矩阵近似表示成两个非负因子矩阵的乘积，非负

性约束使得该方法具有整体由部分表示的可解释性[2]。这使得 NMF 在文本挖掘[3]、模式识别[4]、DNA
基因表达分析[5]等诸多方面得以广泛应用。根据具体问题的不同，人们提出了具有不同目标函数的 NMF
的衍变算法并将之应用于协同过滤、分类、约束聚类[6]等数据分析任务。C Ding 等理论上分析了 NMF
与 K-means 聚类的潜在联系[7]。 

在图像聚类任务中，NMF 以矩阵的 Frobenius 范数作为目标函数度量样本数据矩阵与重构后的矩阵

元素间的整体误差，由于该目标函数对噪声和异常值不稳定[8]，且忽视了原始图像数据与重构后的图像

列与列之间的近似关系，是重构后的数据矩阵对原始图像数据的“粗糙”近似。C Ding [9]等使用矩阵的

2,1L 范数作为目标函数，提出具有鲁棒性(robustness)的 2,1L NMF，相较于 NMF 而言， 2,1L NMF 的目标函

数度量是原始图像数据重排后的样本向量与重构后的矩阵列向量之间的误差，虽然相较于 NMF 而言， 2,1L
NMF 能够获得更为精细的图像表示，但仍然没有考虑到原始图像数据和重构后图像的列之间的近似关

系。 
因此，为使目标函数能够度量原始图像数据和重构后图像列之间的近似关系，从而减少原始图像数

据空间结构的改变产生的影响，本文定义了向量的 ( ),r cL 函数并提出相应的 ( ),r cL NMF 算法，该算法具有

与 2,1L NMF 相当的鲁棒性的同时，兼顾了原始图像数据的空间结构，实验结果上看 ( ),r cL NMF 算法也具有

更好的图像表示能力和图像聚类表现。 
后续内容安排如下：第二小节介绍了相关工作；第三小节定义 ( ),r cL 函数，并定义 ( ),r cL NMF 算法的

目标函数，从不等式推导和数值实验两方面说明 ( ),r cL NMF 算法的有效性；第四节推导给出算法的更新公

式；第五小节引入辅助函数分析算法的收敛性；第六小节展示了 2,1L NMF 算法和三种对比算法在三个数

据集上的实验结果。 

2. 相关工作 

NMF 是为了得到数据的部分表示[1]。给定一个非负矩阵 m nX ×∈ ，NMF 要将 X 近似表示成两个非

负因子矩阵 m kU ×∈ 和 k nV ×∈ 的乘积，即： 
X UV≈                                             (1) 

为了求解 U 和 V，对如下目标函数最小化： 
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( )2 2

,

s.t. 0, 0

NMF ijF
i j

X UV X UV

U V

= − = −

≥ ≥

∑
                                 (2) 

其中
2 2

, iji jFA A= ∑ 表示矩阵 A 的 Frobenius 范数。 
Lee 和 Seung [2]给出了相应的更新公式： 

( )
( )

T

T
ij

ij ij

ij

XV
U U

UVV
=                                         (3) 

( )
( )

T

T
ij

ij ij

ij

U X
V V

U UV
=                                         (4) 

然而，NMF 以 Frobenius 范数为目标函数会导致该算法对噪声和异常值敏感[8]，为解决这一问题，

D Kong 和 C Ding 等提出了具有鲁棒性的 2,1L NMF，该算法以矩阵的 2,1L 范数为目标函数，定义如下： 

21 2,1

s.t. 0, 0

L NMF j j
j

X UV x Uv

U V

= − = −

≥ ≥

∑
                               (5) 

其中 2
iia a= ∑ 表示向量的 2 范数。 

文[11]中给出了相应的更新公式： 

( )
( )

T

T
ij

ij ij

ij

XDV
U U

UVDV
=                                    (6) 

( )
( )

T

T
ij

ij ij

ij

U XD
V V

U UVD
=                                    (7) 

其中 D 是对角矩阵，对角元素定义如下： 

1jj j jD x Uv= −                                     (8) 

在图像聚类任务中，图像数据矩阵 rc nX ×∈ 的每一列 1rc
jx ×∈ 都是由一张分辨率为 r c× 的灰度图像

按列重排后的样本向量，即 jx 的每 r 个元素就是灰度图像中的一列。对比式(2)和式(5)可以看出，NMF
度量 X 与 UV 所有元素间的误差，而 2,1L NMF 度量的是样本向量 jx 与重构后的数据矩阵列向量 jUv 间的

误差。不难验证下式成立： 

( ) ( )2 2

,
ij ij

i j j i
X UV X UV− ≤ −∑ ∑ ∑                             (9) 

上式表明，样本数据矩阵与重构后数据矩阵列向量之间的误差达到设定的误差限时，矩阵元素间的

整体误差也能达到误差限，反之则不然。这使得 2,1L NMF 能够度量样本数据矩阵与重构后数据矩阵列向

量间的近似关系，从实验结果上看， 2,1L NMF 表示出的图像较之 NMF 要更加精细。 
然而， 2,1L NMF 度量的仍然忽略了原始图像数据与重构后的图像列之间的近似关系，这使得样本向

量与重构后的样本向量间误差较小时并不能保证原始图像数据的列向量间的误差也足够小。 
因此，本文考虑了新的目标函数来度量原始图像数据与重构后图像数据列之间的近似关系。 
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3. ( )r c,⋅ 目标函数 

3.1. ( )r c,⋅ 函数 

给定 1rcx ×∈ ，本文定义 x 的一个实值函数如下： 
定义 1 

( )
( )

2
,

1 1 1
: , ,

rpc

ir c
p i r p

x x r c +

= = − +

∈= ∑ ∑ ó                              (10) 

易验证， ( ),r c⋅ 满足范数的三条性质： 
(1) 正定性 (2) 齐次性 (3) 三角不等式 
对 1, , ,rcx y a b×∀ ∈ ∈ ，我们有： 

( ) ( )
( )

( )
( )

( )

( )
( ) ( )

( )
( )

( )

2
2 2

, ,
1 1 1 1 1

2 2

1 1 1

2

1 1 1

,

2

rp rpc

i ir c r c
p i r p i r p

rpc

i i i i
p i r p

rpc

i i
p i r p

r c

ax by ax by

ax by ax by

ax by

ax by

= = − + = − +

= = − +

= = − +

 
+ = +  

 

≥ + +

= +

= +

∑ ∑ ∑

∑ ∑

∑ ∑

                 (11) 

当且仅当 x y= 时，不等式取等，显然当 , 0a b ≥ 且 1a b+ = ， x y≠ 时式(11)严格成立，因此 ( ),r cx 是

关于变量 x 的严格凸函数。对于向量 1nx ×∈ ，若 , 1r n c= = ，该实值函数是 x 的 2l 范数；若 1,r c n= = ，

则该实值函数是 x 的 1l 范数。限于定义中 r，c 是给定的，所以 ( ),r c⋅ 并不是严格意义上 1n× 中的向量范数。 

3.2. ( )r c,⋅ NMF 目标函数 

为了对原始图像数据逐列度量误差，本文提出的 ( ),r cL NMF 的目标函数定义如下： 

( ) ( ), ,

s.t. 0, 0

j jL r c NMF r c
j

x Uv

U V

= −

≥ ≥

∑
                               (12) 

对于 , rc nX UV ×∈ ，将 ,X UV 的每一列对应一张 r c× 的图像，借由式(9)，不难验证下式成立： 

( )
( )

( )2 2

1 1

rp

ij ij
i p i r p

X UV X UV
= − +

− ≤ −∑ ∑ ∑                        (13) 

由上式可知，对于 ( ),r cL NMF 而言，当原始图像数据与重构后的图像列之间的误差达到设定的误差限

时， 2,1L NMF 的目标函数值也能达到，反之则不然。这使得本文给出的目标函数相较于 NMF、 2,1L NMF
更能在减少目标函数值的过程中兼顾原始图像数据和重构后图像列之间的近似关系。 

4. ( )r cL , NMF 算法及鲁棒性说明 

4.1. ( )r c,⋅ NMF 算法 

本节给出 ( ),r cL NMF 算法的更新公式及推导过程。重述目标函数如下： 
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( )
( )2

,
1 1 ,

1,
1

s.t. 0, 0

n c ij ij
pjL r c NMF

j p j i i j
r

ij ij

X UV
D

D

U V

= =  + + 

−
= =

≥ ≥

∑∑ ∑
                          (14) 

其中 ( )( )
2

1 1
rp

pj tj tjt r pD X UV
= − +

= −∑ ， c nD ×∈ 。式(14)的拉格朗日函数如下： 

( )
( )2

,
,

1,
1

ij ij
ij ij ij ijL r c NMF

j i i j
r

X UV
U U

D
+

+

 
 
 
 

−
= + Φ + Ψ



∑                         (15) 

( ) ( )( ), TL r c NMF
abab

ab

X UV V
U

∂
 = ∆ − −Φ ∂




                         (16) 

( ) ( )( ), TL r c NMF
abab

ab

U X UV
V

∂
 = − ∆ −Ψ ∂




                         (17) 

其中 rc n×∆∈ ，
1,

1

1ij i j
r

D + + 

∆ = ，是哈达玛积(Hardamard product)，表示矩阵元素间的乘积。 

由 KKT 条件
( ), 0L r c NMF

abU

∂
=

∂


， 0ab abUΦ = ；

( ), 0L r c NMF

abV

∂
=

∂


， 0ab abVΨ = 即可得 U 和 V 的更新公式： 

( )( )
( )( )

T

T
ij

ij ij

ij

X V
U U

UV V

∆
=

∆





                               (18) 

( )( )
( )( )

T

T
ij

ij ij

ij

U X
V V

U UV

∆
=

∆





                               (19) 

( ),r cL  NMF 算法见算法 1。 
 

算法 1 ( ),r cL  NMF 

输入非负数据矩阵 rc nX ×∈ , k 
步骤 1 初始矩阵 rc kU ×∈ ， k nV ×∈  
步骤 2 最大迭代次数 Iter；计算初始∆ 
步骤 3 for 1: Iterr =  
 3.1 更新 U 
 3.2 计算∆ 
 3.3 更新 V 
 3.4 停止条件 
输出 U，V 

4.2. ( )r c,⋅ 函数的鲁棒性说明 

我们使用二维数据点来说明 ( ),r cL NMF 的鲁棒性。示例的十个数据点中有三个是异常值，对每一个数

据点 ix 我们使用 iUv 进行拟合，k 值取 1，如此我们把数据点投影到 1 维子空间中，实验中 ( ),r cL NMF 设

定参数 1r = ， 2c = 。给定的数据点以及分别使用 NMF、 2,1L NMF 和 ( ),r cL NMF 得到的拟合值见图 1，从

图中可以看出， ( ),r cL NMF 和 2,1L NMF 得到的拟合值远离异常值的同时更加贴近原数据点，而 NMF 的拟
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合值则受到三个异常值的影响偏离了原数据点。对应数据点的残差 i ix Uv− 见图 2，图中可以清晰地看

出 ( ),r cL NMF 能够与异常值保持更大的残差从而减小异常值对拟合结果的影响，除开三个异常值处的残差

外，相比于 NMF 而言， ( ),r cL NMF 和 2,1L NMF 都有更小的残差。 
 

 
Figure 1. The results of fitting ten data points 
图 1. 拟合十个数据点的结果 

 

 
Figure 2. The residual histogram of fitting the data points 
图 2. 拟合数据点的残差直方图 

 
为进一步说明 ( ),r cL NMF 的有效性。我们在数据集上运行 ( ),r cL NMF、 2,1L NMF 和 NMF 算法进行对

比。本文展示 Yale 数据集上的对比结果。该数据集中，每一个 ix 都是由一张图像按列向量化所得，因此

分解得到的基矩阵 [ ]1 2, , , kU u u u=  中的每一个向量 iu 也对应一张图像，将 iu 重排成原始大小的图像，展

示见图 3。 
图像排成两行，每一行的上、中、下层分别是 ( ),r cL NMF、 2,1L NMF 和 NMF 算法收敛后得到的基矩

阵 U 重排后的图像结果。从图像可见， ( ),r cL NMF 表示出的特征脸具有更加清晰的面部特征，例如对比

https://doi.org/10.12677/aam.2023.123133
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明显的第一行的第 1、2、5、6 列和第二行的 2、3、6、7、8 列。总的来讲， ( ),r cL NMF 和 2,1L NMF 都能

降低数据中的噪声和异常值对算法的影响，而 ( ),r cL NMF 相较于 2,1L NMF 进一步兼顾了原始图像数据的空

间结构，因此能获得比 2,1L NMF 更加清晰的图像表示结果。以上从理论和实验结果两方面说明了 ( ),r cL
NMF 算法的有效性。 

 

 
 

 
Figure 3. The base matrix obtained on the Yale dataset 
图 3. Yale 数据集上得到的基矩阵 

5. 收敛性分析 

定理 1 对于 0, 0U V≥ ≥ ，目标函数 ( ),L r c NMF 在更新规则式(17)和式(18)下是非增的。 
为证定理 1，引入辅助函数的定义以及引理 1。 
定义 2 如果下列条件满足： 

( ) ( ), t
ab ab abG v v F v≥                                   (20) 

( ) ( ),t t t
ab ab abG v v F v=                                   (21) 

则称 ( ), t
ab abG v v 是 ( )abF v 的一个辅助函数。 

引理 1 若 ( ), t
ab abG v v 是 ( )abF v 的辅助函数，那么 ( )abF v 在下列更新规则下是非增的： 

( )1 arg min ,
ab

t t
ab ab abv

v G v v+ =                                 (22) 

证明：由定义 2 及引理 1 有 

( ) ( ) ( ) ( )1 1, ,t t t t t t
ab ab ab ab ab abF v G v v G v v F v+ += ≤ =  

接下来给出辅助函数。记 ( )abF v 是目标函数 ( ),L r c NMF 关于 abv 的部分， ( )abF v 对 abv 的一阶导 ( )abF v′

和二阶导 ( )abF v′′ 分别如下： 

( ) ( )( )T
ab ab

F v U UV X ′ = − ∆                              (23) 

( )
( )

2

3
1 1 1

rpc
ia

ab
p i r p pb pb ab

U SF v
D D= = − +

 
′′ = −  

 
∑ ∑                            (24) 
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其中 ( )( )( )2

1 1
rp

ib ib iai r pS UV X U
= − +

= −∑ 。 

引理 2 函数 

( ) ( ) ( )( )
( )( ) ( )

T
21,

2
t t t t tab

ab ab ab ab ab ab ab abt
ab

U UV
G v v F v F v v v v v

v

∆
′= + − + −



           (25) 

是 ( )abF v 在 t
abv 处的辅助函数。 

证明：取 ( )abF v 在 t
abv 处的泰勒展式 

( ) ( ) ( )( ) ( )( )21
2

t t t t t
ab ab ab ab ab ab ab abF v F v F v v v F v v v′ ′′= + − + −                (26) 

( )
( ) ( )

( )

( )( )

3
1 1 1 1 1 1

T

2 2

1 1 1

rp rpc c
ia ia

ab
p i r p p i r ppb pbpb

rpc
ib ia ab

p i r p pb ab

U USF v
D DD

U UVUV U
D v

= = − + = = − +

= = − +

   
′′ = − ≤        

∆ 
≤ =  

 

∑ ∑ ∑ ∑

∑ ∑


                 (27) 

故 ( ) ( ), t
ab ab abG v v F v≥ 成立，显然，当 t

ab abv v= ，有 ( ) ( ),t t t
ab ab abG v v F v= ，引理 1 得证。 

易知 ( ), t
ab abG v v 是关于 abv 的二次函数，可得： 

( ) ( )
( )( )

( )( )
( )( )

T
1

T T
arg min ,

ab

abt t t t ab
ab ab ab ab abv

ab ab
t
ab

U XF v
v G v v v v

U UV U UV

v

+
∆′

= = − =
∆ ∆



 

        (28) 

该式恰是更新规则式(19)，故而定理 1 得证。篇幅所限，关于 U 的证明不再赘述。 

6. 数值实验 

本节使用本文提出的 ( ),r cL NMF 算法进行图像聚类实验，并与 K-means、NMF 算法[2]和 2,1L NMF 算

法[9]以及 GNMF 算法[10] (正则项参数根据文献设定为 10)进行图像聚类效果比较，实验使用的数据集是

Yale、ORL。 

6.1. 数据集介绍 

Yale 包含 15 个人，每个人不同表情、姿态和光照下的 11 张人脸图像，共 165 张图片，每张图片大

小为 32 × 32。 
ORL 包含 40 个人，每个人不同表情、姿态和光照下的 10 张人脸图像，共 400 张图片，每张图片大

小为 32 × 32。 

6.2. 评估指标 

本文以广泛使用的聚类精度(ACC)、归一化互信息(NMI)作为评估指标[11] [12]。 
聚类精度(ACC)定义如下： 

( )( )1 ,
ACC

n
i ii s map r
n

δ
==

∑  

其中 is 是样本点的真实标签， ir 是算法得到的该样本点的聚类标签，n 是数据样本总数， ( ),x yδ 定义如

下： 
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( )
1,

,
0,

x y
x y

x y
δ

=
=  ≠

 

( ).map 是置换映射函数(permutation mapping function)，Kuhn-Munkres 算法可以得到最佳映射[13]。 
记 C 为真实标签集合，C′为算法获得的聚类标签，两者的互信息(mutual information)定义如下： 

( ) ( ) ( )
( ) ( )2

,

,
, , log

i j

i j
i j

c C c C i j

p c c
MI C C p c c

p c p c′ ′∈ ∈

′
′ ′=

′∑  

其中 ( )ip c 和 ( )jp c′ 分别是从数据集中任意选取一个样本，该样本属于 ic 和 jc′所在类的概率，而 ( ),i jp c c′
则表示任意选取一个样本，该样本同属于 ic 和 jc′所在类的联合概率(joint probability)。 

归一化互信息(NMI)定义如下： 

( )
( ) ( )( )

,
max ,

MI C C
MI

H C H C
′

=
′

 

( )H C 、 ( )H C′ 分别是 C、C′的熵(entropies)。 [ ]0,1MI ∈ ，若两集合相同，则 1MI = ；两集合无关，

则 0MI = 。 

6.3. 参数设置 

本文提出的 ( ),r cL NMF 需要根据原始图像数据的大小来确定𝑟𝑟和𝑐𝑐的值。在实验所用的 Yale 和 ORL 数

据集中，每个样本向量表示一张 32 行、32 列的原始图像，这两个数据集上 32r = ， 32c = 。 
本文的数值实验环境为：Matlab 2016a，11th Gen Intel(R) Core(TM) i7-11800H @ 2.30GHz 2.30 GHz，

16.00GB 内存，Windows1164 位操作系统。 
具体步骤如下： 
步骤一：从数据集中随机选取 k 类样本； 
步骤二：使用算法 1 对选取的样本数据矩阵进行分解得到 V； 
步骤三：使用 k-means 算法对 V 进行聚类； 
步骤四：计算 ACC 和 NMI 两个聚类指标。 
重复上述步骤 15 次，记录 ACC 和 NMI 的平均值。 
 

Table 1. Experimental results of three algorithms on the Yale dataset 
表 1. 三种算法在 Yale 数据集上的实验结果 

ACC (%) NMI (%) 

k K-means NMF 2,1L NMF GNMF ( ),r cL NMF K-means NMF 2,1L NMF GNMF ( ),r cL NMF 

2 71.52 71.52 87.58 72.73 90.91 26.43 18.35 48.91 19.54 57.68 

3 52.93 59.19 60.81 58.59 61.21 23.97 35.65 38.29 32.51 33.17 

4 45.91 48.48 49.7 49.24 48.48 26.69 27.05 31.71 27.65 30.59 

5 42.67 49.82 48.24 53.30 49.21 26.74 33.28 33.47 34.53 37.4 

6 41.21 49.8 46.46 47.47 49.7 31.78 36.62 32.34 37.09 39.4 

7 44.42 49.18 46.67 47.62 51.69 38.01 40.14 39.54 38.43 43.59 

8 49.17 50.45 49.39 48.11 49.47 47.74 48.13 46.08 45.76 46.34 

9 39.46 39.12 40.94 41.08 45.66 40.68 38.09 38.73 40.68 41.58 
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Continued 

10 36.12 40.91 41.33 40.61 43.03 36.75 37.73 41.04 38.28 41.59 

11 39.61 37.69 42.81 33.88 43.09 42.72 39.35 43.97 35.73 45.47 

12 40.25 39.8 41.46 40.15 45.56 43.82 41.57 43.34 41.49 47.66 

13 40 40.7 37.76 41.03 42.05 45.68 43.2 41.59 43.39 44.82 

14 38.83 39.83 39.96 37.66 40.65 45.78 43.76 44.99 41.83 45.44 

15 38.63 39.31 38.55 36.97 42.42 46.64 45.65 44.21 44.86 47.25 

Avg. 44.33 46.84 47.97 46.31 50.22 37.38 37.75 40.58 37.26 42.99 

 
Table 2. Experimental results of the three algorithms on the ORL dataset 
表 2. 三种算法在 ORL 数据集上的实验结果 

ACC (%) NMI (%) 

k K-means NMF 2,1L NMF GNMF ( ),r cL NMF K-means NMF 2,1L NMF GNMF ( ),r cL NMF 

14 55.48 61.9 63.25 57.86 71.05 69.19 73.93 75.17 72.42 80.29 

16 53.75 62.87 67.33 62.71 63.25 70.84 76.56 79.23 77.57 76.37 

18 57.67 63.78 65.37 64.07 67.3 74.91 78.32 77.78 78.78 80.05 

20 54.57 64.7 63.97 64.67 65.67 71.53 78.51 78.31 77.25 81.06 

22 56.06 63 63.88 63.64 65.79 73.4 78.51 79.2 78.66 80.18 

24 55.11 61.03 62.31 59.03 61.28 73.08 76.99 76.88 75.69 77.09 

26 55.33 60.15 61.69 60.38 62.18 73.91 76.76 77.88 75.80 79.1 

28 56.76 63.45 62.05 60.71 62.67 76.14 78.82 77.59 77.74 78.58 

30 52.02 56.27 57.16 57.56 60.29 72.17 75.2 76.06 76.95 77.91 

32 51.73 56.71 57.04 54.90 58.67 72.63 76.28 76 74.99 76.71 

34 51.04 56.31 58.53 54.41 62.63 72.65 75.97 77.07 75.28 79.44 

36 51.7 57.81 55.65 57.87 56.65 73.44 77.56 76.19 77.70 76.71 

38 52.75 59.02 58.84 61.93 61.18 74.62 78.84 78.49 79.80 80.37 

40 50.12 55.55 56.15 55.67 58.45 73.6 75.53 75.9 75.76 77.34 

Avg. 53.86 60.18 60.94 59.67 62.64 73.00 76.98 77.26 76.74 78.65 

7. 结论 

本文定义了具有鲁棒性且兼顾原始数据图像空间结构的 ( ),r cL 函数并给出相应的 ( ),r cL NMF 算法，拟

合测试数据时目标函数具有较好的抗噪(robustness)表现，图像数据集上聚类实验结果可看出， ( ),r cL NMF
算法兼顾了原始图像数据结构，相对于 K-means、NMF 算法和 2,1L NMF 算法以及 GNMF 算法而言在 AC
和 NMI 指标下具有更好的聚类性能，实验结果见表 1、表 2。以上均证实了本文算法的有效性。 
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