
Advances in Applied Mathematics 应用数学进展, 2023, 12(3), 1022-1034 
Published Online March 2023 in Hans. https://www.hanspub.org/journal/aam 
https://doi.org/10.12677/aam.2023.123104   

文章引用: 张雨萌, 马世霞, 张欣茹. CEV模型和违约风险下具有稀疏相依风险的鲁棒最优再保险和投资策略[J]. 应用

数学进展, 2023, 12(3): 1022-1034. DOI: 10.12677/aam.2023.123104 

 
 

CEV模型和违约风险下具有稀疏相依风险的 
鲁棒最优再保险和投资策略 

张雨萌，马世霞，张欣茹 

河北工业大学理学院，天津 
 
收稿日期：2023年2月13日；录用日期：2023年3月9日；发布日期：2023年3月16日 

 
 

 
摘  要 

本文研究了一个具有稀疏相依风险的模糊厌恶保险公司(AAI)的最优再保险和投资问题。AAI通过购买比

例再保险来控制保险风险，再保险保费遵循广义期望值–方差原则，并将其财富投资于一个储蓄账户、

股票和可违约债券组成的金融市场，其中股票价格过程服从常方差弹性(CEV)模型。以终端财富的期望

指数效用最大为目标，利用随机控制方法分别建立了违约后和违约前的鲁棒Hamilton-Jacobi-Bellman 
(HJB)方程，并分别推导出鲁棒最优再保险和投资策略和相应的值函数。最后，用数值例子分析了模型

参数对鲁棒最优策略的影响并给出相应的经济解释。 
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Abstract 
This paper investigates the optimal reinsurance and investment problem with thinning dependent 
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risks for an ambiguity-averse insurer (AAI). It is assumed that AAI manages insurance risk by 
purchasing proportional reinsurance, in which the reinsurance premium is calculated by the ge-
neralized mean-variance premium principle, and its wealth is invested in a financial market con-
sisting of a saving account, a defaultable bond and a stock whose price process obeys the constant 
elasticity of variance (CEV) model. The AAI aims to maximize the expected exponential utility of 
terminal wealth. The HJB equation corresponding to the robust optimal problem is established by 
using stochastic control method, and the robust optimal strategy and value function are obtained 
for the pre-default and post-default case respectively. Finally, numerical examples are presented 
to illustrate the effects of parameters on the robust optimal strategies and the corresponding 
economic explanations are given. 
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1. 引言 

在复杂的保险业和市场环境下，保险公司面临的风险主要来源于保险业务中产生的索赔风险和金融

市场中存在的投资风险，合理地进行再保险和投资是应对风险的常用手段。许多学者致力于最优再保险

和投资问题的研究，其主要运用三种优化准则：破产概率最小化[1]、终端财富的期望效用最大化[2]以及

均值–方差准则[3]。  
目前已有大量文献研究最优再保险和投资问题，除了考虑经典的保险风险过程，具有相关保险业务

类别的风险过程也引起了学者们的关注。Liang 等[4]和 Yuen 等[5]用具有共同冲击的相依风险模型来描述

保险风险过程，Sun 等[6]和 Zhang 等[7]在 Yuen 等[5]的基础上考虑了一个具有两个(或以上)相依保险业务

的风险模型。除了上述相依风险模型，Wang 等[8]提出了稀疏相依风险模型，即：一个类别中的索赔可

能以一定概率 p 引发其他类别的索赔，其他类别的累积索赔过程是一个 p 稀疏相依过程。该模型在现实

生活中广泛存在，如一场严重的交通事故不仅会造成财产损失，还可能造成医疗费用等，Han等[9]和Zhang
等[10]即在该模型下研究了再保险和投资的优化问题。另外，传统文献中[3] [4] [5]总是假设决策者可以准

确地知道真实的概率测度，而实际上决策者对模型常有怀疑，模型参数难以精确估计。因此，考虑模糊

性是十分有必要的，Sun 等[11]和 Zheng 等[12]即在优化问题中加入了模糊性的考虑。除此之外，金融市

场的复杂性也极大地影响着再保险和投资策略的制定。一方面，金融市场中风险资产的波动率是随机的，

于是用随机波动率模型来描述更贴合现实，常见的有 Heston 模型如 Zhang 等[10]和 CEV 模型如 Wang 等

[13]，但是目前将模糊性和 CEV 模型结合来研究此类问题的文献很少。另一方面，违约债券的高回报率

吸引着众多保险公司，故考虑带违约债券的金融市场更贴近实际，如 Wang 等[14]。 
于是，受上述研究的启发，本文在稀疏相依风险模型描述的保险风险过程下研究保险公司的最优再

保险和投资策略。与 Zhang 等[10]不同的是，假设保险公司是模糊厌恶的，购买比例再保险且遵循广义

期望值–方差保费原则，风险资产的波动性用 CEV 模型描述并考虑了带违约债券的金融市场。在此基础

上，利用动态规划方法，通过采用新颖的值函数形式推导了违约后和违约前的鲁棒最优解，并通过数值

分析给出经济解释和一些建议。 
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2. 模型构建 

假设 { } [ ]( )0,
, , ,t t T

P
∈

Ω   是一个给定的完备全概率空间，并假设下面介绍的所有过程都是此空间中定

义良好的和适应的过程。 

2.1. 余额过程 

假设风险模型是由两个相依类别的保险业务组成的，保险公司的余额过程为： 

( )
( ) ( )

0
1 1

,
pN t N t

i i
i i

R t x ct X Y
= =

 
 = + − +
 
 
∑ ∑                                (1) 

式中， 0x 是初始余额，保费率 c 遵循期望值原则，即 ( ) ( )1 1 2 21 1c pλµ η λ µ η= + + + ， ( )1, 2i iη = 是安

全载荷。 iX 是第一类索赔的大小并假设{ }, 1iX i ≥ 是独立同分布的正随机变量且分布函数为 ( )XF ⋅ ，有限

的一阶矩 [ ] 1 0iE X µ= > 和二阶矩 2 2
1iE X σ  =  ， iY 是第二类索赔的大小且 [ ] 2 0iE Y µ= > ， 2 2

2iE Y σ  =  。 

索赔计数过程 ( ){ }, 0N t t ≥ 表示在 [ ]0, t 内索赔发生的数目，假定它是一个强度为 0λ > 的泊松过程，

( ){ }, 0pN t t ≥ 是 ( ){ }, 0N t t ≥ 的 p 稀疏相依过程具有强度 pλ，即第一类保险业务的每一项索赔可能会也

不可能不会引起第二类保险业务的索赔，如果发生索赔，则第一类的保险业务以概率 p 导致第二类保险

业务的索赔发生。第一类的每次索赔是否引起第二类保险业务的索赔是相互独立的，且 { }, 1iX i ≥ ，

{ }, 1iY i ≥ 和 ( ){ }, 0N t t ≥ 是相互独立的。 

保险公司为了避免大额索赔而购买比例再保险。对于每个 [ ]0,t T∈ ，比例再保险水平用风险暴露值

( ) ( )0 1,2lq t l≥ = 表示，分别对应索赔 ,i iX Y 。加入再保险策略 ( )lq t 后，保险公司的余额过程为： 

( ) ( ) ( )( ) ( )
( )

( )
( )

1 1 2
1 1

d d d d .
p

l
N t N t

q t
l i i

i i
R t c c q t t q t X q t Y

= =

=   − − −∑ ∑                    (2) 

这里采用广义期望值-方差保费原则来计算再保险保费，即： 

( )( ) ( ) ( )( )
( )

( )( )
( )

( ) ( )( )
( )

( )( )
( )

1 1 1 1 1
1 1

2 2 2 2
1 1

1

1 .
p p

N t N t

l i i i i
i i

N t N t

i i i i
i i

c q t E X q t X Var X q t X

E Y q t Y Var Y q t Y

ξ θ

ξ θ

= =

= =

   
= + − + −   

   

  
 + + −

 
 
  

 
 
 

+ − 
    

∑ ∑

∑ ∑
              (3) 

注 1 当 1 2 1 20, 0, 0ξ ξ θ θ> > = = 时，再保险保费退化到期望值保费原则。当 1 2 1 20, 0, 0ξ ξ θ θ= = > > 时，

退化到方差保费原则。 

根据 Zhang 等[10]和 Grandell [15]将索赔过程作近似，即： 
( )

( )
( )

( )1 1 1 2 2 2
1 1

d d d , d d d ,
pN t N t

i i
i i

X t W t Y p t p W tλµ λσ λ µ λ σ
= =

≈ − ≈ −∑ ∑  

则余额过程(2)可近似为扩散过程： 

( ) ( ) ( )( ) ( ) ( ) ( ) ( )1 1 2 1 1 1 2 2 2d d d d ,lq t
lR t c c q t p t q t W t q t p W tλµ λ µ λσ λ σ = − − − + +           (4) 

式中， ( )1W t 和 ( )2W t 是标准布朗运动具有相关系数 ( )1 2 1 2pρ µ µ σ σ= 。 

2.2. 金融市场 

保险公司投资于由储蓄账户，股票和违约债券组成的金融市场。储蓄账户的价格过程为： 
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( ) ( ) ( )0 0 0 0d d ,    0 ,S t rS t t S s= =                               (5) 

式中， 0r > 是无风险利率。假设股票 ( )S t 的价格过程服从 CEV 模型，即： 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )3d d d , 0 ,S t S t t S t W t S sβµ σ = + =                          (6) 

式中，µ 是期望瞬时回报率，σ 是一个正的常数，β 是弹性参数， S βσ 是瞬时波动率。这里假设 rµ > ，

0β ≥ 且 ( )3W t 与 ( )1W t ， ( )2W t 相互独立。 
注 2 当 0β = 时，CEV 模型退化到几何布朗运动(GBM)模型。 
下面介绍违约债券。令τ 是 P 测度下强度为 0Ph > 的泊松过程的第一个跳跃时间，它表示违约时间。

定义违约示性过程 ( ) { }:H t I tτ= ≤ ， 1I = 即有跳跃发生，否则其取值为 0，故 ( ) 0H t = 和 ( ) 1H t = 分别表

示违约前和违约后的情况。令 ( )( ),0tH H tσ ν ν= ≤ ≤ 和 t t tG F H= ∨ 分别表示违约过程 ( )H t 的信息流以

及 tH 和 tF 的扩大信息流，那么 ( )( ) 0
:

t
G G t

≥
= 是使得τ 为停时的最小信息流，则过程 

( ) ( ) ( )( )0
1 dP t PM t H t H s h s= − − −∫  

是在 P 测度下的 G-鞅。令 ( )1 1T T T> 为违约到期日，1 1∆ ≥ 表示违约风险溢价， [ ]0,1ζ ∈ 是违约发生时债

券的损失率。根据 Girsanov's 定理[14]，存在风险中性测度 *P  (等价于测度 P)下，在测度 *P 违约到达强

度为
*P Ph h= ∆。用 ( )1,p t T 表示违约债券的价格，

*Phδ ζ= 为风险中性测度 *P 下的信用利差，故违约

债券的价格过程为： 

( ) ( ) ( )( ) ( ) ( )( ) ( )1 1d , , d 1 1 d 1 d .Pp t T p t T r t H t t H t M tδ ζ = − + − − − ∆ − − −             (7) 

用 ( ) ( )1 2,t tπ π 表示保险公司在 t 时刻分别投资在股票、违约债券的金额。在策略 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )( )1 2 1 2, , ,t q t q t t tπ π π= 下，保险公司的财富过程为： 

( ) ( ) ( ) ( )( ) ( )
( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )
( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( )( ) ( ) ( )( )
( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( )( ) ( )

0 1
1 2 1 2

0 1

1 2 1 1 2

1 1 1 2 2 2 1 3

2

d d d ,
d

,

1 d

 d d d

 1 d .

lq

l

S t S t p t T
X t X t t t t t R t

S t S t p t T

rX t r t H t t c c q t p t

q t W t p q t W t t s t W t

t H t H t

π π

π

β

π π π π

µ π δπ λµ λ µ

λσ λ σ π σ

π ζ

= − − + + +
−

= + − + − − + − − −

+ + +

− −

           (8) 

3. 指数效用下的鲁棒最优控制 

假设保险公司的目标是在有限时间 T 内最大化终端财富的期望指数效用，即 

( )( )( ) ( ) ( )1sup sup e | ,X TE U X t E X t x
πγπ π

π π γ
−

∈Π ∈Π

 
= − = 

 
                       (9) 

其中， ( )E ⋅ 是在概率测度 P 下的期望， 0γ > 是绝对风险厌恶系数，Π是所有可行策略集。此模型中保

险公司是模糊中性的，而实际多数保险公司是模糊厌恶的，下面加入模糊性的考虑。 
假设有一个参考模型来描述保险和金融风险，并且用概率测度 P 来描述。由于参数的不确定性，保

险公司对参考模型持怀疑态度，于是考虑一些替代模型来寻找最优策略。假设替代模型和参考模型之间

的差异由概率测度的变化来描述的，定义一类绝对连续的等价于 P 的概率测度作为可替代测度

{ }Q : | ~Q Q P= 。根据 Girsanov’s 定理，对于 Q Q∀ ∈ ，存在一个过程 ( ) ( ) ( ) ( ) ( )( )1 2 3 4: , , ,k t t t t tφ φ φ φ φ= 使

得 ( )d d kQ P tφ= Λ ，其中 
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( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( )( ) ( )( )

2 2
1 1 1 2 2 2 3 30 0 0 0 0

2
3 4 40 0 0

1 1exp d d d d d
2 2

1 d ln d 1 1 d
2

k
t t t t t

t t tP

t s W s s s s W s s s s W s

s s s H s h s H s s

φ φ φ φ φ φ

φ φ φ

Λ = − + − +


− + + − − 


∫ ∫ ∫ ∫ ∫

∫ ∫ ∫
 

是一个 P-鞅。 
注 3  过程 ( ) ( ) ( ) ( ) ( )( )1 2 3 4: , , ,k t t t t tφ φ φ φ φ= 满足下面条件： 
i) ( )k tφ 是 t -可测的对每一个 [ ]0,t T∈ ， 
ii)对于 a.s. ( ) [ ], 0,t Tω ∈ ×Ω， ( ) 0k tφ > ， 

iii) ( ) 2

0

1exp d
2

T
kE t tφ   < ∞    

∫ ，其中 ( ) ( ) ( ) ( ) ( )2 2 2 2 2
1 2 3 4k t t t t tφ φ φ φ φ= + + + 。 

用Φ 表示所有过程 ( )k tφ 的集合。由 Girsanov’s 定理，在替代测度 Q 下， ( ) ( )1 2,W t W t 和 ( )3W t 变换

为标准布朗运动 ( ) ( )1 2,Q QW t W t 和 ( )3
QW t ，泊松过程的强度变为 ( )4

Ph tφ ，并且 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )1 1 1 2 2 2 3 3 3d d d , d d d , d d d .Q Q QW t W t t t W t W t t t W t W t t tφ φ φ= − = − = −  

定义 1  对任意 [ ]0,t T∈ ，策略 ( ) ( ) ( ) ( )( )1 2 1 2, , ,q u q u u uπ π π= 称为可行的，如果： 
1) π 是 u -可测的； 

2) [ ],u t T∀ ∈ ， ( ) 0lq u ≥ 和 ( ) ( ) ( ) ( )( )Q 2 2 2 2
1 2 1 2 d

T

t
E q u q u u u uπ π + + + < ∞  ∫ ； 

3) ( )X tπ 是随机微分方程(8)的唯一强解。 
令Π表示所有可行策略集。保险公司在概率测度 Q 下的财富过程为： 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )( ) ( ) ( )( )
( ) ( ) ( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )( ) ( )

1 2 1 1 2

1 1 1 2 2 2 1 3 1 1 1

2 2 2 1 3 2

1

d d

d d 1 d .

l

Q

Q Q

X t rX t r t H t t c c q t p

q t p q t t s t q t W t

p q t W t t s t W t t H t H t

π π

β

β

µ π δπ λµ λ µ

λσ φ λ σ φ π σ φ λσ

λ σ π σ π ζ

= + − + − − + − − −
+ + + +

+ + − −

          (10) 

保险公司认为参考模型 P 是真实模型的近似且可替代模型不应偏离 P 太大，故用可替代模型和参考

模型之间的距离来惩罚任何偏离。假设保险公司的目标是寻求鲁棒最优再保险和投资组合以保护自己不

面对最坏情况，根据 Maenhout [16]构建一个鲁棒最优问题来修正(9)： 

( ) ( )( ) ( ) ( )( ), , ,, , , supinf , , , d ,
T uQ

t x s h t
V t x s h E U X T u X s H u uππ

φπ ∈Φ∈Π

 = + Ψ  ∫               (11) 

式中， 

( ) ( )( ) ( )
( ) ( )( )

( )
( ) ( )( )

( )
( ) ( )( ) ( )( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( )( )

2 2
1 2

1 2

2
3 4 4 4

3 4

, , ,
2 , , , 2 , , ,

ln 1
1 ,

2 , , , , , ,
P

t t
t X t s H t

t X t s H t t X t s H t

t t t t
h H t

t X t s H t t X t s H t

π
π π

π π

φ φ

ψ ψ

φ φ φ φ

ψ ψ

Ψ = +

− +
+ + −

 

且期望 ( ), , ,
Q
t x s hE ⋅ 是在测度 Q 下给定初始值 ( ) ( ) ( ), ,X t x S t s H t hπ = = = 计算的，较参考测度产生的偏差会

受到期望中第二项的惩罚，此惩罚项取决于由扩散风险和跳跃风险产生的相对熵。参考 Wang 等[14]的附

录 A，相对熵从 t 到 dt t+ 的增量为： 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )( ) ( )2 2 2
1 2 3 4 4 4

1 1 1 ln 1 1 d .
2 2 2

Pt t t t t t h h tφ φ φ φ φ φ 
 

+ −


+ + + −                (12) 
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下面利用动态规划方法解决优化问题(11)。鲁棒最优问题的 HJB 方程为： 

( ) ( ) ( )( ){ },supinf , , , , , , 0,V t x s h t X t s H tπ φ π

φπ ∈Φ∈Π
+Ψ =                        (13) 

具有边界条件 ( ) ( ), , ,V T x s h U x= ，变分算子 , Vπ φ 如下： 

( ) ( ) ( )( )

( )

( ) ( ) ( )

,
1 2 1 1 2 1 1 1 2 2 2

1 2 2 2 2 2 2 2
1 3 3 1 1 1 2 2 1 2 1 2

2 2 2 2 2 1
1 4 2

1

1 2
2

1 1 , , ,1 , , ,0 .
2

t x l

s xx

P
ss xs

V V V rx r h c c q t p q p q

s V s s V s q p q p q q

V s s V h h V t x s V t x s

π φ

β β β

β β

µ π δπ λµ λ µ λσ φ λ σ φ

π σ φ µ σ φ π σ λσ λ σ λ µ µ

σ π σ φ π ζ

+

+ +

= + + − + − + − − − + +

+ + + + + + +

+ + + − − −



    

  



 

为了易于处理，参考 Maenhout [16]提出的观点， ( ) ( ), 1, 2,3, 4k t kψ ∈ 状态相依即 

( ) ( )( ), , , , , ,k kt x s h V t x s hψ β γ= − ， 0kβ ≥ 是模糊厌恶系数( 0kβ = 表示模糊中立)。 

4. 鲁棒最优问题的解 

对违约后和违约前的情况，分别推导了 HJB 方程(13)的显式解和相应的值函数。 

4.1. 违约后的情况 

投资在违约债券的金额为 0， ( )2 0tπ = 。将 1h = 代入(13)得： 

( ) ( )( )

( )

1 1 1 2 1 1 1

2 2 2 2 2 2 2
2 2 2 1 3 1 1 1 2 2 1 2 1 2

22 2
2 2 2 2 2 1 31 2

3 1
1 2 3

supinf

1 2
2

1 0.
2 2 2 2

t x l

xx

s ss xs

V V rx r c c q t p q

p q s V s q p q p q q

VV VsV s s V s V

φπ

β β

β β β

µ π λµ λ µ λσ φ

λ σ φ π σφ σ π λσ λ σ λ µ µ

γφγφ γφ
µ σφ σ σ π

β β β

∈Φ∈Π

+ +

+ + − + − − − +

+ + + + +


 



   +

+ + + + − − − =


             (14) 

根据(14)的结构和边界条件，推测值函数为如下形式： 

( ) ( ) ( ){ } ( )2
1 1

1, , ,1 exp e ,r T tV t x s x J t s g tβγ γ
γ

− −= − − +                       (15) 

式中， ( ) ( )1 1,g t J t 是满足 ( ) ( )1 10, 1J T g T= = 的函数且使得(15)是(13)的解。 
将 ( ), , ,1V t x s 和其各偏导代入(14)，并对 ( )tφ 利用一阶最优条件得到： 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )* * *
1 1 1 1 2 2 2 2 3 3 1 1e , e , e .2r T t r T t r T tt q t p q t s s Jβ βφ λβ σ φ λ β σ φ β σ π β− − − −= − = = − + 

 −   (16) 

再将(16)代回 HJB 方程，根据一阶最优条件得到： 

( )
( )( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )

( )
( )( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )
( )

( )

2 *
1 1 1 1 1 2 2*

1 2 2
1 1 1 1 1

2 *
2 2 2 2 1 2 1*

2 2 2
2 2 2 2 2

2
3 1*

1 2 2
3

1 2 e
,

2 1 e

1 2 e
,

2 1 e

2
e .

r T t

r T t

r T t

r T t

r T t

p q t
q t

q t
q t

r J t
t

s β

ξ µ θ σ γ µ µ

ξ θ σ γ β σ

ξ µ θ σ γµ µ

ξ θ σ γ β σ

µ β γ β σ
π

γ β σ

−

−

−

−

− −

+ + −
=

+ + +

+ + −
=

+ + +

− − +
=

+

                    (17) 

引理 1 记函数 ( ) ( )( )1 2, ,W t q t q t 为： 
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( ) ( )( ) ( ) ( )( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

22 2 2 2 2
1 1 1 2 2

2 22 2 2 2
1 2 1 2 1 2

1 2

1 1 2 2

1, , e e
2

2 e e ,
2 2

r T t r T t
l

r T t r T t

W t q t q t c q t q t p q t

p q t q t q t p q t

γ λγ σ σ

γ γµ µ β λσ β λ σ

− −

− −

  = + + 

+ + +

       (18) 

是关于 ( ) ( )1 2,q t q t 的凸函数，其存在唯一的最优解 ( ) ( )1 2,q t q t∗ ∗ 。 
证明：函数关于 ( ) ( )1 2,q t q t 的一阶偏导数和二阶偏导数如下： 

( ) ( ) ( ) ( )( )
( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( )( )
( ) ( ) ( ) ( ) ( )

2
1 1 1 1 1 1

1

2 22 2 2
1 1 1 2 2 1 1 1

2
2 2 2 2 2 2

2

2 22 2 2
2 2 1 2 1 2 2 2

e 1 2 1 1

         e e ,

e 1 2 1 1

          e e

r T t

r T t r T t

r T t

r T t r T t

W q t
q

q t p q t q t

W p q t p
q

pq t p q t pq t

γ ξ λµ ξ θ λσ

γ λ σ λ µ µ γβ λ σ

γ ξ λ µ ξ θ λ σ

γ λ σ λ µ µ γβ λ σ

−

− −

−

− −

∂
= − + + + −

∂

 + + + 
∂

= − + + + −
∂

  

  

 + + +  ,

 

( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( )

( )

2
2 22 2 2 2

1 1 1 1 1 12
1

2
2 22 2 2 2

2 2 2 2 2 22
2

2 2
22

1 2
1 2 2 1

2 e 1 e e ,

2 e 1 e

.

e ,

e

r T t r T t r T t

r T t r T t r T t

r T t

W
q

W p p p
q

W W p
q q q q

γ ξ θ λσ λγ σ λγβ σ

γ ξ θ λ σ λ γ σ λ γβ σ

λ µ µ γ

− − −

− − −

−

∂
= + + +

∂

∂
= + + +

∂

∂ ∂
= =

∂ ∂ ∂ ∂

 

Hessian 矩阵为：

2 2

2
1 21

2 2

2
2 1 2

W W
q qq

H
W W

q q q

 ∂ ∂
 ∂ ∂∂ =  ∂ ∂  ∂ ∂ ∂ 

，故 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( )

22 2 2 2 2 2
1 1 1 1 1 2 2 2 2 2

32 3 2 2
1 2 1 1 2 2 1 2

2
42 4 1 1 2

2
1 2 2

2 1 2 1

        2 1 2 1

        

r T t r T t r T t

r T t r T t

r T t

H pe e e

pe e

p
e

p

λ γ ξ θ σ β σ ξ θ σ β σ

γ λ σ σ ξ θ ξ θ β β

σ µ µ
λ γ

µ µ σ

− − −

− −

−

   = + + + +   
 + + + + + + 

+

 

根据前面参数设置可知此值前两项均大于 0，最后一项中的行列式根据柯西不等式可得到大于 0，故

0H > ，Hessian 矩阵正定， ( ) ( )( )1 2, ,W t q t q t 是关于 ( ) ( )1 2,q t q t 的凸函数。再利用初等不动点定理可得

( )1q t∗ 和 ( )2q t∗ 的唯一。 
将(17)代回 HJB 方程，得到值函数 ( ) ( )1 1,J t g t 满足如下的随机微分方程： 

( ) ( ) ( )
( )

2

1 1 2
3

2 0,
2

r
J t rJ t

γ µ
γ βγ

γ β σ
−

′ − − =
+

                             (19) 

( ) ( )( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( )

22 2 * 2 * * *1
1 1 2 1 1 2 2 1 2 1 2

1

2 2

2 22 22 2 * 2 *
1 1 1 1 2 2 2

1e e 2
2

1 12 1 e e 0.
2 2

r T t r T t
l

r T t r T t

g c c q t p q p q p q q
g

J t q p q

γ λµ λ µ γ λσ λ σ λ µ µ

β β γσ γβ λσ γβ λ σ

− −

− −

    
′
− − − − + + +

+ +



+ + =
     (20) 

结合边界条件 ( ) ( )1 10, 1J T g T= = 得到： 
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( ) ( )
( )

( )( )
2

2
1 2

3

e 1 ,
4

r T tr
J t

r
βµ

β σ γ β
− −−

= −
+

                         (21) 

( ) ( ) ( )( )( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( )

2* 2 2 *
1 1 1 2 1 1

2 * * * 2
2 2 1 2 1 2 1

2 2

2

2

22 * 2 *
1 1 1 2 2 2

2

1exp e e
2

           2 2 1

1 1           e e d .
2 2

T r T u r T u

t

r T u u

l

r T

c u u

u

g t c q p q

p q p q q Ju

u

u

u

u

q qu p

γ λµ λ µ γ λσ

λ σ λ µ µ β β γσ

γβ λσ γβ λ σ

− −

− −

  = − − +  −


+ + + +

+ + 

−






∫

           (22) 

4.2. 违约前的情况 

对于违约前， 0h = ，HJB 方程转化为： 

( ) ( )( )

( ) ( ) ( )

1 2 1 1 2 1 1 1

2 2 2 2 2 2 2
2 2 2 1 3 1 1 1 2 2 1 2 1 2

2 2 2 2 2 1
3 1 4 2

2
1

supinf

1 2
2

1 , , ,1 , , ,0
2

2

t x l

xx

P
s ss xs

V V rx r c c q t p q

p q s V s q p q p q q

sV s s V s V h V t x s V t x s

V

φπ

β β

β β β

µ π π δ λµ λ µ λσ φ

λ σ φ π σφ σ π λσ λ σ λ µ µ

µ σφ σ σ π φ π ζ

γφ
β

∈Φ∈Π

+ +

 + + − + + − − − + 

+ + + + + +

 + + + + + − − 

−

    

( )22
4 4 432

1 2 3 4

ln 1
0,

2 2
PVVV h

φ φ φγφγφ
γ

β β β
− + − − − =


          (23) 

具有边界条件 ( ) ( ), , ,0 1 e xV t x s γγ −= − 。猜测值函数有如下形式： 

( ) ( ) ( ){ } ( )2
0 0

1, , ,0 exp e ,r T tV t x s x J t s g tβγ γ
γ

− −= − − +                        (24) 

式中， ( ) ( )0 0,J t g t 满足 ( ) ( )0 00, 1J T g T= = 。 
将 ( ), , ,0V t x s 和其各偏导代入(23)，并对 ( )tφ 利用一阶最优条件得到： 

( ) ( )

( ) ( )

( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( )( )( )

*
1 1 1 1

*
2 2 2 2

*
3 3 1 0

* 24 1
4 2 1 0

0

e

e

e 2 ,

exp exp 1 .

,

,

r T t

r T t

r T t

r T t

t q

t p q

t s s J

gt e J t J t s
g

β β

β

φ λβ σ

φ λ β σ

φ β σ π β

βφ γζπ γ
γ

−

−

− −

− −

= −

= −

 = − + 
   = + − −  
   

                  (25) 

将对(23)代回 HJB 方程，对π 求一阶偏导得到鲁棒最优策略： 

( )
( )( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )

( )
( )( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )
( )

( )

( )
( )

( )

2 *
1 1 1 1 1 2 2*

1 2 2
1 1 1 1 1

2 *
2 2 2 2 1 2 1*

2 2 2
2 2 2 2 2

2
3 0*

1 2 2
3

* 20
2 1 0*

1 4

1 2 e
,

2 1 e

1 2 e
,

2 1 e

2
e ,

e ln .

r T t

r T t

r T t

r T t

r T t

r T t

p q t
q t

q t
q t

r J t
t

s

gt J J s
g

β

β

ξ µ θ σ γ µ µ

ξ θ σ γ β σ

ξ µ θ σ γµ µ

ξ θ σ γ β σ

µ β γ β σ
π

γ β σ

π γ
γζ φ

−

−

−

−

− −

− −
−

+ + −
=

+ + +

+ + −
=

+ + +

− − +
=

+

 
= − − ∆ 

                         (26) 
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再将(25)代回 HJB 方程并分离变量可得： 

( ) ( ) ( )
( )

( )
2

0 0 1 02
3

2 0,
2

r
J t rJ t J J

γ µ δγ βγ γ
ζγ β σ

−
′ − − + − =

+
                       (27) 

( ) ( )( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( )

2* 2 2 * 2 *0
2 1 1 2 1 1 2

0

2 2* * 2 2 * 2 *
1 2 1 2 0 1 1 1 2 2

*
* 4

1

2

2

4

2

4

2
2

2

1ln e e
2

1 12 2 1 e e
2 2

1
ln 0.

r T t r T t
l

r T t r T t

P

g
g c c q t p q p q

g

p q q J t q p q

g h

δ γ λµ λ µ γ λσ λ σ
ζ

λ µ µ β β γσ γβ λσ γβ λ σ

φδ φ γ
ζ β

− −

− −

′
− − − − − + +

+ + + + +


 

−
+ ∆ + =

          (28) 

求解得到 ( ) ( ) ( )1 0J t J t J t=  ，那么 ( ) ( )* 0
2 *

1 4

1 ln e r T tg
t

g
π

γζ φ
− −=

∆
。 

由于 ( )0 0g t > ，为得到 ( )0g t ，设 ( ) ( )0
0 eg tg t = ，结合边界条件 ( )0 0g T = ，有： 

( )
( ) ( ) ( ) ( )( )( ) ( ) ( )(

( ) ( ) ( )) ( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( )

2* 2 2 *
0 1 1 2 1 1

22 * * * 2 2 *
2 1 2 1 2 0 1 1 1

*
22 * * 4

2 2 1 4

2

4

2

2
2

2
2

1e e e e
2

12 2 1 e
2

11 e ln d ,
2

T t T uT r T u r T u
lt

r T u

r T u P

u

u u

u

g t c c q u p q

p q p q u q u J u q

p q g h u

δ δ
ζ ζ γ λµ λ µ γ λσ

λ σ λ µ µ β β γσ γβ λσ

φδγβ λ σ φ γ
ζ β

− − −
− −

−

−

= − − − − +

+ + + + +

−
+ + ∆ + 



∫

     (29) 

将 ( )*
4 tφ 和 ( )*

2 tπ 结合起来，得到非线性方程： 

( ) ( ) ( )* * *
4 4 4ln 0,P

P t t h t
h
γ δφ φ φ

ζ
+ − =                                (30) 

引理 2 设 ( )4,G t φ 定义为 ( ) ( ) ( ) ( )4 4 4 4, ln P
PG t t t h t

h
γ δφ φ φ φ

ζ
= + − ，则存在一个 ( )*

4 tφ 使 ( )*
4, 0G t φ = 。 

证明：证明类似于 Zhang 等[2]的引理 1，这里省略。 
最后，综合违约后和违约前的情况可得到鲁棒最优策略以及值函数的表达式。 
定理 1 在模糊厌恶情况下的鲁棒最优再保险–投资策略以及值函数为： 

( ) ( ){ } ( ) ( ){ }

( ) ( ) ( )
( )

( ) ( ) ( )
{ }

( ) ( )
( ) ( ){ } ( ) ( ) ( ){ } ( )2 2

0 1

* 0 * 0
1 1 2 2

2
3* * 0

1 22 2 *
3 1 1 4

e e

max ,0 ,   max ,0 ,

2 1,   ln e ,

1 1, , , 1 e e ,
r T t r T t

r T t r T t
t

x J t s g t x J t s g t

q t q t q t q t

r J t gt e t I
s g

V t x s h h h
β β

τβ

γ γ γ γ

µ β γ β σ
π π

γζγ β σ φ

γ γ

− −− −

− − − −
>

− + − +

= =

− − +
= =

+ ∆

= − +

 

式中， 

( )
( )( ) ( ) ( )( )

( )

2 2
1 1 1 1 2 1 2 2 2 2 20

1 22 2 2
1 2 1 2

1 2 e 1 2
,

e

r T t

r T t

A p
q t

A A p

ξ µ θ σ γ µ µ ξ µ θ σ

γ µ µ

−

−

+ + − + +
=

−
 

( )
( )( ) ( ) ( )( ) ( ) ( )( )

( )( )
2 22

1 2 1 1 1 1 2 1 2 2 2 2 22 2 2 20
2 22 2 2

2 2 1 2 1 2

e 1 2 e 1 21 2
,

e

r T t r T t

r T t

A p
q t

A A A A p

γµ µ ξ µ θ σ γ µ µ ξ µ θ σξ µ θ σ

γ µ µ

− −

−

 + + − + ++ +  = −
−
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( ) ( ) ( ) ( )2 22 1 e 1,2r T t
i i i i i iA iξ θ σ γ β σ −= + + + = ， 

( ) ( )1,J t g t 和 ( ) ( )0
0 eg tg t = 见(21)、(22)、(29)。 

定理 2 如果存在 ( ), , ,V t x s h 和一个控制策略 ( )* *,π φ 满足 HJB 方程(13)，则 ( )* *,π φ 是最优策略并且

( ), , ,V t x s h 是相应的值函数。 
证明：证明类似于 Sun 等[11]，这里不再赘述。 

5. 数值分析 

本节进行数值分析说明部分参数对鲁棒最优再保险和投资策略的影响。参数设置如下： 

1 2 1 2 1 2

1 2 1 2 1 2

3 4

10, 5, 0.05, 2, 0.08, 0.5, 1.5, 1, 3, 2,
2, 1.5, 02, 0.25, 0.25, 0.3, 1, 1.5, 1.5,

2, 2, 2, 0.125, 0.2, 0.4, 0.25, 0.5.P

T t r
p

h s

λ µ µ µ η η θ θ
ξ ξ σ σ σ β β β

β β γ δ ζ

= = = = = = = = = = =
= = = = = = = = =

= = = = = = ∆ = =
 

首先分析鲁棒最优再保险策略。如图 1 所示 ( )*
1q t 和 ( )*

2q t 均随着时间 t 的增加而增加，说明随着时

间的推移，保险公司将从保险业务和投资中获得大量财富，提升承担保险风险的能力，从而提高风险保

留水平 ( )*q t 即降低再保险比例。另外分析了风险规避系数 γ 的影响，从图 2 可以看出：随着 γ 的增大，

保险公司会降低风险保留水平 ( )*q t ，相对保守地购买再保险来减少自身的潜在索赔。 
最后分析鲁棒最优投资策略。 3β 表示保险公司对扩散风险的模糊厌恶程度，如图 3 所示， 3β 越大，

保险公司对参考模型的可信度就越低，因此投资于股票的财富数量就会越少。图 4 反映了弹性参数 β 对

( )*
1 tπ 的影响，在 ( ) 2 1S t = > 时，最优策略 ( )*

1 tπ 会随着 β 的增加而减少，而当 ( ) 2 1S t = > 时，投资于股

票的最优策略 ( )*
1 tπ 会增加。图 5 说明了违约债券 ( )*

2 tπ 与不同参数之间的关系。随着损失率ζ 的增加，

保险公司投资于违约债券的资金有所减少，这与损失率较高会导致债券回收值降低的事实是一致的。随

着信用利差δ 的增长，保险公司会更多地投资违约债券获取高额利润。 
保险公司总是希望在风险尽可能低的情况下获得更多的收益，风险厌恶程度影响着其决策，上述分

析恰恰给出了模糊厌恶型保险公司在不同参数变化下的正确决策倾向，有利于其在复杂的金融市场条件

下开展保险业务和资产管理。 
 

 

Figure 1. The situation of ( )*q t  with time 

图 1. ( )*q t 随时间 t 的变化情况 
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Figure 2. The effect of γ  on ( )*q t  

图 2. 参数 γ 对 ( )*q t 的影响 

 

 

Figure 3. The effect of 3β  on ( )*
1 tπ  

图 3. 参数 3β 对 ( )*
1 tπ 的影响 

 

 

Figure 4. The effect of β  on ( )*
1 tπ  

图 4. 参数 β 对 ( )*
1 tπ 的影响 
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Figure 5. The effects of parameters δ  and ζ  on the 
strategy ( )*

2 tπ
 

图 5. 参数δ 和 ζ 对违约债券投资策略 ( )*
2 tπ 的影响 
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