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摘  要 

本文针对非平底地形上的浅水波方程组，提出了一种高精度熵稳定有限体积格式。首先，我们构造了一

个具有二阶精度的well-balanced的半离散熵守恒格式，该格式满足给定熵对的熵恒等式，并精确地保持

静水稳态。本文的关键点是使通量梯度和源项的离散化相互匹配；其次，二阶熵守恒格式的可负担熵守

恒通量对于最终的高阶格式也是至关重要的。然后，以二阶熵守恒格式为基本模块，实现了高阶

well-balanced的半离散熵守恒格式。第三，通过在现有的熵守恒格式中添加适当的耗散项，提出了高阶

精度的well-balanced的半离散熵稳定格式，该耗散项基于标度熵变量的加权本质非振荡重构，以克服熵

守恒的数值振荡。最后，使用Runge-Kutta方法对半离散格式进行时间积分，以实现最终格式。用大量

的数值结果说明所提出的格式满足离散熵不等式，具有良好的平衡性，保持了光滑解的真正高阶精度，

并且能够很好地捕获稳态下的小扰动。  
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Abstract 
This article develops a high-order accurate entropy stable finite volume scheme for the shallow 
water equations over non-flat bottom topography. Firstly, we construct a second-order accurate 
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well-balanced semi-discrete entropy conservative scheme, which satisfies the entropy identity for 
the given entropy pair and maintains the still water steady states exactly. The key idea is to make 
both discretizations for the flux gradient and the source term match each other. Secondly, afforda-
ble entropy conservative fluxes of the second-order entropy conservative schemes are also critical 
for the ultimate high-order scheme. Then, high-order well-balanced semi-discrete entropy conserv-
ative scheme is achieved by taking the second-order entropy conservative schemes as a building 
block. Thirdly, the high-order accurate well-balanced semi-discrete entropy stable schemes are 
proposed by adding a suitable dissipation term to the existing entropy conservative scheme based 
on the weighted essentially non-oscillatory reconstruction of the scaled entropy variables to sup-
press the numerical oscillations of the entropy conservative scheme. Finally, the semi-discrete 
scheme is integrated in time using the Runge-Kutta approach to achieve the eventual scheme. Ex-
tensive numerical results strongly indicate that the proposed scheme satisfies the discrete entro-
py inequality, is well-balanced, keeps the genuine high-order accuracy for smooth solutions, and 
can well capture small perturbations according to the steady state.  
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1. 引言 

浅水波方程组(SWE)广泛用于描述在重力和底部地形影响下的浅水流(如河流和海岸流、湖泊流、潮

汐等)，其垂直维度远小于水平维度。其一维形式为 

( ) ( ), ,
∂∂

+ = −
∂ ∂

b
t x

F UU S U                                 (1) 

其中守恒变量 ( )T,= h huU ，物理通量 ( )
T

2 21,
2

 = + 
 

hu hu ghF U ，以及源项 ( ) ( )T, 0,= xb ghbS U 。其中， 

( ),h x t 表示流体的高度， ( ),u x t 表示流体速度的深度平均， ( )b x 表示底部地形， 9.812=g 表示重力常数。

特别的，方程组(1)满足下面的静水稳态方程 

0, Constant.= + =u h b                                 (2) 

实际上，由于控制方程的高度非线性，方程组(1)的理论分析非常困难。因此，高阶格式的数值求解

是解决这些问题的有效方法，并在计算流体力学领域引起了广泛关注[1] [2] [3]。SWE 高阶格式的代表性

研究(1)主要包括：动理学格式[4]、气体动理学格式[5]、中心迎风格式[6]、加权基本非振荡(WENO)格式

[7]-[16]、Hermite WENO 格式[17]、中心格式[18] [19] [20] [21]、Runge-Kutta 间断 Galerkin (RKDG)方法

[22] [23] [24]、ADER (Arbitrary DERivatives in space and time)格式[25] [26]、谱元法[27]、Godunov 方法[28] 
[29]、无网格伽辽金法[30]、中心–迎风格式[31] [32]、ADER 间断伽辽金(ADER-DG)法[33]。 

此外，非线性双曲守恒律(如方程组(1))一般没有精确解。因此，需要定义弱解。不幸的是，这种弱

解可能不是唯一的。事实上，熵条件从所有可能的弱解中筛选物理相关解方面起着重要作用。此外，物
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理相关解也称为熵解。 
定义 1. (熵函数[34])严格凸函数 ( )η U 称为方程组(1)的熵函数，如果存在相关的熵通量 ( )q U ，使得 

( ) ( )T ,′ ′=q U V F U                                     (3) 

其中 ( )Tη′=V U 称为熵变量， ( ),η q 称为熵对。 
对于给定的熵对 ( ),η q ，将(1)的两端乘以 TV ，其光滑解满足以下熵恒等式 

( ) ( ) ( )T S , ,
η∂ ∂

+ = −
∂ ∂

q
b

t x
U U

V U                               (4) 

然而，在出现间断解的情况下，上述恒等式(4)不再成立。特别地，如果对于所有给定的熵对 ( ),η q ，能

使 

( ) ( ) ( )T S , ,
η∂ ∂

+ ≤ −
∂ ∂

q
b

t x
U U

V U                               (5) 

在分布意义上成立，则(1)的弱解 U 被称为熵解(或物理相关解) [34]。 
通常，熵恒等式(4)和熵不等式(5)都被称为熵条件。理论上，熵条件对于双曲平衡定律(如(1))的适定

性非常重要；数值上，满足(5)所述离散熵不等式的高阶格式可以提高其自身的鲁棒性。因此，对于给定

的熵对，构造满足离散熵不等式(5)的数值格式具有重要意义。满足离散熵不等式的格式也称为熵稳定格

式。近年来，熵稳定格式受到了广泛的关注。浅水波方程组的高阶熵稳定(ES)格式主要包括：间断 Galerkin
谱元法[35]，节点间断 Galerkin 方法[36]，间断 Gallerkin (DG)方法[37] [38]，有限差分格式[39] [40]。 

本文的主要目的是提出非平底地形上一维和二维 SWE 的高阶 ES 格式。通过对非平底地形进行适当

的离散化，提出了两点熵守恒(EC)通量来构造满足熵恒等式的半离散二阶精确平衡 EC 格式。然后，以

上述两点 EC 格式为构建块，相应地实现了高阶 well-balanced 的 EC 格式。然而，EC 格式可能会在间断

性周围产生数值振荡。为了克服这一缺点，考虑到尺度熵变量，使用 WENO 重构将一些合适的耗散项添

加到 EC 通量中，以实现满足半离散熵不等式的高阶精确平衡 ES 格式。半离散 EC 格式和 ES 格式都与

高阶 Runge-Kutta 方法相结合，用于时间离散。 
本文的组织如下：在第 2 节中，我们给出了一维 SWE 的平衡 EC 有限体积格式。随后，我们在第 3

节中将所提出的格式扩展到二维领域。在第 4 节中，我们给出了大量的数值示例，以证明所得格式的性

质。最后，第 5 节得出了相关结论。 

2. 一维 EC 格式的构造 

为方便起见，原始控制方程(1)可以改写如下 

( )
,

∂∂ ∂
+ = −

∂ ∂ ∂
b

t x x
F UU G                                  (6) 

其中 ( )T0,= ghG 。这里，对于一维 SWE (6)，我们将总能量作为数学熵函数[34] [40] 

( ) ( )2 21 ,
2

η η= = + +hu gh ghbU  

以及由下式给出的熵变量 

( ) ( )
T

T 21 , .
2

η  ′= = + − 
 

g h b u uV U  
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因此，考虑到一致条件(3)，熵通量为 

( ) 3 21 .
2

= = + +q q hu gh u ghubU  

此外，我们还定义了熵势ψ 如下 

( ) ( )T 21 .
2

ψ = − =q gh uV F U U  

2.1. EC 格式 

首先，我们将空间域划分为均匀网格，其中 0 1< < < Nx x x 作为网格节点以及空间步长取为

1−∆ = −i ix x x 。我们首先用数值通量 1
2

+


i
F 构造 EC 格式。(6)的半离散有限体积格式具有以下形式 

( )1 1
2 2

i
d 1 ,
d + −

= − − +
∆

 

i i it x
U F F S                                (7) 

iS 是源项的近似值，其中 

{ }{ }
[ ]

{ }{ }
[ ]1 1

2 2
1 1 1 1
2 2 2 2

1 1: ,
2 2

+ −

+ + + −

      
= + = − −

 

i i
i i i i i

b b

x x
GS GS S                    (8) 

其中 { }{ } ( )1 1
2

1
2 ++

= +i ii
a a a 表示 a 在点 1

2
2

+
= + ∆iix x x 的平均值。此外， 1

2+


iF 是在点 1
2

2
+

= + ∆iix x x 处近似

物理通量 ( )F U 的数值通量。 

特别地，对于一些与给定熵通量 q 一致的数值熵通量 1
2+



iq ，如果(7)的解满足以下半离散熵恒等式，

则格式(7)被称为 EC 

( ) ( )1 1
2 2

d 1 0
d
η

+ −
+ − =
∆

 i i iq q
t x

U                                 (9) 

并且数值通量 1
2+


i
F 被相应地称为 EC 通量。事实上，格式(8)依赖于等式(4)表示离散状态。 

下面的引理引入了给定的半离散格式(7)为 EC 的充分条件，以及源项的离散化。 
引理 1. 半离散格式(7)是 EC 并具有二阶精度，如果(7)中使用的一致两点数值通量 ( )1

2
1: , ++

=

i iiF F U U
满足 

[ ] [ ] { }{ } { }{ } [ ]T
,ψ     = +      g h u bV F                             (10) 

其中 { }{ } ( ) [ ]1 1
1 ,
2 + + = + = − i i i ia a a a a a 。(8)中的数值熵通量 1

2+


iq 具有以下形式 

{ }{ } { }{ } { }{ } [ ] [ ]1 11 1 1 1 1
2 22 2 2 2 2

T 1 .
4

ψ
+ ++ + + + +

   = − −    



i ii i i i i
q g h u bV F                   (11) 

证明：将(7)的两端左乘以 T
iV 得到 

( ) { }{ }
[ ]

{ }{ }
[ ]

( ) { }{ } [ ] { }{ } [ ]

1 1
2 2

1 1 1 1
2 2 2 2

1 1 1 11 1
2 2 2 22 2

T

T

d 1 1 1
d 2 2

1 1 1      .
2 2

η + −

+ − + −

+ − + −+ −

        = − − − −
 ∆ ∆ ∆
 
    = − − + +    ∆  

 

 

i ii
i i ii i i i

i i ii i i ii i

b b
gu h gu h

t x x x

gu h b gu h b
x

V F F

V F F

 

右侧可以进一步重新排列如下 
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( ) { }{ } [ ] { }{ } [ ]

{ }{ } [ ] { }{ } [ ]

{ }{ } [ ]( ) { }{ } [ ] { }{ } [ ]( ) { }{ } [ ]

{ }{ }

1 1 1 11 1
2 2 2 22 2

1 11 11 1
2 22 22 2

1 1 1 11 1 1 1
2 2 2 22 2 2 2

11
22

T

T T

T

1 1
2 2

1 1
2 2

1 1   
2 2

i i ii i i ii i

i ii ii i

i i i ii i i i

ii

gu h b gu h b

g u u h b g u u h b

+ − + −+ −

+ −+ −+ −

+ + − −+ + − −

++

   − + +   

      = − − −         

       + − + −       

=

V F F

V V F V V F

V F

 

 

 [ ] { }{ } [ ]( ) { }{ } [ ]

{ }{ } [ ] { }{ } [ ]( ) { }{ } [ ]

1 1 11 1 1
2 2 22 2 2

1 11 1 11 1 1
2 22 2 22 2 2

T

TT

1 1
2 2

1 1   
2 2

i i ii i i

i ii i ii i i

g u u h b

V g u u h b

+ + ++ + +

− −− − −− − −

     − + −     

     − − + −     

V F

V F F



 

 

{ }{ } [ ] { }{ } { }{ } [ ]

{ }{ } [ ]( ) { }{ } [ ]

{ }{ } [ ] { }{ } { }{ } [ ]

{ }{ } [ ]( ) { }{ } [ ]

11 1 11 1
22 2 22 2

1 11 1
2 22 2

11 1 11 1
22 2 22 2

1 11 1
2 22 2

T

T

1 1
2 2

1   
2

1 1   
2 2

1   
2

ψ

ψ

++ + ++ +

+ ++ +

−− − −− −

− −− −

   = − −   

   + −    

   − − −   

   + −    





ii i ii i

i ii i

ii i ii i

i ii i

g h u b

g u u h b

g h u b

g u u h b

V F

V F
 

{ }{ } [ ] { }{ } { }{ } [ ]

{ }{ } [ ] { }{ } { }{ } [ ]

{ }{ } [ ] { }{ } { }{ } [ ]

{ }{ } [ ] { }{ } { }{ } [ ]

11 1 11 1
22 2 22 2

11 1 11 1
22 2 22 2

11 1 11 1
22 2 22 2

11 1 11 1
22 2 22 2

T

T

T

1 1
2 4

1 1   
2 4

1
4

1   
4

ψ

ψ

ψ

ψ

++ + ++ +

−− − −− −

++ + ++ +

−− − −− −

   = − −   

   − − −   

    = − −     

   − − −   









ii i ii i

ii i ii i

ii i ii i

T

ii i ii i

g h u b

g h u b

g h u b

g h u b

V F

V F

V F

V F

1 1
2 2

,
+ −

 
 
 

= − 

i iq q

 

其中 { }{ } [ ]1 1
2 2

1
2+ +
 = −  i i i

a a a 和 { }{ } [ ]1 1
2 2

1
2− −
 = −  i i i

a a a 用于第一个等式；条件(9)用于第二个等式； 

[ ] [ ] { }{ } { }{ }1 11 1
2 22 2

1 1
2 2 + −+ −
   + = −    i ii i

a a a a 用于第三等式。因此，格式(7)是 EC，并有以 ( )1 1
2 2

1++ +
= + 

i ii iF F U U

为数值通量形式。 
此外，由于使用了二阶中心差分，源项的离散化也是二阶精确的。此外，[41]中的结果表明，通量梯

度的离散化也是二阶精度的。因此，格式(7)以及 ( )1 1
2 2

1++ +
= + 

i ii iF F U U 是二阶精确的。 
接下来，我们给出满足条件(9)的 EC 通量。 
定理 2. 对于一维 SWE(1)，以下数值通量 

{ }{ } { }{ }

{ }{ } { }{ } { }{ }2 2

2

 
 =  + 
 



h u

gh u h
F                               (12) 

是 EC 通量，并且与(1)中的物理通量 ( )F U 一致。 
证明：这里，关键在于应用以下恒等式 

[ ] { }{ } [ ] [ ] { }{ },     = +     ab a b a b  
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并用其等效形式重写下面的跳转 

[ ] [ ] [ ] { }{ } [ ] [ ]( )

[ ] { }{ } { }{ } [ ] { }{ } [ ]

TT

2

, ,

1 .
2

g h g b u u u

g h u h g h uψ

         = + −         

     = +     

V
 

接下来，我们将上述表达式代入(9)，并得到 

[ ] [ ] { }{ } [ ]( ) [ ]

{ }{ } { }{ } [ ] { }{ } [ ] { }{ } { }{ } [ ]

{ }{ } { }{ } { }{ } [ ] { }{ } { }{ } { }{ } [ ]

[ ] [ ] { }{ } [ ]( ) { }{ } { }{ } [ ] { }{ } { }{ } { }{ }

1 2

2

2 2

1
2

  

1 .
2

g h g b u u u

g h u h g h u g h u b

h u u u h u u u

g h g b u u h u u h u g h

       + − ⋅ + ⋅       

     = + +     

   − +   

        = + − ⋅ + ⋅ +          

F F 

 

然后，通过比较相同跳跃的系数，我们得到以下等式 

[ ] [ ] { }{ } [ ]( ) [ ] [ ] { }{ } [ ]( ) { }{ } { }{ }1 ,           + − ⋅ = + − ⋅           
g h g b u u g h g b u u h uF  

[ ] [ ] { }{ } { }{ } { }{ }22 21 .
2

    = +      
u u h u g hF  

并有 

{ }{ } { }{ }1 ,= h uF  

{ }{ } { }{ } { }{ }22 21 .
2

= + h u g hF  

最终获得了(11)中的数值通量。 
备注 1：此外，还容易验证 EC 通量(11)与物理通量 ( )F U 一致。实际上，在(11)中，设 

( ) ( ) ( ), , , , , ,= =L L L R R Rh u b h u b h u b 并有 

1 2 2 21, .
2

= = + hu hu ghF F  

2.2. Well-Balanced 性质分析 

在这里，我们简要总结了当前格式的 well-balanced 性质，并得出以下定理。 
定理 2. 具有 EC 通量(11)的当前格式(7)是 well-balanced 的，因为它保持了静水稳定状态(2)。换句话

说，对于给定的初始条件 0, Constant,≡ + ≡ ∀i i iu h b i ，(7)的解满足 

( )d d0, 0.
d d

≡ ≡i ih hu
t t

 

证明：首先，在假设 0, Constant≡ + ≡i i iu h b ，我们可以从(11)中发现 1 0=F ，并根据(7)验证 

d 0.
d

≡ih
t

 

之后得到 
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( ) ( )
{ }{ } { }{ }

{ }{ } { }{ } { }{ } { }{ }( )
{ }{ } { }{ } { }{ } { }{ }( ) { }{ } { }{ }( )

{ }{ } [ ] { }{ } [ ] { }{ } { }{ }( )
{ }{ } { }{ }

1 1
2 2

1 1
2 2

1 11 1 2 22 2

1 1 1 1 1 1
2 2 2 2 2 2

1 1 1 11 1
2 2 2 22 2

1
2

2 2

2 2

1 1

d 1
d

1 1
2 2

1 1
2 2

+ −

+ −

+ −+ −

+ + − − + −

+ −+ − + −+ −

+

−
= − − −

∆ ∆
 = − − + − ∆  

− − + − 
    = − + + −     ∆  

−

 

i i
ii i i

i ii i

ii i i i i i

i ii i i ii i

i

b b
hu

t x x
g h h hb hb
x

h b h b h b b

g h h h h h b h b
x

h b

F F G

{ }{ } { }{ }( )1 1 1
2 2 2+ − −

− i i i
h b

 

        

{ }{ } [ ] { }{ } [ ] { }{ } [ ] { }{ } [ ]

{ }{ } [ ] { }{ } [ ]( )
1 1 1 11 1 1 1
2 2 2 22 2 2 2

1 11 1
2 22 2

1 1 1 1
2 2 2 2

2
0,

+ − + −+ − + −

+ −+ −

           = − + + +           ∆     
    = − + + +    ∆  

≡

i i i ii i i i

i ii i

g h b h h h b h b
x
g h h b h h b

x
 

其中第二个等式中使用了 { }{ } { }{ } { }{ } [ ] { }{ } [ ]1 11 11 1 2 22 22 2

2 21 1 1 1
2 2 2 2+ −+ −+ −

   − = +   i ii ii i
h h h h h h 。最后一个等式是

由于 [ ] 0 + ≡ h b ，因为 Constant, i+ = ∀i ih b 。因此，该格式如所要求的那样是 well-balanced 的。 

2.3. 熵稳定格式 

我们知道，对于双曲守恒定律或平衡守恒定律，熵恒等式只能适用于光滑解。换句话说，由于激波

等间断的存在，熵是不守恒的。更重要的是，熵守恒格式可能在间断处产生非物理震荡。这些现象促使

我们提出满足给定熵对的离散熵不等式的熵稳定格式。特别是熵稳定格式可以抑制熵守恒格式在强间断

处产生的数值振荡。根据[41]的想法，在此采用的主要措施是在熵守恒通量 1
2+



iF 上增加一个耗散项，然后

采用如下形式得到熵稳定通量 

[ ]1 1 1 1
2 2 2 2

1ˆ ,
2+ + + +

 = −  


i i i i
F F D V                               (13) 

满足 

[ ] [ ] [ ] [ ] { }{ }( )T ˆ 0,ψ       − − − ≤       g hbu hb bV F                       (14) 

其中 D 是一个半正定矩阵。 
在此，我们采用 

T ,= ΛD R R                                      (15) 

其中，R 表示雅可比矩阵
∂
∂

F
U

的右特征向量的矩阵，且当 1 2λ λ λ< < < m 时， ( )1 2, ,λ λ λΛ = , mdiag

是的特征值。 
结合(13)中的数值通量 F̂ 和(8)中源项的离散化，得到最终格式 

( )1 1
2 2

d 1 ˆ ˆ .
d + −

= − − +
∆i ii it x

U F F S                               (16) 

以下定理表明，高阶精确格式(16)满足熵离散不等式，因此是熵稳定的。 

https://doi.org/10.12677/aam.2023.124197


刘仁迪 等 
 

 

DOI: 10.12677/aam.2023.124197 1915 应用数学进展 
 

定理 4. 高阶精确格式(16)是满足熵稳定的，即，其满足以下熵离散不等式 

( ) ( )1 1
2 2

d 1 ˆ ˆ 0,
d
η

+ −
+ − ≤
∆i i iq q

t x
U  

这里的数值熵通量是由 

{ }{ } [ ]1 1 11 1
2 2 22 2

T1ˆ .
2+ + ++ +

 = −  

i i ii i
q q V D V  

证明：使用 T
iV 左乘(16)并运用(11)后，得到 

( ) ( ) [ ] [ ]( )
( )

{ }{ } [ ] [ ] { }{ } [ ] [ ]

1 1 1 11 1
2 2 2 22 2

1 1
2 2

1 11 11 1 1 1
2 22 22 2 2 2

T T

T TT T

d 1 1
d 2

1               

1 1 1                  
2 2 2

η
+ − + −+ −

+ −

+ −+ −+ + − −

   = − − + −   ∆ ∆

= − −
∆

          + − − +          ∆    

 

 

i i ii i i ii i

i i

i ii ii i i i

q q
t x x

q q
x

x

U V D V V D V

V V D V V V D V

{ }{ } [ ] { }{ } [ ]

[ ] [ ] [ ] [ ]( )
1 1 1 11 11 1
2 2 2 22 22 2

1 11 1 1 1
2 22 2 2 2

1
2

T T

T T

1 1 1              
2 2

1                
4

1 ˆ ˆ              :

+ + − −+ −+ −

+ −+ + − −

+


 
 

       = − − − −       ∆     

       − +       ∆

= − −
∆

 

i i i ii ii i

i ii i i i

i

q q
x

x

q q
x

V D V V D V

V D V V D V

( ) [ ] [ ] [ ] [ ]( )1 1 11 1 1 1
2 2 22 2 2 2

T T1 ,
4− + −+ + − −

       − +       ∆i i ii i i ix
V D V V D V

   (17) 

其中 { }{ } [ ]1 1
2 2

TTT 1
2+ +
 = −  i i i

V V V 和 { }{ } [ ]1 1
2 2

TTT 1
2− −
 = +  i i i

V V V 已经在第二个等式中使用。由(15)中矩阵 D 的

正定性，可得如下不等式 

[ ] [ ]11 1
22 2

T T
0,

±± ±
    ≥   ii i

V D V  

这里的数值熵通量是由 

( ) ( )1 1
2 2

d 1 ˆ ˆ 0.
d
η

+ −
+ − ≤
∆i i iq q

t x
U  

2.4. 时间离散 

半离散格式(7)可以表示为 

( ) ( )1 1
2 2

d 1 ˆ ˆ: .
d + −

= = − − +
∆i i ii it x

U F U F F S                           (18) 

另外，时间离散采用传统的 Runge-Kutta 方式， 
( ) ( )
( ) ( ) ( )( )( )

( ) ( )( )( )

1

2 1 1

2 21

,

3 1 ,
4 4
1 2 .
3 3

+

= + ∆

= + + ∆

= + + ∆

n n

n

n n

t

t

t







U U U

U U U U

U U U U

                           (19) 

2.5. 格式总结 

这里的数值熵通量是由对于一维方程组(1)，所提格式(16)的具体步骤总结如下： 
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1) 首先，我们获取点{ } 1+

N
i i

U 的值。 
2) 构造如(12)所示的高阶熵守恒通量。 
3) 通过将耗散项加到原始熵守恒通量(12)上，构造高阶熵守恒通量(13)。 
4) 通过公式(8)源项离散。 
5) 得到半离散格式(18)。 
6) 使用 Runge-Kutta 方法更新到下一个时间层(19)。 
7) 重复步骤(2)-(6)。 

3. 二维方程组  

在本节中，我们将一维 ES 格式(16)拓展到以下二维 SWES 

( ) ( ) 1 2 ,
∂ ∂∂ ∂ ∂

+ + = − −
∂ ∂ ∂ ∂ ∂

F G b b
t x y x y

U UU S S                          (20) 

同时有 

( ) ( )2 2

2 2

1, , ,
2

1
2

            = = + =            +   

huh hu
hu hu gh huv
hv huv hv gh

U F U G U  

( ) ( )1 2

0 0
, , , 0 ,

0

   
   = =   
   
   

U b gh U b
gh

S S  

其中 v 表示 y 方向上的速度。特别的，二位方程组(20)保持了下面静水稳态解 

0, Constant.= = + =u v h b                                 (21) 

这里我们要处理一个矩形空间域 [ ] [ ], ,Ω = ×a b c d 并在一个均匀的笛卡尔网络中 

( ), , 0,1, , ; 0,1, ,= ⋅⋅⋅ = ⋅⋅ ⋅i j x yx y i N j N 其空间步长为 1 1,− −∆ = − ∆ = −i i i ix x x y y y ，这相当于用 

0 1= < < < =

xNa x x x b 并且 0 1= < < < =

yNc y y y d 。 
与一维情况类似，我们取下列熵函数 

( ) ( )2 2 21, ,
2

η = + + +b hu hv gh ghbU  

还有下面的熵变量 

( ) ( )
T

T 2 21 1' , , .
2 2

η  = = + − − 
 

g h b u v u vV U  

相应的在 x-，y-方向上的熵变量定义为 

( ) ( )

( ) ( )

3 2 2

3 2 2

1 1 ,
2 2
1 1 .
2 2

= + + +

= + + +

x

y

q U hu gh u ghub hu v

q U hv gh v ghvb hv u
                         (22) 

与一维情况类似，在 x-和 y-方向上的二阶 EC 通量为 
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( )

{ }{ } { }{ }

{ }{ } { }{ } { }{ }
{ }{ } { }{ } { }{ }

( )
{ }{ } { }{ }

{ }{ } { }{ } { }{ }

{ }{ } { }{ } { }{ }

2 2

2 2

,
2

.

2

 
 
 = = + 
 
 
 
 
 
 

= =  
 
 + 
 

 

 

h u

gh u h

h u v

h v

h v u

gh v h

F F U

G G U

 

然后再 EC 通量上加上适当的耗散项产生高阶 ES 通量，如下所示， 

1 1 1 1 1 1
2 2 2 2 2 2

1 1 1 1 1 1
2 2 2 2 2 2

2
, , , , , ,

2
, , , , , ,

1ˆ ˆ ,
2

1ˆ ˆ ,
2

α

α

+ + + + + +

+ + + + + +

= −

= −

kth pth
i j i j i j i j i j i j

kth pth
i j i j i j i j i j i j

F F S R w

G G S R w
                       (23) 

当 k 为偶数时 2=p k ，当 k 为奇数时 ( )1 2= +p k 。这里跳跃 1 1
2 2, ,

,
+ +i j i j

w w 分别在 x-和 y-方向上通

过 WENO 重构得到，并且黏度 1
2 ,α

+i j 和 1
2,α

+i j 分别在 x-和 y-方向上选取。 
此外，对于源项，我们首先对原想中的倒数进行近似，如下所示， 

( ) ( )

( ) ( )

1 1
2 2

1 1
2 2

2 2 2
, ,

,

2 2 2
, ,

,

1 ,

1 ,

+ −

+ −

∂
− = Β + ∆

∆ ∂

∂
− = Β + ∆

∆ ∂

 

 

pth pth p
i j i j

i j

pth pth p
i j i j

i j

bb b O x
x x

bb b O y
y y

 

并且 

( )

( )

1
2

1
2

2
, ,,

1 0

2
, ,,

1 0

,

.

α

α

− − ++
= =

− − ++
= =

= +

= +

∑ ∑

∑ ∑





p p
pth p

r i s j i s r ji j
r s

p p
pth p

r i j s i j s ri j
r s

b b b

b b b
 

然后我们用下面的形式近似源项， 

( )
( )

1 1
2 2

1 1
2 2

1
1 2 2

, ,
,

2
2 2 2

, ,
,

,

.

+ −

+ −

∂
− ≈ − −

∂ ∆

∂
− ≈ − −

∂ ∆

 

 

ij pth pth
i j i j

i j

ij pth pth
i j i j

i j

SbS b b
x x

SbS b b
x x

                             (24) 

最后我们得到(20)的半离散 ES 有限体积格式，格式如下， 

( ) ( )1 1 1 1
2 2 2 2

1 1 1 1
2 2 2 2

, , , ,

1 22 2 2 2~ ~ ~ ~
, , , ,

d 1 1 ˆ ˆˆ ˆ
d

            ,

+ − + −

+ − + −

= − − − −
∆ ∆

   
− − − −   
∆ ∆   

kth kth kth kth
ij i j i j i j i j

pth pth pth pth
ij ij

i j i j i j i j

U F F G G
t x y

S S
b b b b

x y

                      (25) 

结合(23)中的 ES 通量 1
2 ,

ˆ
+
kth

i jF 和 1
2,

ˆ
+

kth
i jG 以及(24)中对源项的离散化。 

此外，(25)对时间的离散化也使用了龙格-库塔方法(19)。 
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4. 数值结果 

在本节中，我们将通过计算不同算例来测试当前格式的性能。在所有的计算中我们采用五阶 WENO
重建(即 5=k )，采用 3=p 。因此我们得到了五阶精度的 ES 通量。总之，我们得到了具有五阶精度的空

间离散化的半离散格式。此外，为了保证数值的稳定性，我们取 Courant-Friedrichs-Levy (CFL)数值为 0.6。 

4.1. Well-Balanced 性质的测试 

首先我们应用一个例子[9] [42] [43] [44]和下面初始条件， 

[ ]0 m s   and  10 m,   0,10 m= + = ∈u h b x  

数值证明了良好的性质。我们考虑了两个不同的底部：第一个是光滑的 

( ) ( )225exp 5 m,
5

 = − − 
 

b x x  

第二个底部是间断的 

( )
4 m     if 4 8 m,
0 m     otherwise.

≤ ≤
= 


x
b x  

表 1 和表 2 分别给出了解在 0 s=t 和 0.5 s=t 之间的数值误差。很明显所有的误差都在机器精度的同

一量级，因此实现了预期良好平衡的性能。 
 
Table 1. Numerical errors of the example in Section 4.1 over a smooth bottom 
表 1. 算例 4.1 节在光滑底部上的数值误差 

Precision 
L1 error L2 error L∞ error 

h hu h hu h hu 

Single 4.0531E−07 5.0753E−05 4.3962E−07 2.0011E−05 4.7683E−07 1.7393E−05 

Double 4.8849E−016 1.3453E−013 6.5869E−016 5.4104E−014 8.8817E−016 6.6202E−014 

Quadruple 4.2370E−34 1.0502E−31 5.7132E−34 4.1977E−32 7.7037E−34 3.7583E−32 

 
Table 2. Numerical errors of the example in section 4.1 over a discontinuous bottom 
表 2. 算例 4.1 在间断底部上的数值误差 

Precision 
L1 error L2 error L∞ error 

h hu h hu h hu 

Single 2.8332E−07 9.6354E−07 3.2775E−07 9.2332E−07 7.8214E−07 5.2364E−07 

Double 3.4775E−15 6.0128E−016 2.7901E−15 1.3445E−015 5.3291E−15 3.0064E−015 

Quadruple 9.6563E−32 5.4347E−32 4.3928E−32 4.3928E−32 5.9284E−32 3.9258E−33 

4.2. 精度测试  

接下来，我们使用[9] [42] [43] [44]中的一个例子，以及下面的底部地形和下面的初始条件 

( ) ( )
( ) ( )( )( ) [ ]

( )( ) ( )( )

2

2

sin m,

,0 5 exp cos 2 m,   0,1 m

,0 sin cos 2 m s,

=

= + ∈

=

π

π

π

b x x

h x x x

hu x x
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来测试精度的顺序。 
由于解析解无法得到，我们首先需要在一个 12,800 单元的精细网格上计算这个例子直到 0.1 s=t ， 然

后将得到的数值解作为参考。随后，我们计算 0.1 s=t 时的 1L 误差，并根据参考解得到精度阶数，如表

3 所示。 
 
Table 3. L1 error and orders of accuracy for the example in Section 4.2 
表 3. 算例 4.2 的 L1误差和精度阶数 

Cells 
h hu 

L1 error Order L1 error Order 

10 1.0857E−01  6.0932E−01  

20 2.1038E−02 2.37 1.3431E−02 2.18 

40 3.2465E−03 2.70 3.2804E−03 2.03 

80 5.6119E−04 2.53 4.5159E−03 2.86 

160 3.5251E−05 3.99 2.9981E−04 3.91 

320 1.4480E−06 4.61 1.2316E−05 4.61 

640 4.5688E−08 4.99 3.8618E−07 5.00 

1280 1.5081E−09 4.92 1.2748E−08 4.92 

 
说明预期的五阶精度明显达到。 

4.3. 定常流的扰动问题  

在这里，本例用于数值测试当前格式根据给定稳态[45]-[50]在凹凸形状底部地形上捕捉小扰动的能力。 

( ) ( )( )( ) [ ]0.25 cos 10 1.5 1 m      if 1.4 1.6 m,
    0, 2 m.

0 m                                                otherwise

 − + ≤ ≤= ∈
π

 ,

x x
b x x  

认为初始条件是对静水稳态的一个小扰动，即 

( )
( )( )
( )( )

( )
1 m       if 1.1 1.2 m,

,0     and   ,0 0 m s,
1 m             otherwise

ε − + ≤ ≤= =
− ，

b x x
h x u x

b x
 

其中 0ε > 。在这里，我们考虑两种不同情况：对于大脉冲 0.2 mε = ；对于单独的小脉冲 0.001 mε = 。 
随着时间的推移，初始扰动分解为两个向不同方向运动的脉冲。图 1 和图 2 给出了 0.2 s=t 时，在

200 哥单元网格上两种情况的数值解。这两个脉冲即使是在相对粗糙的网格上都得到了很好的解析，并

且与参考文献[9] [50] [51]中的结果一致。 

4.4. 矩形凸起上的溃坝问题 

然后，我们来数值模拟一个矩形底部上的溃坝问题[7] [9] [14] [51]。其中，初始条件为 

( )
( )( )
( )( )

[ ]

( )

20 m       if 750 m,
,0     0,1500 m,

15 m       otherwise,

,0 0 m s,

 − ≤= ∈
−

=

b x x
h x x

b x

u x
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Figure 1. Surface level h + b (left) and water discharge hu (right) of the examples in section 4.3 at t = 0.2 s 
图 1. 在 t = 0.2 s 时，4.3 节算例的表面水位 h + b (左)和排水(右) 

 

 
Figure 2. Free surface level h + b of the example in section 4.4 at t = 15 s (left) and t = 60 s (right) 
图 2. 在 t = 15 s (左)和 t = 60 s (右)时，在 4.4 节算例中的自由表面能级 h + b 

 
底部地形呈矩形 

( )
8 m       if 750 1500 8 m,
0 m       otherwise.
 − ≤= 


x
b x  
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图 2 分别给出了 15 s=t 和 60 s=t 时的数值解。显然目前格式得到了很好的数值解，与参考值和[7] [9] 
[14] [51]中的数值解一致。 

4.5. 驼峰底部上的定常流 

进一步，通过一个广泛应用的实例[52]对所提出的格式进行验证。实际上，本例基于给出的初始条件

对跨临界流和次临界流进行数值模拟 
( ) ( ) [ ],0 0.33 m   and   ,0 0 m s,    0, 25 m= = ∈h x u x x  

底部地形呈驼峰状 

( ) ( )( )20.2 0.05 10 m   if 8 12 m,

0 m                                   otherwise.

 − − ≤ ≤= 


x x
b x  

随后，我们在具有 200 个单元的网格上计算该例子，并计算至 200 s=t ，施加不同的边界条件。此

外，我们还展示了从[53]中得到的精确解，以便更好地进行比较。 
 算例 A：无激波的跨临界流动 

上游边界的流量 21.53 m s=hu ，下游边界的水深 0.66 m=h 。图 3 中算例 A 结果表明，数值计算结

果能够和实际结果吻合。 
 

 
Figure 3. Surface level h + b in section 4.5 at t = 200 
图 3. 在 t = 200 时，第 4.5 节中的表面水位 h + b 
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 算例 B：带激波的跨临界流动 
上游边界的排水量 20.18 m s=hu ，下游边界的水深 0.33 m=h 。图 3 中算例 B 结果表明，数值解与

精确解具有良好的一致性，且无伪振荡。 
 算例 C：亚临界流 

其中，上游边界流量 20.18 m s=hu ，下游边界水深 2 m=h 。图 3 中算例 C 表明，数值解与精确解

拟合效果很好。 

4.6. 台阶状底部上的溃坝问题  

 算例 A： 
此外，我们实现了一个来自[54] [55]的示例以及下面的初始条件 

( )( )
( )
( )

[ ]
4,0     if 0 m,

, ,0      10,10 m
1,0      otherwise,

x
h u x x

≤= ∈ −


 

并超过一个台阶形状的底部 

( )
0 m    if 0 m,
1 m    otherwise.

≤
= 


x
b x  

随着时间的推移，这个数值算例产生了一个向左移动的稀疏薄和一个向右移动的激波。 
 算例 B： 

此外，我们使用不同的初始条件 

( )( )
( )
( )

[ ]
4,5 m         if 0 m,

, ,0       10,10 m
1, 0.9 m    otherwise

x
h u x x

≤= ∈ −
− ,

 

与上面相同的底部。随着时间推移，这个算例出现了两个向不同方向移动的冲击。 
 算例 C： 

初始条件由 

( )( )
( )
( )

[ ]
0.75, 9.49365            if 0 m,

, ,0         15,5 m
1.10594, 4.94074      otherwise

x
h u x x

− ≤= ∈ −
− ,

 

并超过一个台阶形状的底部 

( )
0 m        if 0 m,

0.2 m     otherwise,

x
b x

≤= 


                              (26) 

 算例 D： 
初始条件如下 

( )( )
( )
( )

[ ]
0.75, 1.35624            if 0 m,

, ,0        10,4 m
1.10594, 4.94074      otherwise

x
h u x x

− ≤= ∈ −
− ,

 

水体底部为(26)式。 
图 4 给出了上述情况在同一网格上 400 个单元与精确网格的数值解，很明显，两者吻合较好。 
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Figure 4. Surface level h + b of the examples in Section 4.6 
图 4. 4.6 节算例的表面 h + b 层 

5. 结论 

本文提出了一、二维非平坦地形浅水波方程的高阶精确熵稳定有限体积格式。首先，我们构造了二

阶精确的 well-balanced 的半离散熵守恒有限体积格式，同时匹配物理通量的离散化和与非平底地形有关

的源项的离散化。其次，以二阶精确熵守恒为基础，实现高阶精确均衡熵守恒格式。但熵守恒格式可能

在间断附近产生杂散振荡，因此我们在熵守恒通量中加入适当的耗散项并构造满足半离散熵不等式的高

阶半离散良好平衡的熵守恒格式。为了构造高阶耗散项，本文采用了基于缩放的熵变量的 WENO 重构。

然后，采用高阶显式 Runge-Kutta 方法实现了时间区域的离散化。最后，大量的算例表明，本文所提出的

格式保持了高阶精度，具有良好的平衡性，并能很好地捕捉到稳态下的小扰动。 
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