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摘  要 

本文主要是对有n个点直径为d的树 ( ),n dT i ，以及前
 
  2
d

棵这样的树做了排序的成果(具体内容见序言部

分)基础上重新讨论了上述树的另一种排序方法，并更进一步确定了它们的上界。 
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Abstract 

Based on the results of sorting trees ( ),n dT i with n-point diameter d and the previous  
  2
d trees 

with n-point diameter d (see the preface for details), this paper rediscusses another sorting me-
thod of the above-mentioned trees, and their upper bounds are further determined. 

 
Keywords 
Tree, Spectral Radius, Sorting, Upper Bound 

 
 

Copyright © 2023 by author(s) and Hans Publishers Inc. 
This work is licensed under the Creative Commons Attribution International License (CC BY 4.0). 
http://creativecommons.org/licenses/by/4.0/ 

  Open Access

https://www.hanspub.org/journal/aam
https://doi.org/10.12677/aam.2023.124158
https://doi.org/10.12677/aam.2023.124158
https://www.hanspub.org/
http://creativecommons.org/licenses/by/4.0/


谭荣，姜文芳 
 

 

DOI: 10.12677/aam.2023.124158 1527 应用数学进展 
 

1. 序言 

设 ( ),X V E= 是一个简单图。我们用 ( )A X 表示 X 的矩阵。称 ( ) ( )( ), detX I A Xλ λΦ = − 为 X 的特征

多项式，可简单记为 ( )XΦ 。因为 ( )A X 是对称矩阵，则它的特征值是实数。我们可以把这些特征值记

作 ( ) ( ) ( ) ( )1 2 3 nX X X Xλ λ λ λ≥ ≥ ≥ ≥ ，并且把它们称为 X 的谱。显然， 1λ 是图 G 的邻接矩阵 ( )A G 的

最大特征值，(有时也被称为指数)，并且我们将它称为图 G 的谱半径。 
无圈的连通图称为树。如果在 G 中存在 ( ),u v 路，称 u 和 v 是连通的。若在 G 中顶点 u 和 v 是连通

的，则 u 和 v 之间的距离是指 G 中 u 和 v 之间最短路的长度。G 的直径是指 G 中最远的两个顶点之间的

距离。自 1981 年 Cvetkovic 在[1]提出，根据图的最大特征值给树分类和排序这个问题以来，人们用固定

某个常量的方法研究树的谱半径，对于 n 个点的树，Hofmeister 在[2]中已经确定了它的谱半径的前五大

特征值以及这些特征值所对应的树。在[3]中 Chang 和 huang 将这个顺序增加到了第八棵树。 
设 ( ),n dT 是有 n 个点的直径为 d 的树集( 3 4d n≤ ≤ − )，Ji-Ming Guo 和 Jia-Yu Shao 在[1]中给出了 ( ),n dT

的四个子集，它们分别是 ( ) ( ),n dT i ， ( ) ( )*
,n dT i ， ( ) ( ),n dT i ， ( ) ( ), ,n dT i j 。(它们都是 n 个点的直径为 d 的树。)

并且讨论了当 4, 4n d d≥ + ≥ ， 1, 2
2 2
d di j   = + = +      

时它们的谱半径的排序问题，在这里我们介绍一下

它们的定义，并给出对应的图形，如图 1 所示。树图 ( ) ( ),n dT i 是通过一个 d 长路在第 i 个顶点处增加 1n d− −

个新的悬挂边 2 3, , ,i d i d i nv v v v v v+ +  所形成的。 ( ) ( )*
,n dT i 是通过一个 d 长路在第 i 个顶点处分别增加一个长

为 2 的路 2 3i d dv v v+ + 和 3n d− − 个新的悬挂边 4 5, , ,i d i d i nv v v v v v+ +  所形成的。 ( ) ( ),n dT i 是通过一个 d 长路在

第 i 个顶点处增加一个星图 1, 2n dK − − (其中顶点 2dv + 是星图 1, 2n dK − − 的中心点)所形成的。 ( ) ( ), ,n dT i j 是通过一

个 d 长路在第 i 个顶点处增加 2n d− − 个新的悬挂边 2 3 1, , ,i d i d i nv v v v v v+ + − ，在第 j 个顶点处增加一个悬挂

边 j nv v 所形成的。在这篇文章里，我们重新讨论了这四棵树在当 4, 4n d d≥ + ≥ ， 1, 2
2 2
d di j   = + = +      

时

的排序问题。 
 

 

( , ) ( )n dT i  

 
*

( , ) ( )n dT i  
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( , ) ( )n dT i  

 

( , ) ( , )n dT i j  

Figure 1. Tree graph 
图 1. 树图 

 

Ji-Ming Guo 和 Jia-Yu Shao 在[4]中对有 n 个点直径为 d 的树 ( ),n dT i 也进行了研究，并对前
2
d 
  

棵这

样的树做了排序，即 

( ) ( ) ( ) ( )( ) ( ) ( )( )1 1 1 1, , , ,1 3 2
2 2n d n d n d n d
d dT T T Tλ λ λ λ

         + > > > >                  
 ，其中 4n d≥ + ， 3d ≥ ， 

1, , 1, ,3, 2
2 2 2
d d di      = + −          

 。
2
d 
  

表示不超过
2
d
的最大整数，但是他们没有讨论这些树的上界。在这

篇文章里，我们重新讨论了上述树的另一种排序方法，并且确定了它们的上界。 

2. 主要结果 

在这一节里我们先给出一些引理；之后，通过它们得出我们的主要结果。 

引理 1 [4]当 3 7n d≥ + ≥ 时，有 ( ) ( )*
1 1T Tλ λ′′ > 成立，其中T ′′是树 ( ), 1, 2

2 2n d
d dT     + +        

， *T 是树

( )
*

, 1
2n d
dT    +    

。 

引理 2 [4]当 4, 3n d d≥ + ≥ 时，有 

( ) ( ) ( ) ( )( ) ( ) ( )( ) ( )1 1 1 1 1, , , ,1 3 2 .
2 2n d n d n d n d
d dT T T T Tλ λ λ λ λ

          ′′+ > > > > >                  
  

其中T ′′是树 ( ), 1, 2
2 2n d
d dT     + +        

。 

引理 3 [4]设 nP 是 1n − 长的路，则 ( ) ( )1 1

2

1,
4

n n
nP a bλ

λ
+ +Φ = −

−
，其中 

( ) ( )2 21 14 , 4 .
2 2

a bλ λ λ λ= + − = − −  

其中T ′′是树 ( ), 1, 2
2 2n d
d dT     + +        

。 
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引理 4 [5]若 1 2, , , tG G G 是图 G 的 t 个分支，则 ( ) ( ) ( ) ( ) ( )1 2, , , , ,t iG G G G Gλ λ λ λ λΦ = Φ Φ Φ = Φ∏  

引理 5 [6]设 u 是非平凡图 G 的一个顶点， 0
,k lG 是 G 通过在顶点 u 处增加两条长分别为 k 和 l 的路所

得到的图。若 1k l≥ ≥ ，则有 ( ) ( )0 0
1 , 1 1, 1k l k lG Gλ λ + −> 。 

引理 6 [7]设 1 2,T T 是有 n 个点的树集 nG 中的两棵树( 4n ≥ )，若 ( )1
2 1
3
nT  ∆ ≥ −  

，并且 ( ) ( )1 2T T∆ > ∆ ，

则 ( ) ( )1 1 1 2T Tλ λ> 。 

引理 7 [8]设 u 是 G 的一个顶点，v 表示 G 中所有与 u 相邻的顶点， ( )C u 是包含顶点 u 的所有圈集，

设 ( )V Z 是圈 Z 的顶点集，则 ( )GΦ 的特征多项式满足 

( ) ( ) ( ) ( )( ), 2
v Z

G G u G u v G V Zλ λΦ = Φ − − Φ − − − Φ −∑ ∑  

定理 8 当 4 4d n≤ ≤ − 时，按谱半径的大小给 ( ) ( ),n dT i 的排序如下： 

( ) ( ) ( ) ( )( ) ( ) ( )( )1 1 1 1, , , ,1 3 2
2 2n d n d n d n d
d dT T T Tλ λ λ λ

         + > > > >                  
 ，其中

2
d 
  

表示不超过
2
d
的最

大整数。 
证明：首先根据引理 1,6，我们有

( ) ( ) ( ) ( )
*

1 1 1 1, , , ,1 1, 2 1 1
2 2 2 2 2n d n d n d n d
d d d d dT T T Tλ λ λ λ

                       + > + + > + > +                                              
再由引理 2 容易

得到，在带有 n 个点且直径为 d 的树中，谱半径最大的树是 ( ) ( ),n dT i 。 

因此下面我们仅需对 ( ) ( ),n dT i 中的树的谱半径的排序进行讨论。由引理 5，我们容易得出结论成立。  # 

定理 9 当 4 4d n≤ ≤ − 时, ( )1 , 1 1
2n d
dT n dλ

    + < − +      
 

证明：由引理 3，4，7 容易得到 ( ), 1
2n d
dT    +    

的特征多项式为 

( )
2 2

2 2 2 22 2

2 1 2 1 2 1 2 1
1 12 2 2 2

1

2 2

d dd d
n d d d

d d d dd d d d
d d

n d a a b b

a a b a a b

λ λ

λ

   − −   − − + +   

       − + − + − − − −       + +       

  
  − + + − − +

   
 
 − − − − − +

  

 

则 ( ), 1
2n d
dT    +    

的最大特征值是方程 

( )
2 2

2 2 22 2

2 1 2 1 2 1 2 1
1 12 2 2 2

1

2 2 0

d dd d
d d

d d d dd d d d
d d

n d a a b b

a a b a a b

λ

λ

   − −   + +   

       − + − + − − − −       + +       

 
 − + + − − +
 
 

 
 − − − − − + =
 
 

 

的最大根。 

那么我们就有

2 1 2 1 2 1 2 1
2 1 12 2 2 2

2 2
2 22 2

1 2 2
d d d dd d d d

d d

d dd d
d d

n d a a b a a b

a a b b

λ
λ

       − + − + − − − −       + +       

   − −   + +   

− + + − − − − +
=

− − +
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因为 ( ) ( )2 21 14 , 4
2 2

a bλ λ λ λ= + − = − − ，是方程 2 1 0x xλ− + = 的两个根。 

设 ( ) ( ) ( ) ( )2 2
1 2

1 14 , 4
2 2

h a h bλ λ λ λ λ λ= = + − = = − −  

( )1 2

1 1 0
2 4

h λλ
λ

 
′ = + >  − 

，则 ( )1h λ 是增函数。 

( )2 2

1 1 0
2 4

h λλ
λ

 
′ = − <  − 

，则 ( )2h λ 是减函数。 

容易得出，当 4 4d n≤ ≤ − 时， 

2 1 2 1 2 1 2 1
1 1 12 2 2 2

1
2 2

2 22 2

2 2 2 2 2,
1

d d d dd d d d
d d d

dd dd d
d d

a a b a a b a
a

a a b b

       − + − + − − − −       + + +       

+   − −   + +   

− − − − + +
< =

+
− − +

 

于是
2 1 2n dλ

λ
− + +

< 。我们容易计算出 ( )1 , 1 1
2n d
dT n dλ

    + < − +      
.                        # 

3. 结论 

本文主要研究了有 n 个点，直径为 d 的树其四个子集
( ) ( ),n dT i ， ( ) ( )*

,n dT i ，
( ) ( ),n dT i ，

( ) ( ), ,n dT i j 的新

的排序方法，并给出了新的研究成果，即：进一步确定了他们的上界。这使得对于满足以上特征的树的

排序方面的研究成果更加丰满。这种排序方法所使用方法理论可尝试应用于其他树型，并得到新的成果。 
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