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摘  要 

极大子群是一类重要的子群，它的相关性质对描述群的结构起着重要的作用。结合子群的迹，并将群的

极大子群进行分类，本文利用非交换的极大子群的迹的次正规性质来研究可解群，并得到了描述群的可

解性的一个充分必要条件，将已有的结果进行了推广。 
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Abstract 
As an important class of subgroups, the maximal subgroups play an important role in characteriz-
ing the solvability of a group. In this paper, based on traces of subgroups and classifying the max-
imal subgroups, we investigated the solvability of a group by using the subnormal property of the 
traces of nonabelian maximal subgroups and obtained a necessary and sufficient condition for 
characterizing solvable groups, which generalized the existing results. 
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1. 引言 

在本文中，只考虑有限群，相关术语和符号可参考文献[1] [2] [3]。其中，G 的阶用 G 来表示， ( )Gπ

则表示 G 的全部素因子所构成的集合。用 H G≤  ( H G< )表示 H 是 G 的子群(真子群)，将 H 在 G 中的

柱心(即含于 H 中 G 的极大正规子群)记为 GH 。用U G 表示 U 是 G 的次正规子群。用 M G⋅＜ 表示 M
是 G 的一个极大子群。在此，从交换条件考虑，将极大子群进行分类，令 { }1 |M G M⋅= ＜ 是交换的 ，

{ }2 |M G M⋅= ＜ 是非交换的 。 
极大子群、准素子群对群结构有着重要的影响，很多国内外的群论学者也研究过相关的课题。例如，

1971 年，Johnson [4]证明了若群 G 的每个本原子群在 G 中具有素数方幂的指数，则 G 是超可解的。1996
年，王燕鸣[5]证明了群 G 是可解的当且仅当 G 的 c-极大子群在 G 中是 c-正规的。2019 年，鲍宏伟等[6]
分析了群 G 的超中心结构与 M-可补充准素子群的关系。同年，高百俊等[7]描述了准素子群的弱 M-可补

充性质对群 G 的合成因子的影响。2020 年，鲍宏伟等[8]研究了弱 M-可补充的准素子群和群 G 的主因子

的联系。 
另一方面，2014 年，郭文彬等[9]定义了子群的迹，并利用极大子群的迹的相关性质研究了群 G 的结

构。2021 年，何金旅等[10]利用 G 的 c-极大子群的迹的幂零性质考察了群 G 的可解性。结合以上的结果

和继续上述的研究，对于 G 的非交换极大子群，考察其迹的次正规性质对群 G 的可解性的影响。 

2. 基本概念 

定义 1 [9]假设 A G< ， GA 是 A 在 G 中的柱心。对于 G 的一个主因子 GH A ，记它是 A 的一个 G-边
界因子(或简称边界因子)。对于边界因子 GH A ， ( ) GA H A 被称为 A 的一个 G-迹(或简称迹)。 

引理 1 [9] G 是可解的当且仅当每个极大子群的迹是次正规的。 
引理 2 [1]内交换群 G 必为可解群。 
引理 3 [11]若U G ，则 ( ) ( )GSoc G N U≤ 。 

3. 主要结果 

定理：G 是可解的充分必要条件为 G 的每个非交换的极大子群的迹是次正规的。 
证明：必要性：因为 G 是可解群，所以有每个主因子皆交换，即 / GH M 交换，而 ( ) G GM H M H M≤ ，

所以 ( ) G GM H M H M  ，又 G GH M G M ，所以 ( ) G GM H M G M  。 
充分性:由于 G 的每一个非交换的极大子群的迹是次正规的，所以存在主因子 GH M 的迹 

( ) GM H M 满足 ( ) G GM H M G M  。 
情形一：如果 G 是单群，此时对于任意的 G 的极大子群 M， 1GM = 且 M 的迹是 M。 
i. 1 =∅ ，由引理 1 得 G 是可解的。 
ii. 2 =∅ ，由引理 2 得 G 是可解的。 
iii. 1M∃ ∈ ， 1M = ，所以 G 是可解的。 
情形二：如果 G 不是非交换单群，任取 G 的极小正规子群 L，考虑商群G L ，对任意 M L G L< ⋅ ，

则 M G< ⋅ 。进一步，令 GH M ，( ) GH M M ，分别是 M 的边界因子和迹，则 ( ) ( )G L
H M L M L 是
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M L 的迹。 

i. 若G L 的所有极大子群 M L 都是交换的，则根据引理 2，G L 是可解的。 
ii. 若G L 存在极大子群是非交换的，则 M 也是非交换的。根据已知条件，M 的迹 ( ) GM H M 满

足 ( ) G GM H M G M  。因此，M L 的迹 ( ) ( ) ( ) ( )G GG L
H M L M L H M L M L H M M= ≅   。

由已知条件，( ) G GM H M G M  ，进而，( ) ( ) ( )G L G L
H M L M L G L M L  。因此，G L 满足

命题条件，对 G 使用归纳法，G L 是可解的。 

① 若 L 是可解的，由扩张闭性质，G 是可解的。 
② 若 L 是不可解的，则 ( ) 3Lπ ≥ ，取极大素因子 ( )r Lπ∈ ， 5r ≥ ，令 R 是 L 的一个 Sylow-r 子群，

M 是 G 的一个极大子群，满足 ( )GN R M≤ 。由 Frattini 论断， ( )GG LN R LM= = 。 
若 L 不唯一，则可取两个极小正规子群 1L 和 2L 。根据前面的讨论， 1G L 和 2G L 是可解的。进而，

( )1 2G L L 是可解的，G 是可解的。 
若 L 唯一，则 1GM = 。由([12]，定理 X.8.13)可知， 2M ∈ ，由已知条件 L M 是次正规的，由引

理 3， ( )GL N L M≤  ，又 L M M  ，所以 ( )GG LM N L M= ≤  ，即 L M G  这与 L G 矛盾。 
综上所述，得证。 

4. 定理推论 

推论 1 若 G 的每个非循环的极大子群的迹是次正规的，则 G 是可解的。 
推论 2 若 G 的每个非交换的极大子群的迹是正规的，则 G 是可解的。 
推论 3 若 G 的每个非循环的极大子群的迹是正规的，则 G 是可解的。 
推论 4 若 G 的每个非交换的极大子群的迹是 s-拟正规的，则 G 是可解的。 
推论 5 若 G 的每个非循环的极大子群的迹是 s-拟正规的，则 G 是可解的。 

5. 结束语 

本文主要利用非交换极大子群的迹的次正规性质得到了可解群的一个充分必要条件。作为应用，得

到了一些直接推论；同时，在某种程度上，将文献[9]中相关的结果进行了推广。 
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