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摘  要 

在本文中，我们从统计角度研究带有伯努利反馈的Geo/Geo/1队列。考虑了经典和贝叶斯框架下的参数

和系统性能的估计。我们尝试研究各种排队特征的一致最小方差无偏估计量(UMVUE)和封闭的贝叶斯估

计量。此外，我们进行了蒙特卡洛模拟，结果表明所构建的估计器具有大样本收敛特性，可用于近似有

限样本中的性能度量，估计器选择没有绝对最优，但封闭形式的贝叶斯估计器在统计实践中更受欢迎，

结果为我们在不同系统性能估计场景下最优估计器的选择提供了指导。 
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Abstract 
In this paper, we consider a Geo/Geo/1 queue with Bernoulli feedback from the statistical pers-
pective. The estimations of parameters and system performances under classical and Bayesian 
frameworks are considered. We attempt to study the uniform minimum-variance unbiased esti-
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mators (UMVUEs) and the closed Bayesian estimators for various queueing characteristics. In ad-
dition, we conduct Monte Carlo simulations and the results show that the estimators have large 
sample convergence characteristics and can be used to approximate performance measures in fi-
nite samples. The estimator selection is not absolute optimal, but the closed form Bayesian esti-
mator is more popular in statistical practice. The results provide guidance for us to choose the op-
timal estimator in different application scenarios. 
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1. 介绍 

排队论在许多现实情况的设计和分析中起着至关重要的作用。它为分析人员提供了评估排队现象并

做出适当决策的工具。对于电话交换系统和计算机网络，离散时间排队模型比连续时间排队模型更适合

模拟消息传输过程。实际上，在许多通信系统中，时间轴被分成相等的间隔，称为时隙。当信息(客户)
到达时，它们被存储在缓冲区中。信息的服务(转换)仅在时隙边界开始。 

当系统受到外部干扰时，错误的消息会被重新发送。考虑到上述情况，反馈可以作为一种调度机制。

Takacs [1]首先研究了瞬时伯努利反馈队列。Atencia和Moreno [2]首先在离散时间系统上研究了这种机制。 
之前的大量研究讨论了 Geo/Geo/1 队列的平衡状态和性能指标[3] [4] [5] [6]。队列的关键性能被表示

为系统参数的函数。有了这些结果，系统管理员就可以有效地设计系统来合理配置资源并获得预期收入。

而对于客户来说，利用观察到的信息来估计未知参数可以帮助他们做出最优决策。从客户的角度来看，

对未知参数或排队性能度量的估计是有意义的。所以在本文中，我们研究经典框架和贝叶斯框架下的排

队系统性能的估计。 
Clarke [7]首先从频率理论的角度对 M/M/1 队列进行统计推断，给出了服务速率、到达速率的最大似

然估计量(MLE)。Basawa 和 Prabhu [8]推导了 GI/G/1 队列中系统参数的 MLE。Basawa 等人[9]利用等待

时间数据来研究单个服务器队列的 MLE。McGrath 和 Singpurwalla [10]首先应用贝叶斯方法进行排队统

计推断。从那时起，出现了大量关于排队系统的贝叶斯推理的研究。近几十年来，Chowdhury 和 Mukherjee 
[11]使用 Beta-Stacy 分布作为先验推导了贝叶斯估计量。Deepthi 和 Jose [12]在 M/M/1 队列中使用 Mckay
双变量 Gamma 先验进行贝叶斯估计。Jose 和 Deepthi [13]使用贝叶斯过程分析了具有可选重试服务的

M/PH/1 排队系统。于等人[14]为 M/M/1 队列中的各种性能度量构建了 UMVUE 和封闭式贝叶斯估计。然

而，与连续时间排队模型不同，离散时间排队模型中顾客的到达和离开可能同时发生。所以后者的分析

变得更加复杂。此外，我们注意到很少有工作从统计角度涵盖离散时间排队模型，这促使我们关注这个

主题。 
本文的结构如下：在第二节中，我们简要介绍了带有伯努利反馈的 Geo/Geo/1 队列，并推导了重要

的系统性能度量。在第三节中，我们使用 Lehmann-Scheffé 定理来构造一些重要系统性能的 UMVUE。在

第四节中，我们使用信息先验和无信息先验进行贝叶斯推理。我们得到一些性能指标和系统状态的后验

分布的封闭式贝叶斯估计器。在第五节中，我们使用均方误差(MSE)标准进行蒙特卡洛模拟来评估这些
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估计量。在第六节中，我们对本文进行总结并提出不足之处和之后的可能研究方向。 

2. 模型说明 

在本文中，我们考虑具有伯努利反馈的早到 Geo/Geo/1 队列。假设客户按照伯努利过程到达服务器，

并且仅在时隙开始时到达，到达概率为 ( )0 1p p< < 。客户服务时间相互独立，服务速率服从参数为

( )0 1µ µ< < 的几何分布，并且客户离开仅发生在时段结束时。到达后，每个客户以概率θ 成功完成服务

并离开系统，或以概率1 θ− 服务失败回到队列末尾。到达时间和服务时间是相互独立的。服务器遵循先

到先服务(FCFS)规则。用 ( )0,1,2,nL n = � 表示 n 时刻系统中的客户数量，令 1p p= − ， 1µ µθ= 和

1 11µ µ= − ，那么我们有 

{ }
{ }
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{ }, 0nL n ≥ 的转移概率矩阵是 

1 1

1 1 1 1

1 1 1 1

1
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{ }, 0nL n ≥ 是一个离散时间的生灭链。我们引入符号
1

pρ
µ

= 和 1

1

p
p
µα
µ

= 。当 1ρ < ，我们有 

1

1 11 1
k

k
k

k

kp
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µ αα

αµ

∞ ∞

= =

= =
−∑ ∑ .                                 (1) 

马尔可夫过程{ }, 0nL n ≥ 是正常返的，其平稳分布为 

{ } { } ( )lim 1 , 0k
k nn

P L k P L k kπ α α
→∞

= = = = = − ≥ ,                      (2) 

其中 L 表示平稳状态下系统中的客户数。(2)表明我们得到一个修正的参数为1 α− 的几何分布。 
根据(2)，我们可以找到带有伯努利反馈的 Geo/Geo/1 队列的一些重要的性能度量。例如，系统中客

户的平均数量由下式给出 

( ) 1

0 0
1 .

1
k

s k
k k

L k k απ α α α
α

∞ ∞
−

= =

= = − =
−∑ ∑                            (3) 

队列中客户的平均数量由下式给出 

( ) ( ) ( )
2

2 2

1 1
1 1 1 .

1
k

q k
k k

L k k απ α α α
α

∞ ∞
−

= =
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−∑ ∑                       (4) 

我们把服务器被占用的概率定义为繁忙概率 0ρ ，可写为 

( )0 01 1 1 .ρ π α α= − = − − =                                 (5) 
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3. 性能度量的 UMVUE 
我们使用 Lehmann-Scheffé 定理构建上述三个性能指标的一致最小方差无偏估计量(UMVUE)。

1 2, , , nX X X� 是来自(2)的独立同分布的随机变量。由于几何分布是一种单参数分布， 1
n

iiY X
=

= ∑ 对于估

计α 是充分的。得到Y之后，可以通过生成相应的无偏估计量来获得性能度量的UMVUE，其形式为 ( )h Y ， 

其中 h 为 Borel 函数。我们接下来求 Y 的分布 

( ) ( )( )
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1 2
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... 1

1 ,

ny y
n n n

ny y
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C
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= −
                          (6) 

这与负二项分布一致。 
因此，系统中的平均客户数 sL 的无偏估计量 ( )1h Y 应该满足 
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通过一些数学运算，将(7)式右边展开为级数形式，有 
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比较在(8)式两边 1yα − 的系数，我们有 
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按照同样的思路，我们可以很容易得到队列中的平均顾客数 qL 和繁忙概率 0ρ 的 UMVUE。如果构建

Y 的 Borel 函数 ( )2h Y 和 ( )3h Y ，也就是 qL 和 0ρ 的无偏估计量，那么 ( )2h Y 和 ( )3h Y 是这些量的 UMVUE。
可以得到 
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类似地，由(10)我们有 
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因此，比较(12)中 2yα − 前面的系数可得 
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由(11)我们有 
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比较(14)中 1yα − 前面的系数可得 
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4. 系统性能的贝叶斯估计 

在第三节中，我们推导了 sL ， qL 和 0ρ 的 UMVUE。由于 UMVUE 的表达式涉及阶乘运算，增加样

本量 n 会大大增加计算复杂度。这使得进行经典统计估计变得困难。因此，我们在本节中讨论贝叶斯方

法，该方法用于以简单的方式估计这些性能指标。 

4.1. 有先验信息的贝叶斯估计 

在贝叶斯统计中，如果后验分布和先验分布属于同一族，则先验分布和后验分布称为共轭分布，先

验分布称为似然函数的共轭先验。共轭先验的优点主要在于代数上的方便，可以直接给出后验分布的闭

合形式。共轭先验可以被认为是信息量最大的，因为它最小化了参数推断的观察权重。共轭先验还有助

于直观地了解似然函数如何更新先验分布。因此，在本节中，我们考虑超参数为 a 和 b 的 Beta 分布作为

α 的自然共轭先验分布， 
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使用样本值 ( )1 2, , , nx x x= �x ，α 的后验分布由贝叶斯定理可以推导出来，即 
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性能指标的贝叶斯估计包括平均队列长度 BCˆ
qL ，平均系统大小 BCˆ

sL 和繁忙概率 BC
0ρ̂ ，由下式给出 
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另外，得到系统规模的样本数据{ }1 2, , , nx x x� 后，我们可以通过(21)利用贝叶斯方法来预测任意给定

时刻队列中的顾客数量 
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4.2. 具有无信息先验的贝叶斯估计 

在一些复杂问题中，反映主观意见的先验并不存在，将主观意见纳入分析与尽可能做出科学推论的

目标相矛盾。在贝叶斯实践中，人们通常对采用无信息先验感兴趣，本章节中我们使用 Jeffreys 先验，定

义为 
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其中 
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因此，Jeffreys 先验由下式给出 
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通过样本值 ( )1 2, , , nx x x= �x 和α 的先验可以得到α 的后验分布 
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我们可以进一步推导性能指标的估计量，包括平均队列长度 BJˆ
qL ，平均系统大小 BJ

sL̂ 和繁忙概率

BJ
0ρ̂ ， 
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另外，根据我们之前对先验的讨论，任意时刻系统中客户数量的后验预测分布如下 

{ } ( )

( )

1
J 1 2 J 1 20

1
1

2
0

Pr , , , , , , d

1 d
1 ,
2
1 , 1
2 .
1 ,
2

n k n

nx k n

L k x x x p x x x

B nx n

B nx k n

B nx n

π α α

α α α
+ −

= =

−
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∫

� �

                      (29) 

5. 数值模拟 

在本节中，我们进行蒙特卡洛模拟以比较不同排队性能度量的 UMVUE 和贝叶斯估计。首先构造一

个与 Geo/Geo/1 排队系统相似的概率模型或随机过程，利用 MATLAB 进行不同分布下的随机抽样试验来

模拟系统的随机特性，基于大数定理，利用抽样后样本发生的频率来估计概率，最终求得近似解，随着

样本数的增多，近似解逼近精确解。在 MATLAB 中利用概率分布进行抽样并估计的过程总结如下。 
设置 0.75α = ，超参数 2a = 和 1.5b = 。对于不同的样本量 20,25, ,135,140n = � ，取重复次数 1000m = 。 
创建一个循环来模拟 sL ， qL ， 0ρ 以及相应的 MSE。设 1:i m= ，生成遵循(2)的随机数后，使用(9)，

(13)和(15)得到 sL ， qL 和 0ρ 的 UMVUE 的估计结果。使用(3)~(5)中给出的 sL ， qL 和 0ρ 的真实值得到 MSE
的模拟结果，即 
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( ) ( )2

1

1ˆ ˆMSE ,
m

s si s
i

L L L
m =

= −∑                               (30) 

( ) ( )2

1

1ˆ ˆMSE ,
m

q qi q
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L L L
m =

= −∑                               (31) 

( ) ( )2
0 0 0

1

1ˆ ˆMSE .
m

i
im

ρ ρ ρ
=

= −∑                               (32) 

与上面提到的数值模拟程序类似，我们利用(18)~(20)来计算 Beta 先验分布下贝叶斯估计量的模拟结

果，并使用真实值来计算 MSE 的模拟结果。之后利用(26)~(28)来计算根据 Jeffreys 先验分布下的模拟结

果。 
 

 
Figure 1. The estimations of system length sL  and the corresponding MSEs 
图 1. 系统大小 sL 的估计值以及相应的 MSEs 
 

 
Figure 2. The estimations of queue length qL  and the corresponding MSEs 

图 2. 队列长度 qL 的估计值以及相应 MSEs 

https://doi.org/10.12677/aam.2023.1211453


刘欣颖 
 

 

DOI: 10.12677/aam.2023.1211453 4630 应用数学进展 
 

 
Figure 3. The estimations of busy probability 0ρ  and the corresponding MSEs 
图 3. 繁忙概率 0ρ 的估计值以及相应 MSEs 
 

上述数值模拟结果整理如图 1~3 所示。随着 n 增大，这些估计量的 MSEs 会减少。这些估计器均具

有大样本收敛特性，可用于近似有限样本中性能度量的行为。UMVUE 是 sL ， qL 和 0ρ 的最优无偏估计

量，不会始终高估或低估真实价值。但对于贝叶斯估计来说，情况并非如此。 
对于贝叶斯估计来说，不同先验下的结果和性质也不同。对于 0ρ ，Jeffreys 先验提供的 MSE 低于共

轭先验。该估计器具有较好的性能，并且可以使用较小的样本量给出相对准确的估计。对于系统大小 sL
和队列长度 qL ，这两个贝叶斯估计量的 MSE 非常接近。共轭先验提供了更好的点估计器，特别是当样

本量较小时。这可能与共轭分布的优良性质以及先验分布中超参数的选择有关。正确选择超参数通常可

以极大地提高贝叶斯估计器的性能 
另外，在获得参数的后验分布后，我们使用(21)和(29)生成随机时刻系统中客户数量的后验预测分布。

表 1 列出了有信息先验和无信息先验分布下的数值模拟结果。 
 
Table 1. Predictive distribution of the system size at arbitrary epoch under steady state 
表 1. 稳态下系统规模的预测分布 

 n 

 30 60 90 

k Beta Jeffreys Beta Jeffreys Beta Jeffreys 

0 0.2587 0.2542 0.2550 0.2525 0.2540 0.2520 

1 0.1895 0.1866 0.1883 0.1870 0.1883 0.1874 

2 0.1389 0.1383 0.1397 0.1390 0.1399 0.1394 

3 0.1028 0.1029 0.1037 0.1037 0.1042 0.1041 

4 0.0763 0.0768 0.0772 0.0776 0.0777 0.0780 

5 0.0569 0.0577 0.0578 0.0582 0.0582 0.0585 

�  �  �  �  �  �  �  

和 1.0000 1.0000 1.0000 1.0000 1.0000 1.0000 
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6. 结论 

我们对 Geo/Geo/1 排队模型进行统计推断。引入经典方法和贝叶斯方法来推导出性能度量的估计量。

我们首先推导出 UMVUE，然后通过计算后验分布的平均值，推导出不同先验信息下的贝叶斯估计量。 
蒙特卡洛模拟结果表明，没有一个估计器绝对优于另一个估计器。当样本量较大时，这些估计量之

间的 MSE 会减小，其间的差异性变得不显着。 
由于计算组合时经常使用阶乘运算，估计器的计算复杂度随着样本量的增加而显着增加，因此封闭

式贝叶斯估计器在统计实践中更受欢迎。 
本文基于参数α 进行分析，对于到达速率 p ，服务率速 µ 和θ 没有单独进行分析。未来可以在这方

面进行研究。且由于参数 p和 µ 之间存在制约关系，可以寻求二元先验并进行相应的统计推断。 
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