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摘 要

本文针对标准布朗运动驱动的 Cox–Ingersoll–Ross (CIR) 模型探讨了梯形数值方法的强收敛
性。通过 Lamperti 变换, 将 CIR 模型转换为具有局部 Lipschitz 条件的漂移项和具有全局
Lipschitz 条件的扩散项的新方程. 在适当的条件下，证明了新方程梯形数值方法的保正性和强收
敛阶，并通过 Lamperti 逆变换得到了 CIR 模型数值解的强收敛阶。最后，利用数值模拟结果
验证了理论分析。
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陈凯旋

Abstract

This paper investigates the strong convergence of the trapezoidal numerical method for
the Cox–Ingersoll–Ross (CIR) model driven by standard Brownian motion. Through
the Lamperti transformation, the CIR model is transformed into a new equation with
a drift term satisfying a local Lipschitz condition and a diffusion term satisfying a
global Lipschitz condition. Under suitable conditions, the positivity preservation and
strong convergence order of the trapezoidal numerical method for the new equation
are proven. Furthermore, the strong convergence order of the numerical solution for
the CIR model is obtained through the Lamperti inverse transformation. Finally, the
theoretical analysis is validated through numerical simulation results.
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1. 引言

Cox-Ingersoll-Ross (CIR) 模型是一个著名的短期利率模型, 首次在 1985 年的文献 [1] 中提出,
此模型在国内外得到了深入的研究, 尤其在金融数学和随机分析领域.CIR 模型的微分方程形式为{

drt = κ (θ − rt) dt+ σ
√
rtdBt, t ∈ (0, T ],

r0 > 0.
(1)

该模型表示了短期利率 rt 如何随时间 t 以均值回归的方式变化, 并同时受到随机扰动的影响. 其中
{Bt}t∈[0,T ] 为标准布朗运动. r0 为初始的短期利率,rt 为时刻 t 的短期利率.T ∈ (0,+∞) 为总时间,
θ、σ 和 κ 分别为长期平均利率、波动率和回归速度. 且满足 κθ > 0, σ > 0 . 有许多文章研究了方
程(1) 的离散方案, 见 [2] [3] 等. 本文我们将提出一个新的数值方法去求解 CIR 模型, 并得到其保正
性和收敛阶.
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2. 梯形数值方法

对于 CIR 过程的逼近获得强收敛率的困难是由于其乘性噪声. 因此, 依赖全局 Lipschitz 假
设的标准理论不适用 [4] . 通过 Lamperti 变换 Yt =

√
rt, 我们将 CIR 模型(1)转换为具有局部

Lipschitz 条件的漂移项和具有全局 Lipschitz 条件的扩散项的新方程{
dYt =

1
2
κ
(

θ
Yt

− Yt

)
dt+ 1

2
σdBt, t ∈ (0, T ],

Y0 =
√
r0,

(2)

设 N ∈ N+, h := T
N
, tn := nh, n = 0, 1, · · · , N, 将梯形数值方法应用于方程(2), 可得 Y h

tn+1
= Y h

tn
+ 1

4
κ

{(
θ

Y h
tn

+ θ
Y h
tn+1

)
−
(
Y h
tn

+ Y h
tn+1

)}
h+ 1

2
σBtn,tn+1

,

Y h
0 = Y0,

(3)

其中 Btn,tn+1
:= Btn+1

−Btn .

由于利率实际是正值的, 为了确保方程解的唯一性和保正性, 故方程 (3) 的解为

Y h
tn+1

=
Y h
tn

(
1− κh

4

)
+ κhθ

4Y h
tn

+ 1
2
σBtn,tn+1

+

√(
Y h
tn

(
1− κh

4

)
+ κhθ

4Y h
tn

+ 1
2
σBtn,tn+1

)2
+ κhθ(1 + κh

4
)

2 + κh
2

.

其中 κ̃ := max
{
0,−κ

4

}
, h 满足 hκ̃ < 1.

3. 梯形数值方法的强收敛性

定理 1

设 ξ ∈ (0, 1),. 若 2κθ > σ2. 1 ≤ p < 2κθ
σ2 , 则存在常数 C = C (T, p, Y0, κ, θ, σ, ξ), 使得对满足

hκ̃ < 1− ξ 的任意 h ∈ (0, 1], 有 ∥∥∥∥ max
n=1,··· ,N

∣∣Ytn − Y h
tn

∣∣∥∥∥∥
Lp(Ω)

≤ Ch, (4)

其中 κ̃ := max
{
0,−κ

4

}
, Y 为方程 (2) 的精确解, Y h 为方程(3) 的数值解.

证明. 记 en := Ytn − Y h
tn
, f(x) := 1

2
κ
(
θ
x
− x
)
.

en+1 = en +
(
Ytn+1

− Y h
tn+1

)
−
(
Ytn − Y h

tn

)
= en +

1

2

[(
f
(
Ytn+1

)
+ f (Ytn)

)
−
(
f
(
Y h
tn+1

)
+ f

(
Y h
tn

))]
h

− 1

2

[∫ tn+1

tn

∫ tn+1

t

f ′ (Yu)

(
f (Yu) du+

1

2
σdBu

)
dt+

∫ tn+1

tn

∫ tn

t

f ′ (Yu)

(
f (Yu) du+

1

2
σdBu

)
dt

]
= en +

1

2

[(
f
(
Ytn+1

)
− f

(
Y h
tn+1

))
+
(
f (Ytn)− f

(
Y h
tn

))]
h+Rn,
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其中

Rn := −1

2

∫ tn+1

tn

(2u− tn+1 − tn) f
′ (Yu) f (Yu) du− 1

4
σ

∫ tn+1

tn

(2u− tn+1 − tn) f
′ (Yu) dBu.

f
(
Ytn+1

)
− f

(
Y h
tn+1

)
=

(
− κθ

2Ytn+1
Y h
tn+1

− κ

2

)
en+1 =: γn+1en+1

因为 κθ, Ytn+1
, Y h

tn+1
非负, 可得 1

2
γn+1 ≤ κ̃. 因此,

en+1 = en +
1

2
(γn+1en+1 + γnen)h+Rn.

定义 ζ0 := 1,ζn :=
∏n

j=1

(
1− 1

2
γjh
)
, ẽn := ζnen, 得

ẽn+1 =

(
1 +

1

2
γnh

)
ẽn + ζnRn.

定义 η0 := 1,ηn :=
∏n

j=1
1

(1+ 1
2γj−1h)

, ên := ηnẽn, 得

ên+1 = ên + ηn+1ζnRn.

定义 ũ :=
[
u
h

]
表示 u

h
的整数部分,

ζ̃n :=
ηn+1ζn

(1− κ̃h)2n
, R̃t := −

∫ t

0

1

4
σ(1− κ̃h)2ũ (2u− tũ+1 − tũ) f

′ (Yu) dBu,

可得

ζ̃n

(
R̃tn+1

− R̃tn

)
= −ηn+1ζn

∫ tn+1

tn

1

4
σ (2u− tn+1 − tn) f

′ (Yu) dBu

由于

Rn = −1

2

∫ tn+1

tn

(2u− tn+1 − tn) f
′ (Yu) f (Yu) du− 1

4
σ

∫ tn+1

tn

(2u− tn+1 − tn) f
′ (Yu) dBu.

结合上式, 可得

ên =ên−1 −
1

2

∫ tn

tn−1

ηnζn−1 (2u− tn−1 − tn) f
′ (Yu) f (Yu) du+ ζ̃n−1

(
R̃tn − R̃tn−1

)
=− 1

2

∫ tn

0

ηũ+1ζũ (2u− tũ − tũ+1) f
′ (Yu) f (Yu) du−

n−1∑
j=0

ζ̃j

(
R̃tj+1

− R̃tj

)
.

由于 ên = ηnζnen, 可得

en =− 1

2

∫ tn

0

ηũ+1ζũ
ηnζn

(2u− tũ − tũ+1) f
′ (Yu) f (Yu) du− 1

2

∫ tn

0

n−1∑
j=0

ζ̃j
ηnζn

(
R̃tj+1

− R̃tj

)
.
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由于 h 满足 hκ̃ < 1− ξ , 可知 0 < ξ < 1− κ̃h ≤ 1− 1
2
γjh,

从而

0 <
ζ̃j−1

ζ̃j
=

1 + 1
2
γjh

1− 1
2
γjh

(1− κ̃h)
2 ≤ (1 + κ̃h) (1− κ̃h) ≤ 1.

所以

∣∣∣∣∣
n−1∑
j=0

ζ̃j

(
R̃tj+1

− R̃tj

)∣∣∣∣∣ =
∣∣∣∣∣ζ̃n−1R̃tn +

n−1∑
j=1

(
ζ̃j−1 − ζ̃j

)
R̃tj

∣∣∣∣∣
≤ ζ̃n−1

∣∣∣R̃tn

∣∣∣+ n−1∑
j=1

(
ζ̃j − ζ̃j−1

) ∣∣∣R̃tj

∣∣∣
≤ 2ζ̃n−1 max

j=1,··· ,n

∣∣∣R̃tj

∣∣∣ .
根据 ξ < 1− κ̃h ≤ 1, 有

ζ̃n−1

ηnζn
=

1(
1− 1

2
γnh

)(1− κ̃h)−2n+2 ≤ exp
{
2κ̃T

ξ

}
, n = 0, · · · , N,

可得

max
n=1,··· ,N

∣∣∣∣∣
n−1∑
j=0

ζ̃j
ηnζn

(
R̃tj+1

− R̃tj

)∣∣∣∣∣ ≤ 2 exp
{
2κ̃T

ξ

}
max

j=1,··· ,N

∣∣∣R̃tj

∣∣∣
结合

ηũ+1ζũ
ηnζn

≤ (1 + κ̃h)n−ũ−1

(1− κ̃h)n−ũ
≤
(
1 +

2κ̃h

1− κ̃h

)n−ũ

≤ exp
{
2κ̃T

ξ

}
, 0 < u < tn,

可得

E
[

max
n=1,··· ,N

|en|p
]

≤ CE

[
max

n=1,··· ,N

∣∣∣∣∫ tn

0

ηũ+1ζũ
ηnζn

(2u− tũ − tũ+1) f
′ (Yu) f (Yu) du

∣∣∣∣p
]

+ CE

[
max

n=1,··· ,N

∣∣∣∣∣
n−1∑
j=0

ζ̃j
ηnζn

(
R̃tj+1

− R̃tj

)∣∣∣∣∣
p]

≤ CE

[(∫ T

0

|(2u− tũ − tũ+1) f
′ (Yu) f (Yu)| du

)p
]

+ CE
[

max
j=1,··· ,N

∣∣∣R̃tj

∣∣∣p]
=: CI1 + CI2.

根据 [3] 可知, 当 2κθ > σ2. 1 ≤ p < 2κθ
σ2 有

sup
t∈[0,T ]

E
[∣∣Y −1

t

∣∣p]+ sup
t∈[0,T ]

E
[∣∣Y −1

t

∣∣2p] ≤ C.
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也有

sup
t∈[0,T ]

E[Y (t)p] ≤ C (5)

由于 f ′(x) = − κθ
2x2 − κ

2
, 对于 I1, 根据 Minkowski 不等式得到

I1 =

∥∥∥∥∫ T

0

|(2u− tũ − tũ+1) f
′ (Yu) f (Yu)| du

∥∥∥∥p
Lp(Ω)

≤ (2h)
p

(∫ T

0

∥f ′ (Yu) f (Yu)∥Lp(Ω) du

)p

≤ Chp.

对于 I2, 根据 Burkholder-Davis-Gundy 不等式得到

I2 =E
[

max
j=1,··· ,N

∣∣∣R̃tj

∣∣∣p]
≤CE

[∣∣∣∣∫ T

0

1

4
σ(1− κ̃h)2ũ (2u− tũ+1 − tũ) f

′ (Yu) dBu

∣∣∣∣p
]

≤CE

(∫ T

0

(
1

4
σ(1− κ̃h)2ũ (2u− tũ+1 − tũ) f

′ (Yu)

)2

du

) p
2


≤Chp.

综上所述,
E
[

max
n=1,··· ,N

|en|p
]
≤ Chp.

定理 2

设 ξ ∈ (0, 1), 若 2κθ > σ2. 1 ≤ p < 2κθ
σ2 , 则存在常数 C = C (T, p, Y0, κ, θ, σ, ξ) , 使得对满足

hκ̃ < 1− ξ 的任意 h ∈ (0, 1], 有∥∥∥∥∥ sup
t∈[0,T ]

∣∣Yt − Y h
t

∣∣∥∥∥∥∥
LP (Ω)

≤ Ch
1
2

√
ln T

h

其中 κ̃ := max
{
0,−κ

4

}
, Y 为方程(2) 的精确解, Y h 为方程 (3) 的数值解.

证明. 对 Y h 取分段线性插值, 当 t ∈ (tn, tn+1], 有

Yt − Y h
t =Yt −

t− tn
h

Y h
tn+1

− tn+1 − t

h
Y h
tn

=
tn − t

h

(∫ tn+1

t

f (Ys) ds+
1

2
σ
(
Btn+1

−Bt

))
+

tn+1 − t

h

(∫ t

tn

f (Ys) ds+
1

2
σ (Bt −Btn)

)
+

t− tn
h

(
Ytn+1

− Y h
tn+1

)
+

tn+1 − t

h

(
Ytn − Y h

tn

)
.
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特别地,Y h
0 = Y0 , 根据 [5], 可得∥∥∥∥∥ sup

t∈[0,T ]

∣∣∣∣ tn − t

h

(
Btn+1

−Bt

)
+

tn+1 − t

h
(Bt −Btn)

∣∣∣∣
∥∥∥∥∥
Lp(Ω)

≤ Ch
1
2

√
ln T

h
.

联立上式并结合定理 1, 得证.

接下来, 利用 Lamperti 逆变换 rh :=
(
Y h
)2

, 即可求出原 CIR 方程数值解的强收敛阶.

定理 3

设 ξ ∈ (0, 1). 若 2κθ > σ2. 1 ≤ p < 2κθ
σ2 , 则存在常数 C = C (T, p, Y0, κ, θ, σ, ξ) , 使得对满足

hκ̃ < 1− ξ 的任意 h ∈ (0, 1], 有

∥∥∥∥ max
n=1,··· ,N

∣∣rtn − rhtn
∣∣∥∥∥∥

L
p
2
(Ω)

≤ Ch,

∥∥∥∥∥ sup
t∈[0,T ]

∣∣rt − rht
∣∣∥∥∥∥∥

L
p
2
(Ω)

≤ Ch
1
2

√
ln T

h
,

其中 κ̃ := max
{
0,−κ

4

}
, r 为 (1) 的精确解, rh 为数值解.

证明. 结合 (5) 和定理 1, 可得∥∥∥∥ max
n=1,··· ,N

∣∣Ytn + Y h
tn

∣∣∥∥∥∥
Lp(Ω)

≤ 2

∥∥∥∥ max
n=1,··· ,N

|Ytn |
∥∥∥∥
Lρ(Ω)

+

∥∥∥∥ max
n=1,··· ,N

∣∣Y h
tn

− Ytn

∣∣∥∥∥∥
Lp(Ω)

≤ C.

由于

rt − rht =
(
Yt − Y h

t

) (
Yt + Y h

t

)
,

利用 Hölder 不等式和定理 1, 可得∥∥∥∥ max
n=1,··· ,N

∣∣rtn − rhtn
∣∣∥∥∥∥

L
p
2
(Ω)

≤
∥∥∥∥ max
n=1,··· ,N

∣∣Ytn − Y h
tn

∣∣∥∥∥∥
LP (Ω)

∥∥∥∥ max
n=1,··· ,N

∣∣Ytn + Y h
tn

∣∣∥∥∥∥
Lp(Ω)

≤ Ch.

同理, 利用 Hölder 不等式和定理 2, 可得∥∥∥∥∥ sup
t∈[0,T ]

∣∣rt − rht
∣∣∥∥∥∥∥

L
p
2 (Ω)

≤ Ch
1
2

√
ln T

h
.

4. 数值实验

下面通过数值模拟验证 CIR 模型梯形数值方法的强收敛阶. 设初值为 r0 = 1, 模型参数为
κ = 2, θ = 0.5, σ = 0.5, 令 p = 2 和 T = 1 以满足条件.

我们选择步长 h∗ = T
N∗ , 其中 N∗ = 215 的数值解来模拟精确解. 选择步长 h = T

N
, 其中

N = 2i,i = 6, 7, 8, 9, 10 来得到数值解. 基于 500 条轨迹得到了均方误差

(
E
[

max
n=1,··· ,N

∣∣Ytn − Y h
tn

∣∣2]) 1
2

.
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由图 1展示的数值结果, 可以看出强收敛阶为 1, 与定理 1 的结论相符.

Figure 1. Mean-square convergence order of trapezoidal numerical method
图 1. 梯形数值方法均方收敛阶

对于分段线性插值的强收敛阶, 继续选择步长 h∗ = T
N∗ 和 N∗ = 215 的数值解来模拟精确解.

当时间 t = nh∗, n = 1, 2, 3, . . . , 215, 选择步长 h = T
N

, 其中 N = 2i, i = 6, 7, 8, 9, 10 来得到数值解.
基于 500 条轨迹得到了均方误差(

E
[

max
n=1,··· ,N∗

∣∣Ynh∗ − Y h
nh∗

∣∣2]) 1
2

.

Figure 2. Mean-square convergence order of piecewise linear interpolation
图 2. 分段线性插值均方收敛阶
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由图 2展示的数值结果可知, 这与定理 2 的结论相符.
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