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摘  要 

本文利用辅助系统方法研究了一类具有时变时滞的Cohen-Grossberg型神经网络的广义同步问题。首先，

基于李雅普诺夫稳定性理论，得到了保证响应系统和辅助系统之间实现指数同步的充分条件。其次，利

用线性矩阵不等式，得到了响应系统和辅助系统有限时间混合外同步的充分条件。随后，根据辅助系统

方法得出驱动系统与响应系统广义同步。上述结果同样适用于延迟细胞神经网络，结果具有一般性。最

后，给出相应的数值模拟来验证所得结论的有效性。 
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Abstract 
This paper investigates the generalized synchronization problem of a class of Cohen-Grossberg 
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type neural networks with time-varying delays using the auxiliary system method. Firstly, based 
on Lyapunov stability theory, sufficient conditions are obtained to ensure exponential synchroni-
zation between the response system and the auxiliary system. Secondly, using linear matrix inequa-
lity, sufficient conditions for finite time mixed external synchronization between the response sys-
tem and the auxiliary system are obtained, According to the auxiliary system method, the genera-
lized synchronization between the driving system and the response system is obtained. The above 
results are also applicable to delayed cellular neural networks, and the results are general. Finally, 
corresponding numerical simulations are provided to verify the effectiveness of the obtained con-
clusions. 
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1. 引言 

脑网络是由大量神经元相互连接而成的复杂结构。这些连接形成了广泛的通信网络，允许神经元之

间传递电信号和化学信号，从而实现各种生理和认知功能。因此，研究脑网络对我们认识不同网络功能

障碍在神经异常和神经障碍中所起的作用提供了新的见解。Cohen-Grossberg 型神经网络(CGNN)是 Cohen
和Grossberg首次在[1]中提出的一种神经网络，在保密通信，模型识别，优化问题等领域有广泛应用[2] [3]。
它同时也是用于描述神经元之间相互作用和信息处理的数学模型，对脑网络功能的实现不可或缺。由于

信息处理的切换速度有限，在研究神经网络稳定性，收敛性等特性的过程中，时间延迟尤其是时变延迟

是不可避免的，因此在神经网络的建模中应该考虑时变时滞[4] [5] [6]。 
如果复杂网络中各个节点的动态都相同，那么称这样的网络为同构网络。但相比同构网络，异构网

络即网络中的节点具有不同的动态，更能代表一般情况。以生态群落中捕食者–猎物的相互作用为例，

捕食者和猎物相互影响彼此的进化，每个个体的行为和另一个个体总是不同。此外，捕食者群落的拓扑

结构与被捕食者群落的拓扑结构也不同[7]。 
同步是许多复杂网络中一种典型的集体行为。它关注的是网络中每个节点达到相同稳态的一致行为。

直到最近几年，人们的兴趣才转向多层网络的同步[8]。根据同步方式的不同可分为完全同步，指数同步，

聚类同步，反同步，混合同步等[9] [10] [11] [12]。在许多实际问题中，完全同步以难实现。例如，在人

类疾病网络中，疾病层和人类层无法实现完全同步。然而，疾病可以和宿主实现和谐共存，这种现象被

称为“广义同步”[13] [14] [15]。广义同步在工程网络，生物系统，社会活动和许多其他领域发挥了重要

作用。现实世界中的大量现象暗示着广义同步的出现。 
广义同步是完全同步的扩展，它意味着响应系统的状态通过非线性光滑的函数映射与驱动系统的

状态同步，但是在现实操作中，该映射是难以寻找的。因此，我们可以用辅助系统方法来巧妙地避开

这一难题，当响应系统与辅助系统达到完全同步时，对于任意初始状态不同于辅助系统的响应系统，

响应系统将和驱动系统到达广义同步。目前，辅助系统方法已经在实际应用中取得了一定成果，例如，
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Abarbanel H D I 等人用辅助系统方法检测电路之间的混沌同步，展示了电路同步和非同步运动的现象

[4]。 
通常，很多注意力都集中在网络内部的同步上，这被称为“内部同步”。除了内部同步之外，我们

还可以观察到复杂网络的其他类型的同步行为，比如两个耦合网络之间的“外部同步”，即无论内部网

络是否同步，耦合网络的对应节点都将实现同步。这种现象跨越了多个领域，从果蝇时钟神经元群体之

间的集体行为，到生态学中捕食者–猎物群落之间的平衡，再到研究人员网络和教育工作者网络之间的

拥塞。最近，人们报道了各种外部同步现象，包括完全外部同步(COS)、自适应外部同步(AOS)、逆外部

同步(IOS)和广义外部同步(GOS)。在当前的工作中，我们提出了一种新的外部同步行为，即混合外部同

步(MOS)。Wang 等[16]研究了具有相同拓扑结构和耦合延迟的两个复杂网络之间的混合外部同步。Zheng
等[17]通过具有脉冲控制效应的自适应反馈控制，分析了两个拓扑结构和输出耦合不相同的复杂网络之间

的混合外同步。 
此外，在实际工程中，我们感兴趣的是在固定有限时间内的有界同步。因此，引入了有限时间稳定

性或同步的概念。存在两个有限时间稳定性和同步的概念。第一个概念是指在初始条件下，对于给定的

边界，系统的状态在固定的时间间隔内保持在规定的边界内，这也称为有限时间有界性。第二个概念指

系统在有限时间内趋于 0。复杂网络的有限时间有界性在实际生活中应用广泛，例如，电网无法实现完

全同步，因此希望在给定范围内获得条件，使发动机之间的转子相位差保持不变[18]。近年来，复杂动态

网络的有界控制发展非常迅速，是控制理论和应用中的重要问题之一[6]。在现有的研究结果中，大部分

的同步都是定义在无限时间上的，然而，研究 CGNN 型神经网络的有限时间同步更有意义，也更合理。

据我们了解，关于 CGNN 网络的有限时间稳定性或同步的研究很少。在本文中我们研究有关具有时变时

滞的 CGNN 网络的有限时间混合外同步，填补了这一方面的空白。 
本文研究了一类具有时变时滞的 Cohen-Grossberg 型神经网络的指数同步和有限时间混合外同步问

题。本文的创新点在于： 
(1) 提出的模型更具有一般性。相比于文献[8]，本文研究了两层异构神经网络，更具有普遍性。同

时利用了辅助系统方法，将证明驱动–响应系统广义同步这一复杂抽象的问题转化为证明响应–辅助系

统的完全同步，使问题的解决变得可行，提供了一种新的研究思路。 
(2) 基于李雅普诺夫稳定性理论，研究了具有时变时滞的 Cohen-Grossberg 型神经网络的指数同步，

推导了该网络的指数同步的充分条件。 
(3) 利用线性矩阵不等式研究有限时间混合外同步，推导了上述网络有限时间混合外同步的新的稳定

性判据。 
本文结构如下：第 1 节介绍了 Cohen-Grossberg 型神经网络模型，指数同步与有限时间混合外同步的

定义，假设和引理。第 2 节基于李雅普诺夫理论和同步定义，在理论上证明了指数同步和有限时间混合

外同步。作为特例，给出了延迟细胞神经网络同步的几个充分条件。第 3 节通过几个数值例子证明了结

论的有效性和可行性。最后，我们在第 4 节对全文进行总结。 
符号说明： nR 表示 n 维欧氏空间。 n nR × 是所有 n n× 阶实矩阵。 TA 表示矩阵 A的转置。 ( )w t 代表 ( )w t

相对于时间 t 的导数。给定向量
TT T T

1 2, , , n
nxx x Rx =  ∈ ， x 表示 x 的范数。 { }1,2, ,I n=  ， eε 表示以

e 为底的指数。 

2. 网络模型的建立 

考虑一类具有时变时滞的 Cohen-Grossberg 神经网络，其动力学方程为 

https://doi.org/10.12677/aam.2024.132080


李疏桐 等 
 

 

DOI: 10.12677/aam.2024.132080 835 应用数学进展 
 

( ) ( )( ) ( )( ) ( )( ) ( )( )( )
1 1

n n

i i i i i ij j j ij j j i
j j

x t p x t a x t b f x t c f x t t Iτ
= =

 
= − − − − − 

 
∑ ∑ .         (1) 

其中 { }1,2, ,i nΙ∈ =  ， 2n ≥ 表示神经网络中节点的数目， ( )ix t 表示第 i 个神经元在时刻 t 的状态变量。

( )ip ⋅ 表示放大函数， ( )ia ⋅ 是一个适当的函数， ijb ， ijc 表示第 j 个神经元与第 i 个神经元的连接强度。

( )( )j jf x t 和 ( )( )( )j jf x t tτ− 表示第 j 个神经元在时刻 t 和 ( )t tτ− 的输出， ( )tτ 表示时间延迟，并且满足

( )0 tτ τ≤ ≤ ， ( 10 )tτ µ≤ ≤ < ， iI 是来自网络外部的输入。 
本文将(1)作为驱动系统，对应的响应系统描述如下 

( ) ( )( ) ( )( ) ( )( ) ( )( )( )

( ) ( )( ) ( )( )( ) ( )( )( )
1 1

1 2

n n

i i i i i ij j j ij j j i
j j

i i i i i i

y t d y t m y t h g y t s g y t t I

k y t x k y t t x t t

τ

φ τ φ τ

= =

 
= − − − − − 

 

− − − − − −

∑ ∑

           (2) 

其中 1ik ， 2ik 为反馈增益， ( )φ ⋅ 是一个变换。 
则辅助系统为 

( ) ( )( ) ( )( ) ( )( ) ( )( )( )

( ) ( )( ) ( )( )( ) ( )( )( )
1 1

1 2

n n

i i i i i ij j j ij j j i
j j

i i i i i i

z t d z t m z t h g z t s g z t t I

k z t x k z t t x t t

τ

φ τ φ τ

= =

 
= − − − − − 

 

− − − − − −

∑ ∑

           (3) 

定义 1 [5] 对于系统(2)和系统(3)，如果存在 0M > ， 0σ > 使得 

( ) ( ) 2

1
e

n
t

i i y z
i

y t z t M σ ϕ ϕ−

=

− ≤ −∑ , 0t > . 

其中 ( ) ( )
0

2

1
sup
τ

ϕ ϕ ϕ ϕ
− ≤ ≤ =

− = −∑
t

n

y z yi zi
i

t t ，则称系统(2)和(3)实现指数同步。 

定义 2 [19] 响应系统(2)和辅助系统(3)被认为是相对于 1 2, ,c c T 实现了有限时间混合外同步，如果对于 

( )2
1

0
sup e c
τ θ

θ
− ≤ ≤

≤ , 

有 

( ) [ ]2
2 , 0,e t c t T≤ ∀ ∈ . 

其中 1 2c c≤ ，且 ( ) ( ) ( ) ( )
TT T T

1 2, , , Ne t e t e t e t =   。 
定义 3 [20] [21] 对于驱动系统和响应系统的解 nx R∈ 和 ny R∈ ，如果存在映射 ( ) : n mx R Rφ → ，使

得 

( ) ( )( )lim 0
t

y t x tφ
→∞

− = , 

则说明驱动系统和响应系统达到了广义同步。设广义同步误差系统 ( ) ( ) ( )( )E t y t x tφ= − ，如果存在 
一个时间常量 0T > ，使得 ( )lim 0

t T
E t

−→
= ，且当 t T≥ 时有 ( ) 0E t ≡ ，则称驱动系统和响应系统关于向量 

函数 ( )xφ 在 T 时刻达到有限时间广义同步，其中 T 称为同步时间。 
假设 1 [22] ( )⋅id 是一个可微函数，存在正数 id ， id ，使得 ( )0 < ≤ ⋅ ≤i i id d d ， ( )⋅ ≤ 

i id d 。 
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假设 2 [23] 非线性函数 ( )ig ⋅ 满足全局 Lipschitz 条件，即存在一个常数 1 0iL > ，使得 

( ) ( ) 1 , ,i iig g L Rα β α β α β− ≤ − ∀ ∈ . 

假设 3 [24] 存在常数 iM ，使得 

( )i ig z M≤ , z R∀ ∈ , 1,2, ,i n=  . 

假设 4[25] 对于 1,2, ,i n=  ，函数 ( )id ⋅ 满足全局 Lipschitz 条件，即存在常数 2 0iL > ，有 

( ) ( ) 2 , ,i i id d L Rα β α β α β− ≤ − ∀ ∈ . 

假设 5 [26] 对于函数 ( ) ( ) ( )i i iw d m⋅ = ⋅ ⋅ ，存在 0iγ > ，使得 

( ) ( )
γ

−
≥

−
i i

i

w y w x
y x

. 

其中 ,x y R∈ ，且 x y≠ 。 
假设 6 ( )iI t 是一个有界函数，即存在正数 0iI + > ，使得 ( )i iI t I +≤ 。 
引理 1 [19] (柯西不等式)对于任意对称正定矩阵 n nM R ×∈ 和 , nx y R∈ ，有 

T T T 12x y x Mx y M y−± ≤ + . 

3. 主要结果 

对于响应系统与辅助系统，本文定义误差向量 ( ) ( ) ( )i i ie t y t z t= − ，根据(2)~(3)式，同步误差动力学为 

( ) ( )( ) ( )( ) ( )( ) ( )( ) ( )( ) ( )( )

( )( ) ( )( )( ) ( )( )( )

( )( ) ( )( ) ( )( ) ( )( )( )
( ) ( )( )

1

1 1 1

1 1

1 2

 

 

 

τ τ

τ

τ

=

= = =

= =


 = − − +  




− + − − − 


 
 + − + − +  

 
− − −

∑

∑ ∑ ∑

∑ ∑



n

i i i i i i i i i i i ij i j
j

n n n

ij i j ij j j ij j j
j j j

n n

i i i i ij i j ij j j i
j j

i i i i

e t d y t m y t d z t m z t d y t h g y t

h g z t s g y t t s g z t t

d y t d z t h g z t s g z t t I

k e t k e t t

   (4) 

3.1. Cohen-Grossberg 神经网络的指数同步 

定理 1：在假设 1~3 和假设 5 的条件下，响应系统(2)和辅助系统(3)实现指数同步，由辅助系统方法

可知驱动系统(1)和响应系统(2)实现广义同步，如果存在正数 1 2, 0i ik k > ，且满足 

( )1 2
1 1

1 e 0ετµ −

= =

+ − − <∑ ∑
n n

j ji i i ij
j j

d s L k q , 

1 2
1

2 2 0ε
=

− + − + + <∑
n

i i i i ij
j

r P k k q . 

其中 ( )
1 1 1 1

2
n n n n

i i ij j j ji i i ij j i ij ij j i
j j j j

P d h L d h L d s L d h s M I +

= = = =

 
= + + + + + 

 
∑ ∑ ∑ ∑ 。 
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证明：设 Lyapunov 函数为 

( )( ) ( ) ( ) ( ) ( )( )
T T

1 1
e e dε ε

τ−
= =

 
= + 

 
∑ ∑ ∫

n n tt s
i i ij i it t

i j
V e t e t e t q e s e s s . 

将 ( )( )V e t 沿误差系统关于时间 t 求导得 

( )( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( )( ( )( ) ( )( ) ( )( ) ( )( )

T T

1

T T

1

e 2e

e 1 e

ε ε

ε τε

ε

τ τ τ

=

−

=


= +




+ − − − − 


∑

∑







n
t t

i i i i
i

n
t tt

ij i i i i
j

V e t e t e t e t e t

q e t e t t e t t e t t
 

( ) ( ) ( ) ( )( ) ( )( ) ( )( ) ( )( )

( )( ) ( )( ) ( )( ) ( )( )( )

( )( )( ) ( ) ( )( )

( )( ) ( )( ) ( )( ) ( )( )( )

T T

1

1 1 1

1 2
1

1 1

e 2eε εε

τ

τ τ

τ

=

= = =

=

= =

   = + − −   


+ − + −



− − − − −




 + − + − + 



∑

∑ ∑ ∑

∑

∑ ∑

n
t t

i i i i i i i i i i i
i

n n n

i i ij j j ij j j ij j j
j j j

n

ij j j i i i i
j

n n

i i i i ij j j ij j j i
j j

e t e t e t d y t m y t d z t m z t

d y t h g y t h g z t s g y t t

s g z t t k e t k e t t

d y t d z t h g z t s g z t t I

( ) ( )( ( )( ) ( )( ) ( )( ) ( )( )T T

1
e 1 eε τε τ τ τ−

=






+ − − − − 


∑ 

n
t tt

ij i i i i
j

q e t e t t e t t e t t

 

由假设 5 知 

( )( ) ( )( ) ( )( ) ( )( ) ( )γ − − ≤ i i i i i i i i i id y t m y t d z t m z t e t . 

由假设 1 和假设 2 知 

( )( ) ( )( ) ( )( )( ) ( )( )( ) ( )( )( )( )

( ) ( )( )

1 1

1 1
1 1

τ τ

τ

= =

= =

 
− + − − − 

 
 

≤ + − 
 

∑ ∑

∑ ∑

n n

i i
j j

n n

i ij j j

ij j

ij j j
j j

j j j ij j j j jd y t h y t z t s y t t z t t

d h L e t s L e t t

g g g g
 

根据假设 3 与假设 6 可得 

( )( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( )( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( )( )

( ) ( ) ( )( ) ( )( ) ( )( )

T T T
1

1 1

T T
1

1 1

T T
1 2

T T

e 2 e 2 e

2 e 2 e

2 e 2 e

e 1 e

ε ε ε

ε ε

ε ε

ε τε

ε γ

τ

τ

τ τ

= =

+

= =

−


≤ − +


 

+ − + + + 
 

− − −

+ − − −

∑ ∑

∑ ∑







n n
t t t

i i i i i i ij j i j
i j

n n
t t

i ij j i j i ij ij j i i i
j j

t t
i i i i i i

t tt
ij i i ij i

V e t e t e t e t e t d h L e t e t

d s L e t e t t d h s M I e t e t

k e t e t k e t e t t

q e t e t q t e t t e ( )( )
1

τ
=

 −  
∑

n

i
j

t t

 

由引理 1 知 
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( )( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( )

( )( ) ( )( )

( ) ( ) ( )

( ) ( )

T T T
1

1 1

T T
1 1

1 1

T
1

1

T

1

T
1 2

[ e 2 e e

e e

e

2 e

2 e

ε ε ε

ε ε

ε

ε

ε

ε γ

τ τ

= =

= =

=

+

=

≤ − +

+ +

+ − −

  
+ + +  
  

− +

∑ ∑

∑ ∑

∑

∑





n n
t t t

i i i i i i ij j i i
i j

n n
t t

i ij j j j i ij j i i
j j

n
t

i ij j j j
j

n
t

i ij ij j i i i
j

t
i i i i

V e t e t e t e t e t d h L e t e t

d h L e t e t d s L e t e t

d s L e t t e t t

d h s M I e t e t

k e t e t k ( ) ( ) ( )( ) ( )( )T T
2e eε ε τ τ+ − −t t

i i i i ie t e t k e t t e t t

 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )( ) ( )( )

( ) ( )

( ) ( )( ) ( )( )

T T

1

T
1 2

1 1

T
1 2

1 1 1

e 1 e

2 2 e

1 e e

0

ε τε

ε

ετ ε

µ τ τ

ε

µ τ τ

−

=

= =

−

= = =

 + − − − −  
 

≤ − + − + + 
 
 

+ + − − − − 
 

<

∑

∑ ∑

∑ ∑ ∑

n
tt

ij i i ij i i
j

n n
t

i i i i ij i i
i j

n n n
t

j ji i i ij i i
i j j

q e t e t q e t t e t t

r P k k q e t e t

d s L k q e t t e t t

 

其中 ( )1 1 1
1 1 1 1

2
n n n n

i i ij j j ji i i ij j i ij ij j i
j j j j

P d h L d h L d s L d h s M I +

= = = =

 
= + + + + + 

 
∑ ∑ ∑ ∑ 。所以对任意的 0t ≥ ，有 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )( )

0T T
0

1 1
0 0 0 e dε

τ

φ ϕ

−
= =

 
= + 

 
≤ −

∑ ∑ ∫
n n

t
i i ij i i

i j
V e e q e s e s s

m
 

其中 ( ) ( )
0

2

1
sup

t

n

j j
j

t t
τ

φ ϕ φ ϕ
− ≤ ≤ =

− = −∑ ，
1 1

1 max
n

iji n j
m qτ

≤ ≤ =

 
= +  

 
∑ ，故 ( ) 2

1
e

n
t

i
i

e t m ε φ ϕ−

=

≤ −∑ 。因此系统(2)和(3)

实现指数同步，由辅助系统方法和定义 3 可知系统(1)和(2)实现广义同步。 

3.2. Cohen-Grossberg 神经网络的有限时间混合外同步 

定理 2：对于给定的标量 0τ > ，在假设 1~5 的条件下，响应系统(2)和辅助系统(3)可以实现相对于

1 2, ,c c T ( )1 2c c< 的有限时间混合外同步。由辅助系统方法可知驱动系统(1)和响应系统(2)实现广义同步如

果存在控制增益常数 1ik ， 2ik ， 0iα > ， { }max iα α= ，使得以下成立 

( ) ( )2 2 22
1 2

1 1
1 22 2 2 1 0γ α

= =

 
− + + + + + + − + + − < 

 
∑ ∑

n n

ij ii i ij ij j i ij i i
j

i i
j

h s L L h s M I kd k , 

( )1 2e 1α τ ≤+T c c , 

( )2
2
1 01 µ+ − ≤−iiL k . 

其中 1,2, ,i n=  。 
证明：设 Lyapunov 函数为 

( )( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )T T

1 1
d

τ−
= =

= +∑ ∑∫
n n t

i i i it t
i i

V e t e t e t e s e s s . 
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将 ( )( )V e t 沿着局部误差系统关于时间 t 求导得 

( )( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )( ) ( )( ) ( )( )T T T

1 1 1
2 1 τ τ τ

= = =

= + + − − −∑ ∑ ∑

 

n n n

i i i i i i
i i i

V e t e t e t e t e t t e t t e t t . 

( ) ( ) ( ) ( )( ) ( )( ) ( )( ) ( )( )

( ) ( )( ) ( )( ) ( )( )

( )( )( ) ( )( )( )

( ) ( )( ) ( )( ) ( )( ) ( )( )( )

T T

1 1

T

1

T

1

1 1

1 1

1 1

 

 

 

 

τ τ

τ

= =

=

=

= =

= =

= =

 = −  

 

−


− − +




− − + − 


 
+ − + − + 

 

∑ ∑

∑ ∑

∑ ∑

∑ ∑

∑

∑



n n

i i i i i i i i i i i
i i

n

i i i ij j j ij j j
i

ij j j ij j j

n

i i i i i i

n n

j j

n n

j j

n n

j j j ij j j
j j

i
i

y y z z

y h y h z

s y t t s z t t

y t z

e t e t e t d t m t d t m t

e t d t g t g t

g g

e t d d g gt h z t Is z t t

( ) ( ) ( ) ( )( )T T
1 2

1 1
τ

= =

− − −∑ ∑
n n

i i i i i i
i i

e et k e t t k e t t

. 

由假设 5 可得 

( ) ( )( ) ( )( ) ( )( ) ( )( ) ( ) ( )T T

1 1

n n

i i i i i i i i i i i i
i i

y y t z te t d t m d m e tz e tt γ
= =

 − ≤− − ∑ ∑ . 

由假设 1、2 和引理 1 得到 

( ) ( )( ) ( )( ) ( )( )( ) ( )( )( ) ( )( )( )( )

( ) ( ) ( )( )

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )( ) ( )( )

T

1

T

1

T T

1 1

1 1
1 1

2 2 2 2 2 2
1

1
1

T T

1

1
2

n n

j j

n n

j j
j j

ij

n

i i i ij j j j j ij j j j j
i

n

i i ij j ij j

j ij

i

n n

i i i j j i i i j j
i j

j

e d g g g t t g t t

e d e e t

e t d

t y t h z t y t s z y

t h

e t e t L e t e t d e t e t t L e

L t s L t

h s t t

τ τ

τ

τ τ

==

=

= =

=

= =

 
− − + − 

 
 

≤  
 

− −

+ −

 ≤ + + + − − 

∑ ∑∑

∑

∑∑ ∑

∑

. 

由假设 3、4 可知 

( ) ( )( ) ( )( ) ( )( ) ( )( )( )

( ) ( ) ( )
1 1

2
1

T

1

T

1

n

i i i i i ij j j ij j j i
i

n

i i ij ij j

n

i

n

j

ji

j

n

i

y z h z s z te t d t d t g t g t I

e t e t h s IL M

τ
==

=

=

=

 
 − + − +  

 
 

≤ + + 
 

∑

∑

∑

∑

∑
. 

由引理 1 得到 

( ) ( ) ( ) ( )( )

( ) ( ) ( ) ( ) ( )( ) ( )( )

T T
1 2

1 1

T T T
1 2

1 1

1
2

n n

i i i i i i
i i

n n

i i i i i i i i
i i

k e k e t

k e

e t t e t t

e t t e t t e t tk e e t t

τ

τ τ

= =

= =

− −

− − −

 ≤ − + + 

∑ ∑

∑ ∑
. 

综上所述， 
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( )( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )( ) ( )( )

( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )( ) ( )( )

T T T

1 1 1

T T

1 1

T T
1

1 1

T

2

T
2 2

1 1

2 2
1

2 2 2
1

2
1

2

2

2

n n n

i i i i i i j j
i i j

n n

i i i j j
i j

n n

i i ij ij j i i i i
i i

n n

i

ij j

ij j

n

i
j

i i i i i
i i

V e t e t e t e h

s t t

L h s M

t d e t e t L e t

e t d e t e t t L

k e t

k e k t t e t t

e

e t e t I e t

e t t e

γ

ττ

τ τ

=

= = =

= =

= =

= =

≤ + +

+ −

 
+  



− 

 + −

+ + −

+ + − −



∑ ∑∑

∑∑

∑ ∑

∑ ∑

∑



( ) ( ) ( )( ) ( )( ) ( )( )T T

1 1
1

n n

i i i i
i i

e t e t t te t t teτ ττ
= =

+ −+ − −∑ ∑ 

 

( ) ( )

( ) ( )

( )( )( ) ( )( ) ( )( )

2 2 2 2
1

1

2
1

T

1

1 2

2 T
2

1
1

2

2 2 1

1

n

i i i
i

ij ij j i i i i

n

i

n

i

i

j ij i

i

j

n

i
j

i
i

e t d L

I e t

L

h s

L h s M k k

k t t e te tt

γ

τ ττ

=

=

=

=


+ + +


  + + + − + +  
 

=



+ − − − −

−

+∑

∑∑

∑



 

则当 ( )2
2
1 1 0i iL k µ− − ≤+ 时， 

( )( ) ( ) ( )T

1

n

i i i
i

V e t e t e t
=

≤ Ω∑ 。 

其中 ( ) ( )2 2 2 2
1 2

1 1
1 222 2 1i i i ij

n n

ij ij i i
j j

ij j i i ih s L h s M kd L I kγ
= =

 
Ω = + + + + + + − + + 


−


∑ ∑ 。 

注意到 

( )( ) ( ) ( ) ( ) 2T

1

n

i i
i

V e t e t e t e t
=

≥ =∑ . 

根据 

0i iαΩ − < , 

即 

i iαΩ < . 

又 

{ }max iα α= , 

其中 1,2, ,i n=  。 
则有 

( )( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )( )T T

1 1

n n

i i i i i i
i i

V e t e t e t e t e t V e tα α
= =

< Ω ≤ ≤∑ ∑ . 

上式左右分别乘 e tα− ，并从 0 到 t 积分， [ ]0,t T∈ ，则有 

( )( ) ( )( )e 0tV e t V eα− < . 

由于 
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( )( ) ( ) ( )
( )

( ) ( )

( ) ( )

( )

T T

1 1
2 2

0

1

0
0 0 0 d

0 sup

1

n n

i i i it
i i

V e e e e s e s s

e e

c

τ

τ θ
τ θ

τ

−
= =

− ≤ ≤

= +

≤ +

≤ +

∑ ∑∫

. 

因此， 

( ) ( )2
1e 1Te t cα τ≤ + . 

由定理 2 知，对于所有的 [ ]0,t T∈ ，存在 

( ) 2
2e t c< . 

于是，响应系统(2)和辅助系统(3)相对于 1 2, ,c c T  ( 1 2c c< )实现了有限时间混合外同步，由辅助系统

方法以及定义 3 可知系统(1)和(2)实现有限时间广义同步。 
如果放大函数 ( ) 1ip ⋅ = ，则驱动系统(1)变为 

( ) ( )( ) ( )( ) ( )( )
1 1

n n

i i i ij j j ij j j i
j j

x t a x t b f x t c f x t t Iτ
= =

= − + + − +∑ ∑ .                  (5) 

响应系统(2)与辅助系统(3)分别变为 

( ) ( )( ) ( )( ) ( )( )

( ) ( )( ) ( )( )( ) ( )( )( )
1 1

1 2 

n n

i i i ij j j ij j j i
j j

i i i i i i

y t m y t h g y t s g y t t I

k y t x k y t t x t t

τ

φ τ φ τ

= =

= − + + − +

− − − − − −

∑ ∑

                 (6) 

( ) ( )( ) ( )( ) ( )( )

( ) ( )( ) ( )( )( ) ( )( )( )
1 1

1 2 

n n

i i i ij j j ij j j i
j j

i i i i i i

z t m z t h g z t s g z t t I

k z t x k z t t x t t

τ

φ τ φ τ

= =

= − + + − +

− − − − − −

∑ ∑

                 (7) 

根据定理 1 可得以下推论： 
推论 1：在假设 1~3 和假设 5 的条件下，系统(6)与系统(7)实现指数同步，如果 

( )1 2
1 1

1 e 0
n n

j ji i i ij
j j

d s L k q ετµ −

= =

+ − − <∑ ∑ , 

1 2
1

2 2 0
n

i i i i ij
j

P k k qε γ
=

− + − + + <∑ . 

其中 ( )
1 1 1 1

2 +

= = = =

 
= + + + + + 

 
∑ ∑ ∑ ∑

n n n n

i i ij j j ji i i ij j i ij ij j i
j j j j

P d h L d h L d s L d h s M I 。 

推论 2：对于给定的标量 0τ > ，在假设 5~10 的条件下，系统(6)和系统(7)可以实现相对于 1 2, ,c c T
( 1 2c c< )的有限时间混合外同步。如果存在控制增益常数 1ik ， 2ik ， 0iα > ， { }max iα α= ，使得以下成立 

( )2 2
1 2

2
1

1
2 2 1 0

n

ij ij
j

i i i iih s L k kγ α
=

− + + + − + + − <∑ , 

( )1 2e 1T c cα τ+ ≤ , 

2
2
2 1 0i iL k µ− + ≤+ . 

其中 1,2, ,i n=  。 
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4. 数值仿真 

考虑下面的具有时变时滞 Cohen-Grossberg 型神经网络 

( ) ( )( ) ( )( ) ( )( ) ( )( )

( ) ( )( ) ( )( )( ) ( )( )( )

5 5

1 1

1 2 

i i i i i ij j j ij j j i
j j

i i i i i i

y t d y t m y t h g y t s g y t t I

k y t x k y t t x t t

τ

φ τ φ τ

= =

 
= − − − − − 

 

− − − − − −

∑ ∑

            (8) 

其中 1,2,3,4,5i = 。 
辅助系统描述为 

( ) ( )( ) ( )( ) ( )( ) ( )( )

( ) ( )( ) ( )( )( ) ( )( )( )

5 5

1 1

1 2 

i i i i i ij j j ij j j i
j j

i i i i i i

z t d z t m z t h g z t s g z t t I

k z t x k z t t x t t

τ

φ τ φ τ

= =

 
= − − − − − 

 

− − − − − −

∑ ∑

             (9) 

4.1. Cohen-Grossberg 神经网络的指数同步数值仿真 

为了验证定理一结论的正确性，令 ( ) ( )0.4 tanhig ⋅ = ⋅ ， ( ) ( )1 1.4m ⋅ = ⋅ ， ( ) ( )2 0.4m ⋅ = ⋅ ， ( ) ( )3 1.4m ⋅ = ⋅ ，

( ) ( )4 0.4m ⋅ = ⋅ ， ( ) ( )5 1.4m ⋅ = ⋅ ， 11 1.7h = − ， 12 0.6h = − ， 13 0.5h = ， 14 2.5h = − ， 15 0.2h = − ， 21 0.2h = ，

22 0.14h = − ， 23 0.14h = − ， 24 0.13h = ， 25 0.1h = ， 31 1.8h = ， 32 0.2h = ， 33 2h = − ， 34 0.4h = ， 35 1.7h = − ，

41 0.5h = ， 42 0.2h = − ， 43 0.17h = ， 44 0.16h = − ， 45 0.09h = ， 51 0.1h = − ， 52 0.1h = − ， 53 0.2h = ， 54 0.14h = − ，

55 0.16h = − ， 11 0.2s = ， 12 0.14s = − ， 13 0.14s = − ， 14 0.5s = ， 15 0.2s = − ， 21 0.13s = ， 22 0.25s = − ， 23 0.1s = ，

24 0.16s = − ， 25 0.17s = ， 31 0.1s = − ， 32 0.1s = − ， 33 0.19s = ， 34 0.1s = ， 35 0.14s = − ， 41 1.8s = ， 42 0.1s = − ，

43 2s = − ， 44 0.4s = ， 45 1.7s = − ， 51 0.5s = ， 52 0.2s = − ， 53 0.09s = ， 54 0.16s = − ， 55 0.2s = ， ( ) 0iI t = ， 

( ) e
1 e

t

ttτ =
+

， ( )
( )2

0.10.7
1

id ⋅ = +
+ ⋅

。 

所以，可以得到，对于 1,2,3,4,5i = ，有 

( )0.7 0.8id≤ ⋅ ≤ , ( ) 0.1id ⋅ ≤ , 

另一方面，对于任意的 ,x y R∈ ， x y≠ ，有 

( ) ( ) ( ) ( )
( ) ( )

( )
( ) ( )

2 2
1 1 1 1

2 2 2 2

0.0710.98 0.14 0.98 0.91
1 1 1 1

x yd y m y d x m x xy
y x x y x y

+− −
= + ≥ − ≥

− + + + +
. 

从而 1 0.91γ = 。同理可得 2 0.26γ = ， 3 0.91γ = ， 4 0.26γ = ， 5 0.91γ = 。 
经过计算得到 

( ) 0.4ig ⋅ ≤  

并且 

( ) ( ) 0.4i ig x g y x y− ≤ − . 

进一步可得 
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1 0.4iL = ， 0.4iM = ， 0.8id = ， 0.7id = ， 0.1id = ， 1τ = ， 0.25µ = ， 1,2,3,4,5i = . 

选择 11 4.88k = ， 12 2.08k = ， 21 4.88k = ， 22 2.08k = ， 31 4.88k = ， 32 2.08k = ， 41 5.08k = ， 42 1.08k = ，

51 4.88k = ， 52 2.08k = ， 1ijq = ， 1,2,3,4,5i = ， 1,2,3,4,5j = ， 0.1ε = 。通过计算得到 

( )
5 5 5 5

1 1 1 1 1 11 1 1 11 1 1 1 1
1 1 1 1

5

11 12 1
1

2 2

2 0.352

j j j j j j j j
j j j j

j
j

d h L d h L d s L d h s M I

k k q

ε γ +

= = = =

=

 
− + + + + + + 

 

− + + = −

∑ ∑ ∑ ∑

∑



. 

( )
5 5 5 5

2 2 2 1 2 21 2 2 1 2 2 2 2
1 1 1 1

5

21 22 2
1

2 2

2 2.0952

j j j j j j j j j
j j j j

j
j

d h L d h L d s L d h s M I

k k q

ε γ +

= = = =

=

 
− + + + + + + 

 

− + + = −

∑ ∑ ∑ ∑

∑



. 

( )
5 5 5 5

3 3 1 1 3 31 3 3 1 3 3 3 3
1 1 1 1

5

31 32 3
1

2 2

2 0.7448

j j j j j j j j j
j j j j

j
j

d h L d h L d s L d h s M I

k k q

ε γ +

= = = =

=

 
− + + + + + + 

 

− + + = −

∑ ∑ ∑ ∑

∑



. 

( )
5 5 5 5

4 4 4 1 4 41 4 4 1 4 4 4 4
1 1 1 1

5

41 42 4
1

2 2

2 0.5864

j j j j j j j j j
j j j j

j
j

d h L d h L d s L d h s M I

k k q

ε γ +

= = = =

=

 
− + + + + + + 

 

− + + = −

∑ ∑ ∑ ∑

∑



. 

( )
5 5 5 5

5 5 5 1 5 51 5 5 1 5 5 5 5
1 1 1 1

5

51 52 5
1

2 2

2 4.34

j j j j j j j j j
j j j j

j
j

d h L d h L d s L d h s M I

k k q

ε γ +

= = = =

=

 
− + + + + + + 

 

− + + = −

∑ ∑ ∑ ∑

∑



. 

( )
5 5

1 1 12 1
1 1

1 e 0.4395j j j j
j j

d s L k q ετµ −

= =

+ − − = −∑ ∑ . 

( )
5 5

2 1 22 2
1 1

1 e 1.0603j j j j
j j

d s L k q ετµ −

= =

+ − − = −∑ ∑ . 

( )
5 5

3 1 32 3
1 1

1 e 0.5067j j j j
j j

d s L k q ετµ −

= =

+ − − = −∑ ∑ . 

( )
5 5

4 1 42 4
1 1

1 e 1.8907j j j j
j j

d s L k q ετµ −

= =

+ − − = −∑ ∑ . 

( )
5 5

5 1 52 5
1 1

1 e 0.5419j j j j
j j

d s L k q ετµ −

= =

+ − − = −∑ ∑ . 

在定理 1 的条件下，(8)和(9)是指数同步的，同步误差 ( )ie t 的时间演化如图 1 和图 2 所示。因此，由

辅助系统方法知驱动系统(1)和响应系统(2)实现广义同步。 
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Figure 1. Synchronization error 1ie  

图 1. 同步误差 1ie  
 

 
Figure 2. Synchronization error 2ie  

图 2. 同步误差 2ie  

4.2. Cohen-Grossberg 神经网络的有限时间混合外同步数值仿真 

为了验证定理 2 结论的正确性，本文依然选择选择 5 维的 CGNN，其中 11 1.7h = − ， 12 0.6h = − ， 13 2h = ，

14 0.2h = − ， 15 1h = − ， 21 0.5h = ， 22 2.5h = − ， 23 0.5h = − ， 24 0.5h = − ， 25 3h = − ， 31 1h = − ， 32 0.1h = − ， 33 1.5h = − ，

34 0.8h = ， 35 1h = − ， 41 0.2h = − ， 42 0.8h = ， 43 2.5h = − ， 44 1.8h = ， 45 0.1h = − ， 51 2h = − ， 52 0.4h = ， 53 1.7h = − ，

54 0.6h = − ， 55 0.5h = ， 11 1.8s = ， 12 0.1s = − ， 13 2.5s = − ， 14 1.7s = − ， 15 0.5s = ， 21 2s = − ， 22 0.4s = ， 23 0.6s = − ，

24 2.5s = − ， 25 1.25s = ， 31 3s = − ， 32 0.7s = − ， 33 1s = ， 34 1.2s = ， 35 1.6s = − ， 41 1.3s = − ， 42 2s = − ， 43 0.5s = − ，

44 0.3s = ， 45 1.1s = − ， 51 0.3s = − ， 52 1s = ， 53 0.6s = − ， 54 1.1s = − ， 55 0.4s = − ， ( ) ( )1 1.4m ⋅ = ⋅ ， ( ) ( )2 0.4m ⋅ = ⋅ ， 

( ) ( )3 1.6m ⋅ = ⋅ ， ( ) ( )4 1.9m ⋅ = ⋅ ， ( ) ( )5 2m ⋅ = ⋅ ，
( )2

0.10.7
1

id = +
+ ⋅

， ( )0.4 tanhig = ⋅ ， 0iI = ， ( ) e
1 e

t

ttτ =
+

， 

1,2,3,4,5i = 。 
所以，我们可以得到： 

0.7 0.8id< ≤  
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并且 

( ) ( ) 0.4j jg gµ ν µ ν− ≤ − . 

进一步可得 1 0.4iL = ， 2 0.1iL = ， 0.4iM = ， 0.4g = ， 0.8id = ， 0.7id = ， 1τ = ，
1
3

µ = 。 

将 ( )1 0.1sϕ = − ， ( )2 0.2sϕ = ， ( )3 0.6sϕ = − ， ( )4 0.3sϕ = − ， ( )5 0.5sϕ = ， ( )1 0.1sφ = ， ( )2 0.4sφ = ，

( )3 0.5sφ = − ， ( )4 0.1sφ = − ， ( )5 0.2sφ = 作为系统的初值，其中， [ ]1,0s∈ − 。 
令 1 2.2c = ， 2 5c = ， 17T = ，利用 MATLAB 中的 LMI 控制工具箱对定理 2 中的 LMI 进行求解，得

到一组可行解： 

1 0.0057α = ， 2 0.0063α = ， 3 0.0065α = ， 4 0.0054α = ， 5 0.0039α = ，令 { }max iα α= ， 1,2,3,4,5i = 。

11 288.0601k = ， 12 0.2533k = ， 12 350.5336k = ， 22 0.2533k = ， 31 293.3588k = ， 32 0.2533k = ， 41 418.3834k = ，

42 0.2533k = ， 51 37.6107k = ， 52 0.2536k = 。 
因此，响应网络(2)与辅助网络(3)可以实现相对于 1 2, ,c c T 的有限时间混合外同步，数值模拟如图所示 

 

 
Figure 3. Synchronization error 3ie  

图 3. 同步误差 3ie  
 

 
Figure 4. Synchronization error 4ie  
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图 4. 同步误差 4ie  

采用欧拉法进行数值模拟，从图 3 和图 4 中不难看出，误差系统可以渐近收敛于零，这意味着响

应系统(2)和辅助系统(3)已经实现了有限时间混合外同步。在图 3 和图 4 中，我们注意到，响应系统(2)
和辅助系统(3)具有快速完美地实现了关于 1 2, ,c c T 的有限时间混合外同步，有限时间混合外同步的时间

T 约为 17 s。 

5. 结论 

本文针对 Cohen-Grossberg 型神经网络，考虑时变时滞因素，研究其实现广义同步问题。为了得到响

应系统和辅助系统实现指数同步的充分条件，基于李雅普诺夫稳定性理论，构造李雅普诺夫函数，从理

论上证明了两层网络同步。再结合线性矩阵不等式，得到了响应系统和辅助系统有限时间混合外同步的

充分条件，最后通过数值仿真验证了理论的有效性和可行性。此外，本文研究的主要是线性系统问题，

在未来的工作中，我们将研究非线性系统的广义同步问题。 
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