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摘  要 

问题提出是衡量师范生专门数学知识的一个标准。通过分析师范生基于勾股融方问题提出的与中学有关

的数学问题，可了解师范生对中学数学知识掌握的程度以及问题提出的策略，以便为师范生的数学教学

理论学习提供参考建议。 
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Abstract 
Problem posing is a standard to measure the specialized mathematical knowledge of normal stu-
dents. By analyzing the mathematical problems related to middle school raised by normal school 
students based on the Pythagorean integration problem, we can understand the degree of normal 
school students’ mastery of mathematical knowledge in middle school and the strategies proposed 
by the problem, so as to provide reference suggestions for normal school students’ learning of ma-
thematical teaching theory. 
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1. 引言 

数学教师的教学知识(Mathematical Knowledge for Teaching，简称 MKT)自 20 世纪 80 年代起就受到

数学教育工作者的重视，国内外已有许多关于数学教师教学知识的文献，其中鲍尔[1]把数学教师的教学

知识(MKT)划分为六部分，由一般内容知识(CCK)、专门内容知识(SCK)、水平内容知识(HCK)、内容与

学生知识(KCS)、内容与教学知识(KCT)、内容与课程知识(KCC)组成。除了一般内容知识，其他五类知

识都与数学史有密切关系。“专门内容知识”是指教学所特有的数学知识和技能。对于许多“为什么”

的回答，需要教师拥有专门化的知识，而数学史就是这样的专门化知识。Bair [2]认为数学教师的专门内

容知识(SCK)主要通过四种能力体现出来，这四种能力分别是：正确解答问题和证明推理的正确性的能力、

能够使用多重表征的能力、能够识别并对概念相似的问题进行一般化的能力和问题提出的能力。问题提

出能力是衡量数学教师 SCK 知识的一个指标。 
早在 20 世纪上叶，问题提出已经开始受到心理学家的关注。80 年代以后，众多学者开始研究并强

调问题提出的教育价值[3] [4]。爱因斯坦说过，提出一个问题比解决一个问题更重要。教师可以通过问题

提出了解学生对数学的理解情况。数学家和数学教育家指出，问题提出是学生数学经验的重要组成部分。

NCTM《学校数学课程与评价标准》提倡给学生更多机会提出自己的问题，指出，问题提出是“做数学”

的核心活动。NCTM《数学教学专业标准》要求给学生机会从问题情境中提出问题，并通过改变给定问

题中的条件，创设新的问题。但现阶段不论是小学还是中学，教师和学生的参考资料很多，教师选取现

成的例题给学生讲解，学生用现成的习题进行练习巩固，长此以往就压抑了教师和学生提出问题的能力，

其实提出问题是教师进行创作性的一种教学活动，提出问题需要深厚的知识功底。数学核心素养的六个

部分都要求学生能在一定情境中提出问题，所以在教师教和学生学的过程中都要训练提出问题的能力，

能不能提出好的数学问题对师范生来说很重要，为此，笔者对某师范大学大三学生的问题提出进行了测

试，通过学生提出的问题来分析师范生的数学专门知识。 
通过研究我们想得到以下问题的答案：以一个数学史问题作为任务背景，职前数学教师能运用哪些

问题提出策略提出数学问题？在问题提出的评价水平上，职前教师的 SCK 知识表现如何？本文拟通过分

析职前数学教师从一个给定的数学史料提出的问题来考察师范生提出问题的能力以及从问题提出这一个

方面能否体现出职前教师所掌握的数学专门知识，以期能对职前教育有所启示。 

2. 分析框架 

2.1. 研究样本 

本研究的样本是某师范大学数学专业大三共 81 位学生《数学文化与数学史》课程期末的一道测试题。

该题是一道《九章算术》中勾股容方的数学史题。学生在勾股容方原问题的基础上，利用问题提出策略

提出了与之相关的问题，通过对这些问题的分析来研究师范生的专门数学知识的体现。 
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先给出勾股容方题的原文：“今有勾五步，股十二步，问勾中容方几何。”首先让学生写出勾股容

方公式，然后用刘徽的方法推导该公式，第 3 问要求学生根据“勾股容方”问题，编制有关均值不等式

的问题。其中有 68 位学生提出了问题，部分同学给出了解答过程，13 位学生没有提出问题。 

2.2. 问题提出的策略 

美国学者希尔佛(Silver)等人的研究表明，根据已知情境或已知问题提出新问题的具体策略有四种[3] 
[4]：条件操作(改变已知条件)、目标操作(改变问题的目标)、对称性(将已知条件和目标互换)、链接(对现

有问题进行扩充，新问题的解决依赖于已有问题的解决)。结合数学史融入数学教学的各种方式，我们将

数学史问题提出的策略分成六种：再现式、自由式、情境式、条件式、目标式、对称式、链接式。 
“再现式”策略就是直接采用数学史上“原汁原味”的问题，对应的数学史运用方式是复制式，即

复制式数学史料本身是数学问题。“自由式”策略是根据一则数学史料(如历史上的数学史实、数学故事、

数学问题、数学方法等)来提出数学问题，问题的条件和目标可根据需要自由选择。“情境式”策略是对

历史上数学问题的情境进行改编，而保持已知条件和所求项不变。对历史上数学问题的条件和目标进行

改编来提出新问题，分别称为“条件式”策略和“目标式”策略。同时改变问题情境和条件或目标的情

形归入条件式或结论式。将历史上数学问题中的条件和目标进行互换，从而提出新的问题，这种策略称

为“对称式”。将历史上数学问题的目标作为新的条件来提出问题，这种策略称为“链接式”，见表 1。 
 

Table 1. Examples of problem posing based on the history of mathematics 
表 1. 基于数学史的问题提出举例 

类别 问题 

再现式 今有勾五步，股十二步，问勾中容方几何。 

情境式 有一块直角三角形空地，直角边长分别为 8 米和 12 米。现要在该空地上建一个正方形花坛， 
要求面积最大，求花坛的边长。 

条件式 
(1) 已知直角三角形的两条直角边长分别为 7 米和 25 米， 

求与直角三角形具有公共直角的内接正方形的边长； 
(2) 已知直角三角形的直角边为 a 和 b，求其内接正方形的边长。 

结论式 (1) 已知直角三角形的直角边为 5 和 12，求其内接正方形的面积。 
(2) 已知直角三角形的直角边为 5 和 12，求其内接正方形的对角线。 

对称式 已知直角三角形的内接正方形边长为 60/17，斜边为 13，求直角边。 

链接式 
已知直角三角形的直角边为 a 和 b，根据内接正方形边长与 a 和 b 之间的关系， 

证明 ( ) ( )2 2ab a b a b+ < + 。 

自由式 
(1) 利用尺规，作一个已知直角三角形的内接正方形。 

(2) 若直角三角形两条直角边分别为 a 和 b，则内接正方形边长为 ab/(a + b)。 
你觉得古人是如何得到这个结果的？ 

 
问题提出的方式有改变情境、改变条件、改变目标、条件和目标互换及把原问题的目标作为条件提

出问题的链接式[5]和条件与目标都改变的自由式六种策略。在这道题的基础上可以采用以上六种方式来

提出问题，链接式的问题提出方式平时用得较少，但这道题的第 2 问已经求出了容方的边长，提出问题

时可以把容方的边长作为已知条件用链接式提出新的问题。本课程的教师(作者之一)就是想通过该题考察

职前数学教师在给定的数学史料和已知原题的结论基础上能否采用多种方式提出新的数学问题。要提出

水平较高的问题必须善于通过联想把相关的知识点连接在一起，通过学生提出的问题可以了解学生掌握
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知识的广度和深度，学生提出的问题涉及的知识点多、广，说明他掌握的数学专门知识比较系统。 

2.3. 水平划分 

Bair [1]提出了关于问题提出的 5 个评价指标如表 2： 
 

Table 2. Evaluation form of problem posing 
表 2. 问题提出的评价表 

水平 指标 

水平 0 学生很难根据已有概念提出问题，学生不停地重复已看到的问题甚至不能做微小的改变， 
在改变问题中的数字和背景时，不去考虑这些改变是否合适； 

水平 1 
学生仅仅能够使用相同的概念提出问题，而问题只改变了数字但问题的背景和文字叙述并没有变； 

多数的改变是无关紧要的，当他们试图对问题做重大改变时，他们经常改变无意识地替换了 
题目的概念； 

水平 2 学生可以轻易使用其它的术语和背景来提出相似的问题，然而，学生还是没有尝试对问题的背景 
和结构进行改变，学生依然无法提出基于原问题的更进一步的问题； 

水平 3 

学生能够写出结构和背景不同但概念相同的问题，学生可以扩展原有问题并且在扩展问题中包含更多

的概念，学生可能不能够判断扩展问题的难度，扩展问题也许只是比原问题前进了一小步或者是比原

问题需要更多的概念作为支撑，但是学生并没有意识到他们的扩展是哪一种类型，这将导致有时是 
一个相对简单的扩展问题，但有时扩展问题太复杂以至于不太合适； 

水平 4 学生可以提出包含丰富联系的问题，学生可以根据教学的需要提出针对概念提出不同的问题； 
学生可以发展出一系列的问题以帮助理解概念间的联系，或者帮助确认不同概念理解的缺陷。 

3. 学生的问题 

3.1. 按问题提出策略对学生提出的问题进行划分 

“勾股容方”问题的条件就是直角三角形的勾边和股边，目标是勾股容方的边长。根据“勾股容方”

提出一道与均值不等式有关的问题是一道对提出问题的目标有限制条件的问题。提问题时可以把直角三

角形中内接正方形的边长及均值不等式作为新的条件，目标可以是均值不等式或与均值不等式有关的其

他关系。对学生提出的 68 道问题按照六类问题提出策略划分时采用的办法是：1) 符合策略要求的直接

归入该类，如已知直角三角形的勾股和 a b+ 的值，求 d 的最大值，把原题中的条件和目标都进行了改变

可归入自由式策略问题中；2) 提出的问题不能进行归类的，若有解答过程可参考解答过程进行归类，如

用几何方法证明： ( )2 2a b ab+ ≥ ，该题的解答过程是：因为三角形的内接正方形边长一定小于 ,a b ， 

所以 ,ab abd a b
a b a b

= ≤ ≤
+ +

，所以 ( )22 , 2ab a b ab a b
a b

≤ + ≤ +
+

。这个解答过程中是利用勾股容方的边长作 

为已知结论利用的，从而可判断此策略为链接式；若没有解答过程就参考该生在第 2 问是否进行了解答

以判断学生是否知道勾股容方边长的表达式进行归类，如 ABC AED DFB EFS S S S∆ ∆ ∆= + + 正 ，当正方形 EF 面积

最大时AD与BD的关系是什么？通过第2问的解答可知已求出内接正方形的边长可把该问题归入链接式。

下图 1 是按问题提出策略对学生提出问题的频数图，见图 1。 
68 道问题涉及的知识点有：两直角边和、积、容方边长、对角线、容方的周长、容方面积、斜边、

三角形面积、均值等，见图 2。 
从图 2 可看出，学生提出的与容方的边长和边长的倍数有关的问题是与三角形两直角边的和、积、

积的开方和容方的周长、对角线有关的问题，与容方的幂有关的问题只有容方的面积，与面积有关的问

题涉及直角三角形的面积和容方的面积，与算术平均值有关的问题把几何、调和、反调和平均值都考虑 
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Figure 1. Frequency of problem posing based the 
students’ strategies 
图 1. 按问题提出策略对学生提出问题的频数 

 

 
Figure 2. Distribution of knowledge points involved 
in students’ questions 
图 2. 学生提出问题涉及的知识点分布图 

 
在内了。大部分问题的图形都是原问题的图形，有两个同学在提问题时改变了条件，一个是给出了半圆

与直角三角形的图形，一个是取了斜边上的中点，比较三角形的中线和容方边长的关系，只有一位同学

给出了地主给农民分土地的问题情境来提出问题。从以上分析发现，学生不敢变换图形或者通过增加条

件提出问题与勾股容方相关的复杂问题。下面对不同的数学问题分别进行分析，其中 S∆ ， S四 分别表示

直角三角形的面积和三角形内接四边形的面积。 

3.2. 自由式数学问题 

自由式数学问题的信息见表3。 
 

Table 3. Distribution of knowledge points in the list of free style questions 
表 3. 自由式问题一览表 

序号 问题 

1 a，b 和固定下求最大面积的内切正方形。 

2 已知直角三角形的勾股和 a b+ 的值，求 d 的最大值； 

3 设有一长方形长为 a，宽为 b，令有一周长与其相同的正方形，试问二者谁的面积大？ 

4 
应用直角三角形边之间的关系证明 DK DH DO DE DG< < < < ，即证

2 2 2 22
2 2

ab a b a b a bab
a b a b

+ + +
< < < <

+ +
 

5 若由直角三角形内正方形 2d = ，求证： ab a b> + ； 

6 已知 17a b+ = ，求 ab 的最大值； 

7 已知 1a b+ = ，求
2 2
a b
+ 的大小； 
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Continued 

8 求直角三角形中矩形的最大面积为多少？ 

9 证明均值不等式链：
2 2 2 2

2 2
ab a b a b a bab

a b a b
+ + +

≤ ≤ ≤ ≤
+ +

 

10 已知有两个大小不定的正方形，其边长分别为 a，b，问这两个正方形能够拼成两个长宽分别为 a，
b 的长方形时，两个正方形边长应满足什么条件？ 

11 问 a，b 取何值时，有 S四
的面积最大？ 

12 
问：直角三角形的勾股满足什么条件时，能使直角三角形的面积的

1
2
等于直角三角形中的 

容方的面积？ 

13 设AB = a，BC = b，根据左面半圆图形利用知识证明均值不等式
2

a bab +
≤ ； 

14(4) 现有一直角三角形 ABC，AC = b，BC = a，三角形内接的矩形 CEDF，当矩形的边长满足 
什么条件时面积达到最大？ 

15 设一动点在 AB 上行动，问当 D 为哪个位置时，则正方形 CEDF 面积最大？ 

16 有一直角三角形土地，地主想把它的一部分分给农民，他说分的土地必须为一正方形， 
则农民应怎样划分才能使获得的土地最多？ 

17 现有一面倾斜的墙，为了不让墙倒下伤人，现决定架起保护措施，该保护措施为了使支持起 
同样大的空间用料最少，问该如何搭建？ 

18 互为勾股数形成三角形的三条边，则该三角形中包含的正方形边长不超过多少？ 

3.3. 链接式数学问题 

在数学问题中，链接式问题超过了一半以上，见表 4。 
 

Table 4. List of linked questions 
表 4. 链接式问题一览表 

序号 问题 

1 证明任意以 a，b 为直角边的 RtΔ，内接正方形的边长都大于等于
2
ab

； 

2 
abc

a b
=

+
，由此推出 2

2
abc ≤ ； 

3 试用几何方法证明
2

ab ab
a b

<
+

这一不等式； 

4 用几何方法证明： ( )2 2a b ab+ ≥ ； 

5 ABC AED DFB EFS S S S∆ ∆ ∆= + + 正
，当正方形 EF 面积最大时 AD 与 BD 的关系是什么？ 

6 直角∆ABC 中各边长为 d 的正方形，问：边长为 a，b 的长方形中最多能容下几个边长为 
d 的正方形？ 

7(2) 请利用勾股容方的有关知识判断
2ab
a b+

与
2 2a b
a b
+
+

的大小； 

8 直角三角形内接正方形边长的两倍与勾和股的算术平均值之间有什么大小关系？ 

9 求证： ab a b≤ + (a，b 是任意正数)； 
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Continued 

10 试证明勾股容方为直角三角形内部最大内接四边形； 

11 判断 ab 与
ab

a b+
的大小关系； 

12 证明

2ab ab
a b

  ≤ + 
； 

13 比较
ab

a b+
与

( )
2 2

, ,
2 4 2
ab a b a b

a b
+ +

+
大小关系； 

14 
21

2
abab

a b
 >  + 

，求证该不等式； 

15 证明
2 2

2
ab a b

a b
+

<
+

； 

16 利用勾股容方，证明均值不等式
2ab ab
a b

<
+

； 

17 利用三角形内接正方形面积与三角形本身面积的关系，证明均值不等式
2ab ab
a b

≤
+

； 

18 直角三角形直角边为 ,a b 内接正方形边长为
ab

a b+
，探索

ab
a b+

与
2

a b+
大小关系； 

19 a b≤ ，证明： 2S S∆ ≥ 四 ，并试推出一组均值不等式链； 

20 已知直接三角形勾股分别为 a，b，且勾股容方的边长为 d ，试证明： 2a b d+ ≥ ； 

21 

b a≥ 时有 AD DB≥ ，可推出 
2 2 2 2a b a b a b a bb a

ab ab ab ab
+ + + +       − + ≥ + −       

       
，当且仅当 a b= 时等号成立； 

22 已知勾股容方中的正方形边长为
abd

a b
=

+
，试证明

2abab
a b

>
+

； 

23 正方形边长的两倍
2ab
a b+

和对角线的一半
2 2

2
a b+

哪个大？ 

24 
2 2

2
a b ab

a b
+

≥
+

； 

25 比较勾股容方的正方形边长的两倍和从 a，b 为边的矩形周长的
1
4
； 

26 证明直角三角形内接正方形边长不大于直角三角形两直角边和的一半； 

27 试比较 RtΔABC 内接正方形的边长与直角三角形直角边长和的一半的大小； 

28 请用均值不等式的方法，判断勾股容方中 d 与
1
4

ab 的大小； 
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Continued 

29(2) 通过勾股容方判断，算术平均值
2

a b+
和几何平均值 ab 哪个大？ 

30 利用勾股容方的几何法证明：
( )2

4
a b

ab
+

≤ ； 

31 取 AB 中点 F，连接 CF，利用均值不等式试证：ED < CF； 

32 比较 d2与
1
4

ab 的大小； 

33 S∆ 与 S四
有什么关系； 

34 试证明：
2ab ab
a b

<
+

； 

35 试证明任意直角三角形的面积一定不小于其内接正方形面积的两倍； 

36 利用勾股容方问题求解
a b
ab
+

与
2

a b+
的关系； 

37(3) 用勾股容方问题证明均值不等式； 

38 已知直角三角形 ABC，直角边长为 a 和 b，CEDF 为内接正方形，求证：正方形周长C a b≤ + ； 

39(2) 

根据图形，在上面任意添加辅助线来比较：算术中项
2

a b+
，几何中项 ab ，调和中项

2
1 1
a c
+

， 

反调和中项
2 2a c
a c
+
+

的大小；设
2

a bA +
= ， B ab= ，

2abD
a b

=
+

，
2 2a bE
a b
+

=
+

，如何应用 

勾股容方的方法比较 A，B，D，E 四个值的大小； 

40 对比算术平均数与调和平均数的大小； 

41 判断并证明： a b+ 和 ab 的大小关系(a，b 均为大于 0 的数)； 

3.4. 目标式数学问题 

目标式数学问题有：已知直角∆ABC，角A，B，C所对边分别为a，b，c，证明：
2

a b ab+
≤ 。 

4. 水平划分 

按照 Bair 对问题提出的五种水平划分标准，自由式、链接式、结论式和情境式数学问题的划分标准

如下所示： 

目标式水平 0：已知直角∆ABC，角 A，B，C 所对边分别为 a，b，c，证明：
2

a b ab+
≤  

自由式水平 0：已知有两个大小不定的正方形，其边长分别为 a，b，问这两个正方形能够拼成两个

长宽分别为 a，b 的长方形时，两个正方形边长应满足什么条件？ 
自由式水平 1：若由直角三角形内正方形 2d = ，求证： ab a b> + ； 
已知 17a b+ = ，求 ab 的最大值； 
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已知 1a b+ = ，求
2 2
a b
+ 的大小； 

互为勾股数形成三角形的三条边，则该三角形中包含的正方形边长不超过多少？ 
已知直角三角形的勾股和 a b+ 的值，求 d 的最大值； 
自由式水平 2：求直角三角形中矩形的最大面积为多少？ 
问 a，b 取何值时，有 S四 的面积最大？ 
a，b 和固定下求最大面积的内切正方形。 

问：直角三角形的勾股满足什么条件时，能使直角三角形的面积的
1
2
等于直角三角形中的容方的面

积？ 

设 AB = a，BC = b，根据左面半圆图形利用知识证明均值不等式
2

a bab +
≤ ； 

问：直角三角形的勾股满足什么条件时，能使直角三角形的面积的
1
2
等于直角三角形中的容方的面 

积？ 
现有一直角三角形 ABC，AC = b，BC = a，三角形内接的矩形 CEDF，当矩形的边长满足什么条件时

面积达到最大？ 
设一动点在 AB 上行动，问当 D 为哪个位置时，则正方形 CEDF 面积最大？ 
有一直角三角形土地，地主想把它的一部分分给农民，他说分的土地必须为一正方形，则农民应怎

样划分才能使获得的土地最多？ 
现有一面倾斜的墙，为了不让墙倒下伤人，现决定架起保护措施，该保护措施为了使支持起同样大

的空间用料最少，问该如何搭建？ 
自由式水平 3：设有一长方形长为 a，宽为 b，令有一周长与其相同的正方形，试问二者谁的面积大？ 
自由式水平 4：应用直角三角形边之间的关系证明 DK DH DO DE DG< < < < ，即证 

2 2 2 22
2 2

ab a b a b a bab
a b a b

+ + +
< < < <

+ +
； 

证明均值不等式链：
2 2 2 2

2 2
ab a b a b a bab

a b a b
+ + +

≤ ≤ ≤ ≤
+ +

 

链接式水平 0：请用均值不等式的方法，判断勾股容方中 d 与 1
4

ab 的大小； 

求证： ab a b≤ +  (a，b 是任意正数)； 
用几何方法证明： ( )2 2a b ab+ ≥ ； 

通过勾股容方判断，算术平均值
2

a b+
和几何平均值 ab 哪个大？ 

用勾股容方问题证明均值不等式； 
链接式水平 1：判断并证明： a b+ 和 ab 的大小关系(a，b 均为大于 0 的数)； 

试用几何方法证明
2

ab ab
a b

<
+

这一不等式； 

利用勾股容方的几何法证明：
( )2

4
a b

ab
+

≤ ； 

abc
a b

=
+

，由此推出 2

2
abc ≤ ； 
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21
2

abab
a b

 >  + 
，求证该不等式； 

证明
2ab ab

a b
  ≤ + 

； 

试证明：
2ab ab
a b

<
+

； 

判断 ab 与
ab

a b+
的大小关系； 

利用勾股容方问题求解
a b
ab
+

与
2

a b+
的关系； 

利用勾股容方，证明均值不等式
2ab ab
a b

<
+

； 

已知直接三角形勾股分别为 ,a b ，且勾股容方的边长为 d，试证明： 2a b d+ ≥ ； 
直角三角形内接正方形边长的两倍与勾和股的算术平均值之间有什么大小关系？ 

利用三角形内接正方形面积与三角形本身面积的关系，证明均值不等式
2ab ab
a b

≤
+

； 

直角三角形直角边为 ,a b 内接正方形边长为
ab

a b+
，探索

ab
a b+

与
2

a b+
大小关系； 

已知勾股容方中的正方形边长为
abd

a b
=

+
，试证明

2abab
a b

>
+

； 

证明任意以 ,a b 为直角边的 RtΔ，内接正方形的边长都大于等于
2
ab

； 

试证明任意直角三角形的面积一定不小于其内接正方形面积的两倍； 
证明直角三角形内接正方形边长不大于直角三角形两直角边和的一半； 
试比较 Rt∆ABC 内接正方形的边长与直角三角形直角边长和的一半的大小； 

链接式水平 2：
2 2

2
a b ab

a b
+

≥
+

； 

证明
2 2

2
ab a b

a b
+

<
+

 

S∆与 S四 有什么关系； 

请利用勾股容方的有关知识判断
2ab
a b+

与
2 2a b
a b
+
+

的大小； 

正方形边长的两倍
2ab
a b+

和对角线的一半
2 2

2
a b+

哪个大？ 

取 AB 中点 F，连接 CF，利用均值不等式试证：ED < CF； 

比较勾股容方的正方形边长的两倍和从 ,a b 为边的矩形周长的
1
4
； 

试证明勾股容方为直角三角形内部最大内接四边形； ABC AED DFB EFS S S S∆ ∆ ∆= + + 正 ，当正方形 EF 面积

最大时 AD 与 BD 的关系是什么？ 
直角∆ABC 中各边长为 d 的正方形，问：边长为 ,a b 的长方形中最多能容下几个边长为 d 的正方形？ 

链接式水平 3：比较 2d 与
1
4

ab 的大小； 
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比较
ab

a b+
与

( )
2 2

, ,
2 4 2
ab a b a b

a b
+ +

+
大小关系； 

对比算术平均数与调和平均数的大小； 
a b≤ ，证明： 2S S∆ ≥ 四 ，并试推出一组均值不等式链； 
已知直角三角形 ABC，直角边长为 a 和 b，CEDF 为内接正方形，求证：正方形周长C a b≤ + ； 

b a≥ 时有 AD DB≥ ，可推出
2 2 2 2a b a b a b a bb a

ab ab ab ab
+ + + +       − + ≥ + −       

       
，当且仅当 a b= 时等

号成立； 

链接式水平 4：根据图形，在上面任意添加辅助线来比较：算术中项
2

a b+
，几何中项 ab ，调和中

项
2

1 1
a c
+

，反调和中项
2 2a c
a c
+
+

的大小；设
2

a bA +
= ，B ab= ，

2abD
a b

=
+

，
2 2a bE
a b
+

=
+

，如何应用勾股 

容方的方法比较 A，B，D，E 四个值的大小。 
按照问题提出的指标 68 道问题的水平划分频数见表 5。 
 

Table 5. Frequency of problem posing level 
表 5. 问题提出水平划分频数表 

分类 水平 0 水平 1 水平 2 水平 3 水平 4 总数 

目标式 1     1 

自由式 1 5 13 1 2 22 

链接式 8 18 11 6 2 45 

百分比 15 34 35 10 6 100 
 
从表 5 可看出具有水平 1 和水平 2 的同学人数最多，占 69%，其次是具有水平 1 的同学，水平 0 的

同学有 10 位，最少的是具有水平 4 的同学，只有 4 位，占 6%。 
问题提出策略用到了三种，通过链接式提出的问题有 45 个，占到了绝大多数，自由式提出的问题有

22 个，目标式只有 1 个，而条件式、情境式和对称式的问题都没有出现。 
具有水平 3 的同学虽然提出的问题都不一样，但对原有问题都进行了扩展，问题的结构和背景都进

行了改变，如求内接于直角三角形中矩形的最大面积；具有水平 0 的三位学生是直接给出了初中就已知

的结果，如请证明： ( )2 2a b ab+ ≥ 等，这类学生所掌握的有关直角三角形、内接长方形以及均值不等式

的知识都很贫乏，所以提不出水平高级的问题；题目要求提出与均值不等式有关的问题，在水平 1 的同 

学提出的问题是与算术平均数或几何平均值有关的问题，如判断 ab 与
ab

a b+
的大小等；具有水平 2 的同

学能变换勾股容方的边长与其它边的关系，如请证明
2 2

2
ab a b

a b
+

<
+

；能够对原题涉及的知识点掌握 

得好的同学能提出包含丰富联系的问题，如水平 4 的同学提出了问题：根据图形，在上面任意添加辅助 

线来比较：算术中项
2

a b+
，几何中项 ab ，调和中项

2
1 1
a b
+

，反调和中项
2 2a b
a b
+
+

的大小；设
2

a bA +
= ，

B ab= ，
2abD
a b

=
+

，
2 2a bE
a b
+

=
+

，如何应用勾股容方的方法比较 , , ,A B C D 四个值的大小。 
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对学生提出问题的水平分析 

通过以上分析，具有水平 4 的学生只有 4 位同学，人数最少，这四位同学提出了有关均值不等式链

的问题；其次是达到水平 3 的同学有 7 位，这 7 位学生能延伸容方的概念提出问题；能改变问题的结构

提出问题达到水平 2 的同学人数最多。这说明学生对均值不等式的相关知识有一定的了解，可以和勾股

容方问题、求最值问题联系起来，但能提出高水平问题的学生人数较少，没有把所学过的知识点与原问

题建立起联系，这说明学生的专门数学知识是零散的，没有形成系统的知识网。 
1) 提出问题水平低得原因：知识面较窄，不能把相关知识有机地建立起联系； 
2) 反应了学生的真实水平： 
3) 该问题的目标被限定是与均值不等式有关的问题，通过学生提出的问题可以了解学生理解的均值

不等式是怎样的？有两位学生提出了有关均值不等式的链式不等式式不够的； 
4)  对均值不等式的理解有以下几种情形：①  把均值不等式理解为基本不等式 2 2 2a b ab+ ≥  

和
2ab ab
a b

<
+

的学生对均值不等式在理解上是有偏差的；② 与调和中项和反调和中项有关系的问题分 

别有 10 个和 4 个；③ 学生通过自由式策略提出的均值不等式模型有创新，如把直角三角形改成了半圆

模型； 
5) 学生能够利用自由式、目标式和链接式三种策略提出问题，但没有条件式、情境式和对称式，其

原因是题目要求根据勾股容方提出与均值不等式有关的问题，条件是直角三角形的勾、股边，目标是容

方的边长，若改变条件必定改变目标，所以就没有条件式，有两位同学的问题中包含了情境，但条件与

目标全都改变了，所以是自由式，对称式要求问题的条件和目标互换，但该题要求与均值不等式有关，

所以对称式也不会出现。 
6) 有 3 个问题是要求通过勾股容方来判断算术中项与几何中项的大小，但因题目没要求写出解答过

程，所以看不出学生是否能真正通过勾股容方推导出均值不等式。 

5. 错误分析 

13位同学提出的无效问题是缺少条件和曲解公式的问题。缺少条件的问题如互为勾股数形成三角形

的三条边，则该三角形中包含的正方形边长不超过多少？曲解公式的问题如已知直角∆ABC，角A，B，C 

所对边分别为a，b，c，证明：
2

a b ab+
≤ 。 

6. 结论与启示 

通过以上分析，我们得到如下结论： 
1) 通过基于数学史的问题师范生可以提出不同水平的问题，能改变原问题的结构和背景提出概念相

同问题的学生占大多数，不会提出问题或对原有问题不能做微小变化的同学的人数不多。 
2) 衡量问题提出的指标有5个水平，从不同水平的体现可看出师范生对已学过知识的掌握情况，从

而反应出师范生所掌握的专门数学知识。 
3) 学生提出问题较弱的原因可能有：① 课上没讲；② 学生缺乏对符号语言与图形语言的转换能力；

③ 均值不等式相关知识知道的少等。 
4) 学生只能提出一些高中常见的不等式问题，但未见涉及函数等知识点的问题，高考不等式中的问

题也未涉及。 
提出问题是教师应该具有的教学能力，通过提出问题的水平高低可体现教师驾驭知识的能力和教学
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水平。所以在师范生的职前教育中应加强这方面的训练以丰富师范生的教学策略。通过数学史问题提出

问题不仅可以锻炼学生提出问题的能力，而且可以丰富学生的数学文化素养。现在国内把数学史融入教

学过程(HPM)的案例越来越多，渗入到了中小学及大学的课堂中，受到了师生的好评。但要将数学史融

入课堂教学，数学史问题不可或缺。所以在师范生的培养过程中还要加强对问题提出策略的培养。 
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