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摘  要 

三对角型行列式是一类典型的行列式，其计算方法灵活多样。本文在对三对角型行列式的通用特征值计

算方法优缺点分析的基础之上，针对具体的三对角型行列式给出几种不同的计算方法，以加深学生对各

种行列计算方法的理解，其思想方法对于一般的高阶行列式的求解具有一定的参考意义。 
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Abstract 
Tridiagonal determinant is a kind of typical determinant, and its calculation methods are very 
flexible and diverse. Based on the analysis of the advantages and disadvantages of the general ei-
genvalue method of the tridiagonal determinant, this paper discusses several different calculation 
methods for the specific tridiagonal determinant, and deepens the understanding of determinant 
computation methods. The idea of the listed methods has certain reference significance for the 
calculation of the general determinant of larger matrix. 
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1. 引言 

行列式计算是线性代数中的重要内容之一，计算行列式时可根据行列式的定义、性质、代数余子式

的性质及利用某些特殊行列式来计算，常见的计算方法[1] [2] [3] [4] [5]有：定义法、化三角形法、利用

行列式性质化简法、目标法(即利用已知行列式(如范德蒙行列式)进行计算)、降阶法、升阶法、加边法、

递推法、数学归纳法和特征值法[1] [2] [4] [5] [6] [7]等。 

2. 三对角型行列式特征值通用计算方法 

当一个 n 阶行列式 A 非零元集中在主对角线(即行标 i 和列标 j 满足： 0i j− = )、低对角线(即行标 i
和列标 j 满足： 1i j− = )和高对角线(即行标 i 和列标 j 满足： 1i j− = − )上时，称此类行列式为三对角型

行列式或带状行列式。三对角型行列式是一类典型的行列式，相关习题在各类教材的例题和习题中多次

出现，其计算是线性代数学习中的难点之一。本文主要研究以下三对角型行列式(主对角线上元素全为 a，
低对角线元素全为 c，高对角线元素全为 d，且 0cd ≠ )的计算问题： 
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显然，当 1n = 时， 1D a= ； 2n = 时， 2
2D a a c d a cd= × − × = − ；当 3n = 时，按第一行展开 
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一般地，计算 n 阶行列式时，可按照第一行展开可以得到递推关系： 

1 2n n nD aD cdD− −= −                                     (1) 

即 

( )1 1 2n n n nD D D D− − −− = −α β α ， ( )1 1 2n n n nD D D D− − −− = −β α β                (2) 

这里 a+ =α β ， cd=αβ ， 1D a= ， 2
2D a cd= − 。于是，求行列式值的问题转化为求参数 ,α β 的问

题，而 ,α β 又可看作一元二次方程 2 0x ax cd− + = 的两个根。 
当判别数 2 4 0a dc∆ = − > 时， 2 0x ax dc− + = 有两个相异的实根 
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此时，由(2)反复递推得 
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联立(3)解得 
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                            (4) 

当判别数 2 4 0a dc∆ = − = 时， 2 0x ax dc− + = 有两个相等根
2
a

= =α β 。此时由式(3)有 
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对(6)反复递推有 
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当判别数 2 4 0a dc∆ = − < 时， 2 0x ax dc− + = 有一对共轭的复根 

2

2
a i cd a+ −

=α ，
2

2
a i cd a− −

=β                              (9) 

此方法称为特征值法[1] [2]，它是一类典型的三对角行列式计算方法。此方法的优点在于计算方法具

有一定的通用性，不论 , ,a b c 取何值都可用统一的方法求得行列式的值，其缺点在于计算过程比较复杂且

难以理解，而且忽略了三对角型行列式对角线元素本身的特点。事实上，在实际计算中，针对具体的三

对角型行列可以采用多种灵活的计算方法，如递推公式法、数学归纳法和化三角形行列式法等。以下结

合一个具体的行列式来说明三对角行列的计算方法。 

3. 特定三对角型行列式其它计算方法 

例[3]计算 n 阶行列式。 
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解法 1 (特征值法)该矩阵的特点是主对角线上元素都是 2，次对角线上元素都为 1。记该 n 阶行列式

的值为 nD ，相当于行列式(*)中 2, 1, 1a c d= = = ，容易计算 1 2D = ， 2 2 2 1 1 3D = × − × = 。又 
2 24 2 4 1 1 0a dc∆ = − = − × × = ，故对应的一元二次方程 2 0x ax cd− + = 有两个相等实根 1

2
a

= = =α β 。由 

式(9)有该行列式的值 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )2 1 1 2 2 12 1 2 3 1 2 2 1nD n D D D D n D n D n n n= − + − = − + − = − + − = +  

注：此题目用特征值法求解，首先需推导出 nD 的递推关系式，然后再由一阶、二阶行列式的值代入

求得 n 阶行列式的值为 nD 。 
解法 2 (递推公式法)记该 n 阶行列式的值为 nD ，为了找出 nD 的递推关系式，可将该行列式按照第一

行展开，有 

1

1 1 0 0 0 0 0
0 2 1 0 0 0 0
0 1 2 1 0 0 0

2   

0 0 0 0 1 2 1
0 0 0 0 0 1 2

n nD D −= −







      





                        (11) 

再将上式右端第二项按第一列展开有 

1 22n n nD D D− −= −  

移项得 1 1 2n n n nD D D D− − −− = − ，知{ }1n nD D −− 是首项 2 1 3 2 1D D− = − = ，公差为 0 的等差数列， 

( )1 1 2n nD D n−− = ≥ ，求前 2n − 项的和有 

( ) ( ) ( ) ( )1 1 2 2 1 1 2 1 2n n n n nD D D D D D D D n n− − −− + − + + − = − = − × = −  

所以 12 2 3 1nD n D n n= − + = − + = + 。 
注：此法根据矩阵的特点，按某一行或某一列利用行列式的计算方法，得到递推公式，最后通过递

推关系进而求得 n 阶行列式的值。 

解法 3 (化三角形行列式法)记该 n 阶行列式的值为 nD ，将第一列乘以
1
2

 − 
 

加到第二列，再将第二

列乘以
2
3

 − 
 

加到第三列，，依次类推，将第 ( )1n − 列乘以
1n

n
− − 

 
加到第 n 列，有 
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注：此法运用行列式的运算性质，将所给行列式化为三角型行列式，从而求得行列式的值。 
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解法 4 (数学归纳法)记该 n 阶行列式的值为 nD ，为了计算 nD ，先计算 1 2 3, ,D D D ，看能否找出规律？ 

1 2 2 1 1D = = = + ， 2

2 1
2 2 1 1 3 2 1

2 2
D = = × − × = = +  

( ) ( )3

2 1 0
2 1 1 1

1 2 1 2 2 2 2 1 1 1 2 0 1 2 3 2 4 3 1
1 2 0 2

0 1 2
D = = − = × × − × − × − × = × − = = +  

一般地， 1kD k= + 。以下用数学归纳法证明 n 阶行列式的值 1nD n= + 成立，计算 1nD + 时按照第一列

展开， 

( )

1 1 2
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1 2 1 0 0 1 2 1 0 0
0 1 2 0 0 0 1 2 0 0

2     2

0 0 0 2 1 0 0 0 2 1
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2 2 1 1

n n nD D D

n n n

+ − −= × − = −

= − − + = +

 

 

 

         

 

 

           (13) 

综上知，n 阶行列式的值 1nD n= + 。 
注：此法先计算一阶、二阶和三阶行列式的值，观察规律，进而运用数学归纳法求得该 n 阶行列式

的值。 

4. 结语 

计算行列式时没有固定的方法，同一题目可以采用不同计算方法，而不同行列式非零元的取值和分

布不同，在计算过程中可以巧妙地根据行列式特点选择恰当的方法，会使高阶行列式的计算变得更简单，

同时有时需要多种方法综合使用。总而言之，高阶行列式的计算方法比较灵活，对于行列式的计算，首

先应该仔细观察行列式构造上的特点，然后采用合适的计算方法，从而达到有效求解行列式的目的。 
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