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摘  要 

本文以一道初等数学问题的解题思路为例，从此问题的多种解法出发，探讨了学生了解高等数学知识提

高分析问题和解决问题能力的必要性，并就如何培养学生“一题多解”意识给出一些建议。 
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Abstract 
This paper takes the problem-solving ideas of an elementary mathematics problem as an example, 
starting from the various solutions to this problem, discusses the necessity of understanding ad-
vanced mathematics knowledge for students to improve their ability to analyze and solve prob-
lems, and puts forward some suggestions on how to train students’ consciousness of “a problem 
with multiple solutions” awareness. 
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1. 引言 

初等数学中许多问题提出的本意是为了使学生进一步获得未来发展所必须的数学基础知识、基本技

能及基本思想，提高学生从数学的角度去思考和解决问题的能力，目的在于发展学生数学抽象、逻辑推

理、数学运算、数据分析等核心素养，最终让学生有自主学习、善于思考的意识[1]。由于不同的人对数

学上有不同的思考方式，学生对数学问题的分析也会不尽相同，因而不同的知识储备和分析问题的能力

让学生面对同一题目会产生“一题多解”的情况。 
“一题多解”是从不同角度分析问题，根据所给信息，运用已有的数学知识、经验，通过观察、推

测和想象，沿着不同方向思考、重组已有信息，获得多种解法的过程[2]。 
在本科生“数学解题研究与实践”课程的教学实践中发现不同学生对同一道数学问题有不同的理解

能力与解题方法，学生们会产生两种解题状况，一种是对问题毫无思绪，另一种是通过深入分析，联想

到许多解题方法。大部分学生能利用一种或两种初等数学方法解决问题，但极少数学生能利用高等数学

知识更简洁化解决初等数学问题。通过观察和调查可知，这种差异产生的主要原因是学生不同的知识水

平。在中学时期所学知识水平有限，很少有学生会思考用多种方法解决同一问题，这就使得学生的思维

存在非常大的局限性，这种惯性思维使得很少有本科学生联想利用高等数学知识来解决初等数学问题。

因此如何提高学生自主思考、提高解决问题的能力，培养学生“一题多解”的意识是教师急需解决的问

题。 
在以往的初等数学解题教学实践中，教师只要学生解答问题，并不注重学生思维方式的培养。自基

础教育课程改革实施以来，一线教师已逐步意识到素质教育的重要性，最大限度地提高了教学效率和教

育质量，尤其更加注重学生数学思维方式培养。近年来，以“高观点”为背景的数学试题已经出现在高

中生的视野之中，“高观点”是 19 世纪末 20 世纪初数学家菲力克斯·克莱因在《高观点下的初等数学》

中提出的，指运用高等数学的知识、方法、思想等去分析和解决初等数学问题的思想[3]。本文从“高观

点”的角度去刨析一道初等数学问题，分析初等数学问题高等化的必要性。 

2. 试题呈现 

已知 , , , ,x y z m n 均为正实数，且 2 2 2x y z+ = ，求证： 

2 2
.mx ny z

m n

+
≤

+
 

3. 解法分析 

接下来我们就以上面的试题为例，从不同角度分析问题，根据所给信息，运用已有的数学知识、经

验，通过观察、推测和想象，沿着不同方向思考、重组已有信息。 
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从结构上看，学生根据已有的知识经验看到 2 2 2x y z+ = 会联想到勾股定理和圆的方程，进而从几何 

的角度寻找解题方法，基础好一些的同学会联想到极坐标；当观察结论
2 2

mx ny z
m n

+
≤

+
时，又联想到均值 

不等式，极少数学生会想到柯西不等式和拉格朗日乘数的方法，柯西不等式和拉格朗日乘数属于高等数

学范畴，这也说明大部分学生遇到初等数学问题时仍会选择初等数学知识解决问题，缺少“一题多解”

和利用高等数学知识去解决问题的意识，根据思考的维度不同，解题方法呈现如下： 

解法 1：从代数的角度联想到均值不等式。 

分析
2 2

mx ny z
m n

+
≤

+
可以得到， 

2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 22m x mnxy n y m x m y n x n y+ + ≤ + + + ， 

2 2 2 22mnxy m y n x≤ + 显然成立，即
2 2

mx ny z
m n

+
≤

+
成立。 

解法 2：从几何角度联想到点到直线的距离公式。 

将 2 2 2x y z+ = 看成以 ( )0,0O 为圆心，z 为半径的圆弧，由于题干中给出 0x > ， 0y > ， 0z > ，观察

2 2

mx ny

m n

+

+
可联想其可以表示从圆弧上任取一点 ( ),A x y 到直线 0mx ny+ = 的距离 l (如图 1)，显然 l z≤ ，

因此
2 2

mx ny z
m n

+
≤

+
成立。 

 

 
Figure 1. Diagram 
图 1. 示意图 

 

解法 3：从极坐标变换的角度 

设
cos
sin

x z
y z

α
α

=
 =

，α 为参数， 0
2

α π
< ≤ ，代入

2 2

mx ny

m n

+

+
得： 

( )
2 2

2 2 2 2

sin arctancos sin
nz m nz m n mF

m n m n

αα α
 + + +  = =

+ +
， 

其中 arctan 0,
2

n
m

π ∈ 
 

。当 arctan
2

n
m

π
= 时， sin arctan n

m
α + 
 

取得最大值 1，因此可得 F z≤ ，故

2 2

mx ny z
m n

+
≤

+
成立。 
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解法 4：从解三角形的角度 

令 cosx z θ= ， siny z θ= ，
2 2

sinm

m n
α=

+
，

2 2
cosn

m n
α=

+
，代入得： 

( )
2 2

sin cos cos sin sinmx ny z z z z
m n

α θ α θ α θ+
= + = + ≤

+
， 

即
2 2

mx ny z
m n

+
≤

+
成立。 

解法 5：从平面几何的角度 
待求证式子可以看成 

2 2 2 2

mz nzx y z z
m n m n

⋅ + ⋅ ≤ ⋅
+ +

， 

于是联想到关于圆内接四边形的托勒密(Ptolemy)定理， 
AB CD AD BC AC BD× + × = ×  

只要令 AB x= ，BC y= ， AC z= (AC 为圆的直径，如图 2)，
2 2

nzAD
m n

=
+

，
2 2

mzCD
m n

=
+

，就

可以用托勒密定理加以证明。 
 

 
Figure 2. Schematic diagram of a quadrilateral 
in a circle 
图 2. 圆内接四边形示意图 

 

解法 6：从不等式求解的角度联想到 Cauchy 不等式 

要证
2 2

mx ny z
m n

+
≤

+
，只需证 2 2

2 2

mx ny x y
m n

+
≤ +

+
，即 

( ) ( )( )2 2 2 2 2mx ny m n x y+ ≤ + + ， 

根据 Cauchy 不等式显然成立。 
解法 7：联想到 Larange 乘数 

设算子 ( ) ( )2 2 2

2 2
, , , , , mx nyL x y z m n z x y z

m n
λ λ+

= − + + −
+

，对 L分别求关于变量 , , , , ,x y z m n λ的偏导数，

再令 0L′ = 求极值点，证明 ( )min 0L ≤ 即可。 
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4. 解后反思 

以上 7 种解法可以看出此题用初等数学知识是非常容易得证的，但是由于学生的思维比较局限，想

不到高等数学知识对此题的帮助，得不到更多的解法思路。一道题可以从多角度观察分析得出多种解题

方法，观点越高，解题方法也就越多，因此如何提高学生的解题能力、培养学生“一题多解”的意识以

及用更高的观点去审视问题是值得教师去思考的。 

鉴于以上分析，对中学教师的解题教学提出以下两点建议： 

第一，解题教学中要引导学生参与思考，从多方面分析问题，让学生熟练掌握和使用基础知识解决

问题，同时培养学生面对问题联想所学知识的意识，引发学生对同一问题的多角度思考，从而引发学生

“一题多解”的行为。 

第二，不同层次的学生可相应增设不同的课外知识点，即高等数学知识，丰富学生的知识模块，培

养学生从更高的观点看待问题的意识。这些知识不需要学生完全掌握，只需学生知道和了解，并能简单

应用即可。比如在本题中，可以给学生介绍 Cauchy 不等式 

( ) ( ) ( )22 2 2 2 2 2
1 2 1 2 1 1 2 2n n n na a a b b b a b a b a b+ + + ⋅ + + + ≥ + + +    

的形式，再者可以将 Cauchy 不等式简化到二维形式： 

设 1 2 1 2, , ,a a b b 均为实数，则 

( )( ) ( )22 2 2 2
1 2 1 2 1 1 2 2a a b b a b a b+ + ≥ + ， 

二维形式更有助于学生理解，最后可以让学生简记为“平方的和的积大于等于积的和的平方”。学

生通过对 Cauchy 不等式的了解，达到可以利用 Cauchy 不等式解决问题水平。这种教学方式不仅能让学

生感受到解决问题的方法之多，彰显出高等数学知识的“高级”之处，还能够激发出学生对数学知识的

渴望，培养学生从不同角度分析问题的意识，丰富了学生已有的数学知识、经验，利于培养学生获得多

种解法意识。 

由此可见学生多了解或者掌握一些高等数学知识是十分必要的。中学数学教师或是师范院校的师范

生，如果能够在不增加学生负担的情况下，让学生多了解和掌握一些“更高级”的定理，便能居高临下

的看待数学问题，触发出更多的解题“火花”。 
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