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摘  要 

直流电场勘探中，一般采用点电源通过傅氏变换来进行电流场二维正演，相对于利用线源进行二维电流场正

演来说，其计算较为复杂；同时，无单元法解决了传统有限元方法的缺点，无单元Galerkin法只对节点进行

处理，不受网格的影响，前期处理十分简单，具备精确的计算值、能够求解二次连续的优势。本文通过推导

线源直流电的微分方程，采用强加边界条件即第一类边界条件，基于无单元Galerkin法建立了电位场目标函

数。然后，由经典的均匀地下半空间模型，通过无单元Galerkin法正演模拟计算与理论值计算结果进行比较

分析，验证了该方法的有效性及准确性，最后，在均匀地下半空间模型的基础上，建立了高阻和低阻异常体，

通过正演计算，得到了其电位分布与电荷密度分布结果。结果表明该方法适用于对地下构造的正演模拟分析，

其能够准确的找出地下含异常的位置，为实际中直流电场反演地下介质信息奠定了基础。 
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Abstract 
In direct current field exploration, two-dimensional current field forward modeling is generally 
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carried out by point power source through Fourier transform. Compared with two-dimensional 
current field forward modeling by line source, its calculation is more complicated. At the same 
time, the element-free method solves the shortcomings of the traditional finite element method. 
The element-free Galerkin method only deals with nodes and is not affected by the grid. The pre-
liminary processing is very simple, and it has the advantages of accurate calculation values and 
quadratic continuity. In this paper, the objective function of potential field is established based on 
the element-free Galerkin method by deriving the differential equation of linear source direct 
current and applying the imposed boundary condition (the first kind of boundary condition). Then, 
based on the classical underground half-space model, the effectiveness and accuracy of this me-
thod are verified by comparing the forward simulation results of element-free Galerkin method 
with the theoretical calculation results. Finally, on the basis of the uniform underground half-space 
model, the high and low resistance abnormal bodies are established. Through forward calculation, 
the potential distribution and charge density distribution were obtained. The results show that 
this method is suitable for forward modeling and analysis of underground structure, and it can 
accurately find the location of underground anomaly, which lays a foundation for inversion of un-
derground media information by DIRECT current electric field in practice. 
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1. 概述 

基于偏微分方程的直流(DC)电阻率法数值模拟是计算地球物理中的一个热点问题。较为成熟的数值

方法含有限差分法(FDM)和有限元法[1] [2] [3]。关于有限差分法，推导过程通常很简单，计算成本也很

低。然而，有限差分法对复杂模型的适应性差限制了它的应用，因为它的网格是规则分布的。近年来，

有限元法因其良好的适应性和精度成为电阻率正演模拟最常用的数值方法[4] [5] [6]。然而，在有限元计

算中，网格离散化是必不可少的，这导致了一些缺点：1) 虽然区域划分的思想非常巧妙，但是分析区域

的网格划分可能非常费力和耗时，例如，当网格的数量很大并且计算区域特别由非结构化网格离散化时，

通常很难提高局部精度。2) 对于不同类型的单元网格，由于有限元法中形函数的约束条件复杂，形函数

的确定是一项困难的工作。 
为了避免这些问题，一种无单元 Galerkin 方法(EFGM) [7] [8]被引入到直流电场正演模拟中。无单元

Galerkin 方法没有有限元法的典型缺点。无单元 Galerkin 方法可以通过任意细化局部区域的节点来提高

局部精度。其在地球物理正演研究[9] [10] [11] [12] [13]中得到了广泛的运用，最近，麻昌英[14]利用径向

点插值(RPIM)形函数实现了对直流电场的正演研究，取得了很好的效果。据知，这项工作是第一次尝试

应用于基于无单元 Galerkin 方法构造形函数的 DC 电阻率建模问题。本文采用无单元 Galerkin 法对线源

直流电场进行二维正演研究，探究在强加边界条件下的稳态电流场响应特征。 

2. 线源直流电场数学描述 

在二维的直流电阻率法研究中，令 z 的方向为某空间内的垂直深度，x 为垂直于 z 方向的水平距离，
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y 方向为垂直于空间 xz 平面的无限延伸走向。因此二维的直流电场中电位满足的微分方程如下表示： 

1 1U U q
x x z z tρ ρ
   ∂ ∂ ∂ ∂ ∂

+ =   ∂ ∂ ∂ ∂ ∂   
                              (1) 

为了通过电流来表示直流电场中的电位分布，对上式中等式的右端进行处理，把电荷密度转换成了

与电流有关的等式。得到如下方程： 

( ) ( )( ), , sx z U x z fσ∇ ⋅∇ =                                 (2) 

其中， ( ),x zσ 为电导率， sf 为源项。 
对于单极线源与偶极线流源来说，源项 sf 的表示方法有所差别。表达式如下： 

( ) ( )
( ) ( ) ( ) ( )

A A A
s

A A A B B B

I x x z z
f

I x x z z I x x z z

δ δ

δ δ δ δ

− − −= 
− − − − − −

                     (3) 

其中，A 和 B 为供电位置，I 表示供电的电流大小。 
式(2)即为稳定的二维电流场的电流与电位之间的微分方程，通过给定的电流值与供电位置，我们可

以求解出空间内相应电位分布。同时，我们还需要对边界条件进行处理，由电流的连续性可以得到，在

边界的左右面有： 

1 2
U Uσ σ∂ ∂

=
∂ ∂n n

                                    (4) 

其中 n为法线向量， 1σ 和 2σ 为分界面的内电导率与外电导率。 
基于直流电阻率电法中的三类边界条件的选择，本文采用第一类边界条件进行处理，在求解范围内

再延拓一定边界，延拓边界就是强行给定的计算求解域外的网格边界，意味着为无穷远处的地下空间，

当电流传导到无穷远处时，其电位可令其为 0U = 。这种边界条件的设定就叫做强加边界条件，在直流

电场中被划为第一类边界条件。 
针对二维地电模型来说，当使用的收发装置类型不同时，产生的混合边界条件将会有所区别，经过

转换，可以的到不同边界条件下的变分式： 
单极线电流源： 
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偶极线电流源： 
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其中 Ω 为需要求解的空间，Г 为左右边界和底边界， r 为测点与电源之间的矢量距离， ( )cos ,r n 为边界

的法相方向同 r 之间的夹角余弦值。本文采用单极线电流源方法进行计算。 
通过无单元 Galerkin 法对直流电场的电位进行形函数的构造，则其电位的场函数可以用 n 个离散的

节点表示为： 

( ) T
1 1 i iU x n u n u= + + = N U                               (7) 

用式(7)表示式(5)则有： 

( ) ( ) ( )
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通过求解上式的变分问题，将对每个节点进行微分，得到如下表达式： 

( ) ( )
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即： 

F∂
= −

∂
KU F

U
                                    (10) 

其中， K 为节点刚度矩阵，形式为： 

( ) ( ) Td d cos , d
ln 1
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ij A
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N NN N
x z

x x z z
σσ

Ω Γ
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            (11) 

F 为包括源项的矩阵： 

d die
f N x z= ∫∫F                                    (12) 

通过对电位场微分方程的变分求泛函，再代入无单元 Galerkin 法的形函数的构造，最终得到整个空

间域内各节点的总体刚度矩阵，即为需要解决的单极线电流源直流电场的无单元模型。式(4~10)可以表

示为： 
=KU F                                       (13) 

其中，K 为各节点刚度矩阵之和，U 为节点电势，F 为右端项。对于第一类边界条件来说，由于进行了

网格延拓，即外边界为无穷远处，在外边界处，其各处计算点的电势为 0，因此右端项 F 只表示为含有

源项的矩阵。因此 F 的表达式又可以表示为： 

( )
( )

0 0

0 0

,
d d

0 ,ie

I x z
f N x z

x z

= = 


∫∫F
在 上

点 上节不在

节点
                        (14) 

3. 线源直流电场正演模拟 

3.1. 均匀半空间地电模型 

为了验证无单元 Galerkin 法在电阻率直流电场中的有效性及正确性，同时使直流电场中的电位分布
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有更加清晰的认识，本小节运用无单元 Galerkin 法对经典的半空间地电模型进行了正演数值模拟。 
本部分电阻率设为 100 Ω∙m，供电电极 A 坐标为(0,0)，MN 为接收点。其电流供电为 1 A，半空间求

解区域为长 50 m，地下深度为 25 m，并在半空间的左右边界及其底边界增加了延拓边界令其外边界电位

值为 0，网格尺寸设置为 50*25，节点间距为 1 m。网格布置如图 1 所示。通过推导的电流场无单元 Galerkin
形式的目标函数，得到图 2 电位等值线图，在均匀的电阻率值下，半空间内的电位等势线是一个围绕单

极线源点中心向外均匀扩散半圆形状态。 
 

 
Figure 1. Grid layout of uniform half-space model 
图 1. 均匀半空间模型网格布置图 
 

 
Figure 2. Potential contour map of homogeneous half-space model 
图 2. 均匀半空间模型电位等值线图 
 

从图 2 可以看出，在均匀半空间内电位离源点越远其值越小，并且围绕源点以圆域的方式逐渐减弱。

越靠近源点其电位值越大，通过与其他文献中有限元法的电位模拟电位等值线图比较，其电位分布符合

实际情况，证明了本方法的有效性及其正确性。本文还通过与理论值的计算结果进行验证分析，进一步

证明了该方法的实用性。 
均匀半空间内单级线源的计算公式为： 
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1lnIU c
r

ρ  
= +  

 π
                                  (15) 

式中 c 为常数，r 为电位场节点与源点的距离。 
通过无单元 Galerkin 法的计算与本身理论的计算，得到表 1 理论值与数值解的计算对比结果，从对

比结果中能够直观的看出，其绝对误差相差精度为 10−2 V，当距离源点为 1 m 的时候，理论值与数值解

的误差很大，为 0.09 V。当距离源点为 10 m 的时候，理论值与数值解的误差减小到 0.01 V，总结其中的

规律可知，两者之间的计算误差十分的小，且距离源点越远的范围内其误差越来越小，其拟合效果更好。

通过计算结果的比较，无单元 Galerkin 法能够准确的求解出地下空间的电位分布值，能够用来进行对直

流电场的正演模拟研究。 
 
Table 1. Comparison between theoretical potential value and numerical solution of homogeneous half-space model 
表 1. 均匀半空间模型电位理论值与数值解对比 

X/m 数值解/V 理论值/V 绝对误差/V 

1 102.37 102.46 0.09 

2 80.36 80.39 0.03 

3 67.46 67.49 0.03 

5 51.21 51.23 0.02 

10 29.162 29.166 0.01 
 

图 3 为电流密度的走势图，从图中可以看出，当源点电位为正电流时，越靠近源点时，其电流密度

越大，越远离源点时，其电流密度越小，当其扩散到边界时，其电荷密度接近为 0。并相对于正电荷的

源点向外扩散，且其电荷分布均匀，符合均匀半空间场的电荷分布情况。其与电位等值线相互吻合，其

走向垂直于电位等值线面，同时其电荷密度呈左右对称分布，两边的扩散形式相同。 
 

 
Figure 3. Current density diagram of uniform half-space model 
图 3. 均匀半空间模型电流密度图 

3.2. 含异常体的均匀半空间地电模型 

为了使无单元 Galerkin 法电流场模拟合理的运用到对有异常体的地下构造模型研究中，并且能够准

确的找出异常体位置，分析其异常体对电位的传导与电荷分布的影响，为电流场反演推导地下物性结构

-25 -20 -15 -10 -5 0 5 10 15 20 25

Distance(m)

-25

-20

-15

-10

-5

0

E
le

va
tio

n(
m

)

https://doi.org/10.12677/app.2022.125028


朱泽龙，戴前伟 
 

 

DOI: 10.12677/app.2022.125028 253 应用物理 
 

奠定基础。本部分设计了两个异常体模型，两个异常体分别在相同位置具有高于或低于背景电阻率的电

阻率值。然后通过对其电位分布与电荷分布的正演模拟，为电流场反演奠定坚实的基础。在本模型中，

背景电阻率值与网格的布置将沿用上一小节的设置。不同的是，在平行于 x 轴走向的−10 m 至−5 m，垂

直于地下深度的 z 轴−5 m 至−10 m 处布置了一个 5*5 m 的正方体异常块。异常体将设置成高阻或低阻，

其中高阻异常体为 1000 Ω∙m，低阻异常体为 10 Ω∙m。其异常体位置模型布置如图 4 所示。其中，电极电

源位置为(0,0)和网格尺寸大小为 50*25、电流值为 1 A。 
 

 
Figure 4. Abnormal body position in half space 
图 4. 半空间异常体位置图 

 
图 5、图 6 分别为高阻异常体、低阻异常体的电位分布图。从图 5 可以看出，电阻率值高的异常体

其电位等势线越密集，电位差变小，且在矩形异常体位置处的电位等值线出现弯曲，向靠近源点处弯曲，

其电位的大小急剧减小，说明高电阻率的异常体将减弱电场的传导，加剧电位的衰减；反之，从图 6 可

以看出，电阻率值低于背景场值的异常体处，电位等势线稀疏，电位差变大，且在矩形异常体位置处的

电位等值线出现弯曲，向远离源点处弯曲，其电位的大小缓慢变换，说明低电阻率的异常体将增强电场

的传导，减缓电位的衰减。 
 

 
Figure 5. Isogram of potential of abnormal body with high resistance in half space 
图 5. 半空间高阻异常体电位等值线图 
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Figure 6. Isogram of half-space low resistance abnormal body potential 
图 6. 半空间低阻异常体电位等值线图 

 
图 7、图 8 分别为其电流密度分布情况。从图 7 可以看出，当异常体为高阻时，电流密度变小，排

斥电荷，在异常体位置处的电荷密度远小于其他部分电荷，通过电荷密度分布可以看出，当电阻率异常

体越高其电荷聚集越少，且根据电荷分布走向可以看出，高阻率异常体将影响电荷的扩散方向，在异常

体周边的电荷将绕过异常体继续向外出扩散，并在其周边的电荷将比其它均匀空间内的电荷聚集得多；

从图 8 可以看出，异常体为低阻时，电流密度变大，吸引电荷，在异常体位置电荷密度远大于其他部分

电荷，通过电荷密度分布可以看出，当电阻率异常体越小其电荷聚集越多，且根据电荷分布走向可以看

出，低阻率异常体将影响电荷的扩散方向，在异常体周边的电荷将穿过异常体继续向外出扩散，并在异

常体内部的电荷将比其它均匀空间内的电荷聚集得多。更加准确的显示出了异常体的位置及异常体的电

阻率值与背景场的关系，能够很好的反应地下异常体情况。因此本方法适用于地下空间电流场模型的正

演研究，能够为生产实际提供有力的论证。 
 

 
Figure 7. Current density diagram of high resistance abnormal body in half space 
图 7. 半空间高阻异常体电流密度图 
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Figure 8. Current density diagram of low-resistance abnormal body in half space 
图 8. 半空间低阻异常体电流密度图 

4. 结论 

本文采用新兴的数值方法(无单元 Galerkin 法)对单极线线源二维直流电场的公式推导，然后对不同的

均匀半空间模型进行正演模拟，分析其电位分布及电荷密度，得出了以下结论： 
1) 采用无单元 Galerkin 法对线源直流电法进行正演模拟，只采用节点信息，摆脱了网格的束缚，因

其解高次连续的特点，提高了计算精度。同时，采用第一类边界条件，提高了计算效率。 
2) 通过对均匀地下半空间的地电模型进行正演研究并与理论值进行对比分析，验证了该方法的有效

性及正确性。 
3) 建立了含有高阻、低阻异常体的均匀半空间地电模型，通过分析其电位分布及电荷密度，能够准

确的反应出地下异常体位置，对地下构造分析有很好的效果，为生产实际提供了理论依据。 

参考文献 
[1] Claerbout, J.F. (1971) Toward a Unified Theory of Reflector Mapping. Geophysics, 36, 467. 

https://doi.org/10.1190/1.1440185  
[2] Marfurt, K.J. (1984) Accuracy of Finite Difference and Finite Element Modeling of the Scalar and Elastic Wave Equa-

tion. Geophysics, 49, 533-549. https://doi.org/10.1190/1.1441689  
[3] Ferte, G., Massin, P. and Moes, N. (2016) 3D Crack Propagation with Cohesive Elements in the Extended Finite Ele-

ment Method. Computer Methods in Applied Mechanics & Engineering, 300, 347-374. 
https://doi.org/10.1016/j.cma.2015.11.018  

[4] 解海军, 李志强, 栗升. 线源直流电法有限元二维正演模拟[J]. 煤田地质与勘探, 2019, 47(1): 194-199. 

[5] 李晓斌, 杨振威, 云美厚, 刘彦. 长电极直流电法滑坡监测有限元数值模拟[J]. 河南理工大学学报(自然科学版), 
2019, 38(1): 61-67. 

[6] 张钱江, 戴世坤, 陈龙伟, 强建科, 李昆, 赵东东. 基于网格加密-收缩的 2.5D直流电法有限元模拟(英文) [J]. 应
用地球物理(英文版), 2016, 13(2): 257-266+416-417. 

[7] Yan, B., Li, Y. and Ying, L. (2016) Adaptive Finite Element Modeling of Direct Current Resistivity in 2-D Generally 
Anisotropic Structures. Geophysical Prospecting for Petroleum, 130, 169-176. 
https://doi.org/10.1016/j.jappgeo.2016.04.018  

[8] Chou, T.-K., Chouteau, M. and Dubé, J.-S. (2016) Intelligent Meshing Technique for 2D Resistivity Inverse Problems. 
Geophysics, 81, 217-224. https://doi.org/10.1190/geo2015-0177.1  

[9] 黄鑫. 基于任意六面体谱元法频率/时间域航空电磁三维正演模拟研究[D]: [硕士学位论文]. 吉林: 吉林大学, 
2019. 

-25 -20 -15 -10 -5 0 5 10 15 20 25

Distance(m)

-25

-20

-15

-10

-5

0
E

le
va

tio
n(

m
)

https://doi.org/10.12677/app.2022.125028
https://doi.org/10.1190/1.1440185
https://doi.org/10.1190/1.1441689
https://doi.org/10.1016/j.cma.2015.11.018
https://doi.org/10.1016/j.jappgeo.2016.04.018
https://doi.org/10.1190/geo2015-0177.1


朱泽龙，戴前伟 
 

 

DOI: 10.12677/app.2022.125028 256 应用物理 
 

[10] 赵小娟. 无单元 Galerkin 法在解地下水承压流动问题中的应用[D]: [硕士学位论文]. 大连: 辽宁师范大学, 2019. 

[11] 麻昌英, 柳建新, 郭荣文, 孙娅, 崔益安, 刘嵘, 刘海飞. 耦合有限单元法扩边的直流电阻率勘探无单元Galerkin
法正演[J]. 地球物理学报, 2018, 61(6): 2578-2588. 

[12] 李俊杰, 严家斌, 皇祥宇. 无单元 Galerkin 法大地电磁三维正演模拟[J]. 地质与勘探, 2015, 51(5): 946-952. 

[13] 冯德山, 王洪华, 戴前伟. 基于无单元 Galerkin 法探地雷达正演模拟[J]. 地球物理学报, 2013, 56(1): 298-308. 
[14] Ma, C.Y., Liu, J.X., Liu, H.F., Guo, R.W., Musa, B. and Cui, Y.-A. (2019) 2.5D Electric Resistivity Forward Modeling 

with Element-Free Galerkin Method. Journal of Applied Geophysics, 162, 47-57. 
https://doi.org/10.1016/j.jappgeo.2018.12.021  

https://doi.org/10.12677/app.2022.125028
https://doi.org/10.1016/j.jappgeo.2018.12.021

	基于无单元Galerkin法电流场数值模拟
	摘  要
	关键词
	Numerical Simulation of Current Field Based on Element-Free Galerkin Method
	Abstract
	Keywords
	1. 概述
	2. 线源直流电场数学描述
	3. 线源直流电场正演模拟
	3.1. 均匀半空间地电模型
	3.2. 含异常体的均匀半空间地电模型

	4. 结论
	参考文献

