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摘  要 

本文研究了与Lozi保积映射的抛物和双曲周期点相关的轨道特征。证明了其全轨道相对于 y x= − 都是对

称的。首先证明了当 a = 2 时Lozi映射的轨道绕原点旋转，并且指出其轨道可能是发散的，也可能是稳定

的周期轨。然后证明了 a = −2时Lozi映射的轨道全平面发散，并且发散轨道最终都是属于平行于二四象限

的对角平分线的平行直线族。最后证明了当 a > 2时Lozi映射的轨道沿着双曲线在第二或第四象限发散。 
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Abstract 
In this paper, the orbital characteristics associated with a parabolic and hyperbolic periodic point 
of the Lozi area-preserving map are studied. It is proved that the full trajectory is symmetric about 
y x= − . We first prove that the trajectory of the Lozi map rotates around the origin, and point out 

that the trajectory may be divergent or stable periodic when a = 2 . Then it is proved that the tra-
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jectory of the Lozi map diverges in all planes, and the divergent trajectory eventually belongs to 
the family of lines parallel to the diagonal bisectors of the two and four quadrants when a = −2 . 
Finally, it is proved that the trajectory of the Lozi map diverges along the hyperbola in the second 
or fourth quadrant when a > 2 . 
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1. 研究背景 

为了真正揭示 Hénon 吸引子的结构，Lozi 在 1978 年提出了一个类似于 Hénon 映射的简化模型[1]。
此后，Lozi 映射的研究和应用一直没有停止过[2]-[7]。Lozi 映射在特定参数下存在一个奇异双曲混沌吸

引子[4] [5]。由 Lopesino 等人在文[6]中证明 Lozi 映射中存在一个混沌鞍。Cao 等人在文[7]中提出了 Lozi
映射参数平面上存在奇异吸引子的开集。但是，当选择特定的参数设置时，Lozi 映射就变成了一个特定

的二维保持面积映射(后面统一称保积映射)，它可以生成初值相关的无限多个共存不变轨道。DEVANEY
等人研究了 Lozi 映射在 1a = 时的拓扑共轭模型，并分析了模型的动力学行为[8] [9]。最近，LI 等人描述

了 Lozi 保积映射中极端依赖初始值的多稳定性[10] [11]。 
保积映射没有吸引子，但具有丰富而非常复杂的动力学行为，可以提供最简单和最准确的方法来可

视化和量化具有两个自由度的保守系统的行为。因此，它们引起了不同领域学者们的关注[12]-[21]。
SANDER 等人开发了一种加权 Birkhoff 平均方法来识别不依赖于这些对称性的混沌轨道、岛链和旋转不

变圆[17]。LAGARIAS 等人研究了保积同胚的动力学行为[18] [19]。GU 在文[20]中提出了保积映射存在

混沌。最近，GU 等又研究了与椭圆周期点相关的正则岛链[21]。 

2. 相关性质和介绍 

2.1. 模型介绍 

Lozi 映射是一种二维分段线性映射，它的数学模型可以写为： 

1

1

1
,n n n

n n

x a x y
y bx

+

+

 = − +


=
                               (1) 

其中，控制参数为两个实常数 ( ), 0a b b ≠ ，而(1)式中的 Lozi 映射的雅可比矩阵可以写成
( ) 1

0
asign x

J
b

 −
=  
 

。

显然，J 的行列式是-b，特别是当 1b = − ，Lozi 映射是一个二维保积映射，可以改写为 
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为了简单方便，记
1

1 0L

a
A  

=  − 
，

1
1 0R

a
A

− 
=  − 

。 ( ){ }1 , | 0LC x y x− = = 被称为基本关键线，即分隔两个映

射的定义区域的关键线。 ( ) ( ){ }1 , | 0LC T LC x y y−= = = 是(0 阶)关键线， ( )i iLC T LC= 是 i 阶关键线。为了

便于表示，本文将用 LC 来表示 0LC 。 

2.2. 不动点介绍 

系统(2)在两个分区的不动点分别为 

( )* * * 1 1, , ,
2 2L LL x y

a a
 = = − − − 

                                 (3) 

( )* * * 1 1, , .
2 2R RR x y

a a
 = = − + + 

                                 (4) 

如果 *L 和 *R 处于相应的分区，则不动点存在，即“真实”不动点；否则，它们被称为“虚拟”不动

点，用 *L 和 *R 表示。如果 2a = ，那么 *L 是无穷不动点， *R 是真实抛物不动点；如果 2a = − ，那么 *R 是

无穷不动点， *L 是虚拟抛物不动点。如果 2a > ，那么 *L 和 *R 是真实双曲不动点；如果 2a < − ， *L 和 *R

是虚拟双曲不动点。 

2.3. 性质及其证明 

性质 1 系统(2)的全轨道(包括正向与负向轨)关于 y x= − 都是对称的。 
证明 Lozi 映射 T 是一个可逆映射，其逆映射是 

1

0 1 0
, 0
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: .
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, 0
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a yx
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                              (5) 

点 ( ),A x y 相对于线 y x= − 的对称点坐标是 ( ),A y x′ − − 。如果 ( ),A x y 满足(2)式， ( ),A y x′ − − 满足(5)
式。因此，系统(2)的所有轨道关于 y x= − 都是对称的。证明完毕。 

3. 与抛物不动点相关的轨道特征 

本节将展示当两个分区的不动点是抛物型时可能的轨道类型，解释为什么发散轨道属于一系列平行直线。 
定理 1 如果 2a = ， 
1) 存在一个线段 : 1 2,0 1 2RS y x x= − ≤ ≤ ，其上任何一点均为二周期环； 
2) 全相平面上具有初始条件 ( )0 0,x y 且不属于直线 RS 的轨道是绕着原点旋转的。 
证明令 ( ){ }, | 0,2 1 0x y x x y= < + + < 和 ( ){ }, | 0,2 1 0x y x x y= < + + > 分别对应图 1(a)灰色与天蓝色

区域。当 2a = ，由系统(2)知 

2 1 2 1
: , : .L R

x x y x x y
T T

y x y x
′ ′= + + = − + + 

 ′ ′= − = − 
                             (6) 

如果初始点 ( )0 0,x y ∈， 1 0 02 1 0x x y= + + < 。因此，在中的轨道保持在左分区。若从 ( )0 0,x y ∈的

轨道上的点 ( ),n nx y 还在中，则 
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其中 

1
.

1
n
L

n n
A

n n
+ 

=  − − + 
 

一个简单的计算表明 

0 0 0
1 ,

2n
nx x n x y + = + + + 

 
                                  (7) 

0 0 0
1 .

2n
ny y n x y − = − + + 

 
                                  (8) 

令 ( ){ }, | 0, 2 1 0x y x x y= > − + + > 和 ( ){ }, | 0, 2 1 0x y x x y= > − + + < 分别对应于图 1(a)的黄色与绿

色区域。从任意 ( )0 0,x y ∈出发的轨道通过一次迭代 1 0 02 1 0x x y= − + + > ，因此，在中的轨道保持在

右侧。若从 ( )0 0,x y ∈的轨道上的点 ( ),n nx y 还在中，则 
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其中 I 为单位矩阵， 
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一个简单的计算表明 

( )
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1) 当 2a = ，系统(2)具有实不动点 ( ) ( )* * *, 1 4, 1 4R x y = − ，该不动点对应的二重特征值 1λ = ，存在

唯一过不动点的特征向量 1 2y x= − ，该特征向量在右分区才真实存在，这导致位于右分区的一个线段

1 2y x= − ， 0 1 2x≤ ≤ ，其上面每一点均是二周期环。 
2) 首先证明对于线性系统(2)，从左侧分区出发的轨道最终到达右侧分区。 
由(7)、(8)式知，对于任意初始条件 ( )0 0,x y ，有 

0 0 .n nx y x y n+ = + +                                     (11) 

方程(11)表明轨道属于直线族 0 0:nL x y x y n+ = + + 。 
由(9)、(10)式可知，对于任意初始条件 ( )0 0,x y ，有 

( )
( )

2 1 2 1 0 0

2 2 0 0

1,

.
n n

n n

x y x y

x y x y
+ + − = − − +


− = −

                                 (12) 

任取 ( )0 0,x y ∈，假设从其出发的轨道上的点 ( ),n nx y 在保持在中，则 0nx < 并且方程(11)成立，

对应充分大的 n， 0 0 0 0
12 1 2 1 1 0

2n n
nx y x y n x y + + + = + + + + + + > 

 
恒成立。因此，从区域出发的轨道
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一定会进入区域。而在 ( )0 0,x y ∈区域的轨道，经过一次迭代 1 0 02 1 0x x y= + + > ， 1 0 0y x= − > 就会去

往右侧且到达右侧第一象限。然后证明从右侧出发的轨道最终到达左侧分区。 
任取 ( )0 0,x y ∈，假设从其出发的轨道上的点 ( ),n nx y 在保持在，则 0nx > 并且方程(12)成立，因为

( )2 1 2 1 2 1 0 0 0 0 0 02 1 1 3 2 2 2 1 2n n nx y x x y x y n x y+ + +− + + = − + − − = − − + − − ； 

( )2 2 2 0 0 0 0 0 02 1 2 2 1 2n n nx y x x y x y n x y− + + = − − + = − + − − − 。 如 果 0 0 1 2x y− > ， n 充 分 大 后

2 22 1 0n nx y− + + < ；如果 0 0 1 2x y− < ，n 充分大后 2 1 2 12 1 0n nx y+ +− + + < 。因此，从区域出发的轨道一定

会进入区域。而在区域的轨道，经过一次迭代 1 2 1 0n nx x y= + + < ， 1 0ny x= − < 就会去往左侧且到达

左侧第三象限。 
 

 
(a) 2a = 时轨道不同走向的分区                    (b) 2a = − 时轨道不同走向的分区 

Figure 1. The division of trajectory in different directions in the phase plane at 2a = ±  
图 1. 2a = ± 时在相平面上轨道不同走向的分区 
 

综上所述，区域出发的轨道先去往区域然后迭代去往右侧分区。它可能直接进入区域然后经

过一次迭代返回左侧完成一次循环。也可能进入区域然后经过若干次迭代在奇数次或偶数次到达区

域，最后重新回到区域完成一次循环。所以从相平面任意不属于线段 RS 点出发的轨道绕着原点反复旋

转。证明完毕。 
由于相平面不属于线段 RS 点出发轨道绕原点不断旋转，如果存在 N 使得 ( ) ( )0 0, ,N Nx y x y= ，则产生

一个 1N + 周期轨道。如果轨道有无限个点并且总体是不断扩张的可能产生一个发散轨道。数值模拟发现

在直线族
1: 0

2n
nl x y +

+ + = 上的点有可能具有周期性，也有可能发散。取 0 01, 2, 5x y n= − = − = 有形如

6 8L RL R 这样的周期序列，或者取 0 05, 1.5, 6x y n= − = = ，有形如这样 9 13L RL R 的周期点。在射线

1 2, 1 2y x x= − > 上的点有可能具有周期性，也有可能发散。取 0 03.5, 3x y= = ，有形如 13L R 这样的周期

序列。 

猜想：从直线 1 2 0x y− − = 与直线族
1 0

2
nx y +

+ + = 的交点
2,

4 4n
n nP + − − 

 
出发的轨道必是周期轨。 

由性质 1 知，全轨道都是关于 y x= − 对称的。如图 2(a)所示，周期轨道关于 y x= − 对称，沿直线族

0 0x y x y ϕ+ = + + 分布。图 2(b)显示了初始值为 ( )2,5.2− ，迭代次数为 1000 次的发散轨道，随着迭代次

数的增加，发散轨道明显向左侧扩展。 

https://doi.org/10.12677/app.2023.1311048


顾恩国，李博 
 

 

DOI: 10.12677/app.2023.1311048 458 应用物理 
 

 
(a) 初始点为 ( )3, 2− 的周期轨道                  (b) 初始点为 ( )2,5.2 , 1000n− = 的发散轨道 

Figure 2. Trajectories characteristics diagram when 2a =  
图 2. 2a = 时的轨道特征图 
 

定理 2 如果 2a = − ，相平面上任意的初始条件 ( )0 0,x y 的轨道最终发散并且属于直线族 

0 0:nL x y x y n+ = + + 。 
证明如果 2a = − ， 

2 1 2 1
: , : .L R

x x y x x y
T T

y x y x
′ ′= − + + = + + 

 ′ ′= − = − 
 

定理 2 中 LT 和 RT 的作用与定理 1 中 RT 和 LT 的作用完全相同，但是定理 2 的映射与定理 1 的最大不同

是没有真实不动点并且无穷不动点位于右侧分区，因此不可能存在二周期线段。下面说明从全平面出发

的轨道必然发散。 
令 ( ){ }1 , | 0, 1 2 0x y x x y= > + + > ， ( ){ }2 , | 0,2 1 0x y x x y= > + + > ， 

( ){ }3 , | 0, 1 2 0,2 1 0x y x x y x y= > + + < + + > 和 ( ){ }1 , | 0,2 1 0x y x x y= > + + < ，其中 1 3 2=   (对应

于图 1(b)灰色和白色区域)，在 2 中的轨道保持在右侧。首先证明 1 (对应于图 1(b)灰色区域)是一个正向

不变集，然后证明从 1 出发的轨道在第四象限发散并且属于直线族 nL 。 
任取 ( )0 0 1 2,x y ∈ ⊆  ，假设从其出发的轨道上的点 ( ),n nx y 保持在 2 ，则 0 0 1 2 0x y+ + > ， 0nx > 并

且 方 程 (11) 成 立 ， 所 以 ( )0 0 0 02 1 1 1 2 1 2 0n n n nx y x x y n x x y n+ + = + + + + = + + + + + > 恒 成 立 ， 即

( ) 1,n nx y ∈ 。因此， 1 区域是一个正向不变集。从 ( )0 0 1,x y ∈ 出发的轨道一直在右侧的区域 1 ，所以

式 (7)、 (8)和 (11)对于任意的 n 成立，又因 0 0 0 0
1 1 2 0

2
nx y x y+

+ + > + + > ，由 (7)和 (8)取极限得

limn nx→∞ → +∞，limn ny→∞ → −∞。因此，轨道在第四象限发散。由(11)式知发散轨道属于平行直线族 nL 。 

接着证明 3 (对应于图 1(b)的白色区域)的轨道一次迭代进入 1 。任取 ( )0 0 3 2,x y ∈ ⊆  。则 1 0x > 。

由于 1 0 0 0 02 1 1 2 0x x y x y= + + > + + > 。即 ( )1 1 1,x y ∈ 。最后证明， 1 (对应于图 1(b)天蓝色区域)的轨道

同样进入 1 区域。任取 ( )0 0 1,x y ∈ 经过一次迭代 1 0 02 1 0x x y= + + < ， 1 0 0y x= − < 进入左侧第三象限。

任取 ( ) ( ){ }0 0 1, , | 0, 2 1 0x y x y x x y∈ = < − + + < (对应于图 1(b)绿色区域)，类似定理 1 中关于区域的方

法可以证明从 1 区域出发的轨道一定会进入 1 (对应于图 1(b)黄色区域)。从 ( )0 0 1,x y ∈ 出发的轨道，经

过一次迭代 1 0 02 1 0x x y= − + + > ， 1 0 0y x= − > 就会去往右侧且到达右侧第一象限，而第一象限是 1 的子
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集。至此我们证明了左侧出发的轨道必然进入 1 ，而 1 出发的轨道经过一次迭代进入左侧，从而 1 出

发的轨道最终进入 1 。因此，相平面上任意点出发的轨道都进入右侧正向不变集 1 ，最终在第四象限发

散。证明完毕。 

4. 与双曲不动点相关的轨道特征 

在本节中，将展示当两个分区中的不动点是双曲不动点时可能的轨道类型，解释为什么轨道会沿一

系列双曲线发散。 

定理 4 如果 2a > ，则从区域 ( ) 1
1

1

, | 0, 0, 1 0
1

x y x x y ax yλ
λ

λ
 

= < + − > + + < 
− 

 外出发的轨道沿双曲线

不变集 2 2 0x axy y x y µ+ + − + + = 从第二象限发散。 

证明首先证明从区域 ( ) 1
1

1

, | 0, 0
1

D x y x x y λ
λ

λ
 

= < + − < 
− 

中出发的轨线必然沿第二象限发散。 

 
由映射(2)定义知，初始条件 ( )0 0,x y 位于左侧分区的轨道在 LT 作用 n 次后的点 ( ),n nx y 为 

( )0 1 2

0

1
.

0
n n n n

L L L L
n

x x
A A A A I

y y
− −     

= + + + + +     
    


                         (13) 

下面计算 n
LA ，设 n nn

L
n n

a b
A

c d
 

=  
 

，则 1 11

1 1

1
1 0

n nn n
L L L

n n

a ba
A A A

c d
− −−

− −

  
= =   −  

，其中： 

1 1n n na a a c− −= ⋅ + ， 1 1n n nb a b d− −= ⋅ + ， 1n nc a −= − 和 1n nd b −= − 。 na 和 nb 分别是差分方程 1 2n n na a a a− −= ⋅ −

和 1 2n n nb a b b− −= ⋅ − 满足于初始条件 2
1 2, 1a a a a= = − 和 1 21,b b a= = − 的解。这两个差分方程的特征方程为

2 1 0aλ λ− + = ，则特征值为
2

1
4

2
a aλ + −

= ，
2

2
4

2
a aλ − −

= ，且满足 2 10 1 aλ λ< < < < ，因此差分方程

的通解为 1 1 2 2
n n

na k kλ λ= + ； 1 1 2 2
n n

nb m mλ λ= + ，由初始条件知 
1 1 1 1

1 1 2 2 1 1 2 2
2 2 2 2 2

1 1 2 2 1 1 2 2

1, ,
1

k k a m m
k k a m m a
λ λ λ λ
λ λ λ λ

 + = + =
 + = − + = 

 

解得 

1 2
1 22 2

, ,
4 4

k k
a a

λ λ
= = −

− −
 

1 22 2

1 1, ,
4 4

m m
a a

= = −
− −

 

一个简单的计算表明 
1 1

1 2 1 2
1 12

2 1 2 1

1 ,
4

n n n n
n
L n n n nA

a

λ λ λ λ
λ λ λ λ

+ +

− −

 − −
=  

− −−  
 

将 n
LA 带入(13)式中计算得 

1
1 1 0 02

1

1 ,
14

n
n nx x y

a

λ
λ λ α

λ
 

= + − + −−  
                         (14) 

1 1
1 1 0 02

1

1 ,
14

n
n ny x y

a

λ
λ λ β

λ
−  

= − + − + −−  
                        (15) 
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其中 

2
2 2 0 02

2

1 1 ,
1 24

n
n x y

aa

λ
α λ λ

λ
 

= − + − + − −−  
 

1 2
2 2 0 02

2

1 1 .
1 24

n
n x y

aa

λ
β λ λ

λ
−  

= + − − − −−  
 

注：可知随着 n 的不断增大，因为 20 1λ< < ，故 ,n nα β 是无限趋近于
1

2a
±

−
的数，最终不影响 nx 与

ny 的符号。 

在证明区域D是沿着第二象限发散之前，首先说明直线 1
1 1

1

: 0
1

l x y λ
λ

λ
+ − =

−
位于直线 2 : 1 0l ax y+ + =

的左下方。因为
( )

2

1 1

11 1 0
1 1a a

λ
λ λ

+
+ = <

− −
，即

1

1 1
1 aλ

< −
−

，所以直线 1l 在 x 轴的截距
1

1
1 λ−

小于直线 2l 在 x

轴的截距
1
a

− 。而 1

1

1 0
1
λ
λ
+ <

−
，即 1

1

1
1
λ
λ

< −
−

，所以直线 1l 在 y 轴的截距 1

11
λ
λ−

小于直线 2l 在 y 轴的截距

−1。因此，直线 1l 在左侧分区位于直线 2l 的左下方(如图 3(a)所示)。可知当满足 0 0 1 0ax y+ + > 时，

1
1 0 0

1

0
1

x y λ
λ

λ
+ − >

−
恒成立；满足 1

1 0 0
1

0
1

x y λ
λ

λ
+ − <

−
时， 0 0 1 0ax y+ + < 恒成立。由映射 (2)知，

( )0 0,x y D∀ ∈ ， 1 0 0 1 0x ax y= + + < ，因此， ( )0 0,x y D∀ ∈ ，恒有 0nx < 成立，即轨道一直会在左侧分区运

动。 

由(14)、(15)式可知， nx 和 ny 的正负最终由 1
1 0 0

11
x y λ

λ
λ

+ −
−

的正负决定。当 1
1 0 0

1

0
1

x y λ
λ

λ
+ − >

−
时，

limn nx→∞ = +∞， limn ny→∞ = −∞ ；同理当 1
1 0 0

1

0
1

x y λ
λ

λ
+ − <

−
时， limn nx→∞ = −∞， limn ny→∞ = +∞ 。由 

上面的证明可知，从左侧分区并且在区域 D 的点(图 3(a)中浅灰色区域)出发的轨道仍然在左侧分区，并

且轨道最终沿着第二象限发散。 
下面证明从右侧分区出发的轨道必然进入区域 D 然后沿第二象限发散。由映射(2)定义知，初始条件

( )0 0,x y 位于右侧分区的轨道在 RT 作用 n 次后的点 ( ),n nx y 为 

( )0 1 2

0

1
.

0
n n n n

R R R R
n

x x
A A A A I

y y
− −

     
= + + + + +              


                         (16) 

下 面 计 算 n
RA ， 这 里 设 n nn

R
n n

a b
A

c d
′ ′ 

=  ′ ′ 
， 可 以 令 1 11

1 1

1
1 0

n nn n
R R R

n n

a ba
A A A

c d
− −−

− −

′ ′−   
= =    ′ ′−  

， 其 中

1 1n n na a a a− −′ ′ ′= − ⋅ + ， 1 1n n nb a b d− −′ ′ ′= − ⋅ + ， 1n nc a −′ ′= − 和 1n nd c −′ ′= − 。 na′和 nb′分别是差分方程 1 2n n na a a a− −′ ′ ′= ⋅ −

和 1 2n n nb a b b− −′ ′ ′= ⋅ − 满足于初始条件 2
1 2, 1a a a a′ ′= − = − 和 1 21,b b a′ ′= = − 的解。这两个差分方程的特征方程为

2 1 0aλ λ+ + = ，则特征值为
2

1
4

2
a aλ − − −

= ，
2

2
4

2
a aλ − + −

= ，且满足 1 21 0a λ λ− < < − < < ，由此差

分方程的通解为 1 1 2 2
n n

na k kλ λ′ ′ ′= + ； 1 1 2 2
n n

nb m mλ λ′ ′ ′= + ，由初始条件知 
1 1 1 1

1 1 2 2 1 1 2 2

2 2 2 2 2
1 1 2 2 1 1 2 2

1
, ,

1

k k a m m

k k a m m a

λ λ λ λ

λ λ λ λ

 ′ ′ ′ ′+ = − + = 
 
′ ′ ′ ′+ = − + = −  

 

解得 
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1 2
1 22 2

, ,
4 4

k k
a a

λ λ′ ′= − =
− −

 

1 22 2

1 1, .
4 4

m m
a a

′ ′= − =
− −

 

一个简单的计算表明 
1 1

2 1 2 1

1 12
1 2 1 2

1 .
4

n n n n
n
R n n n n

A
a

λ λ λ λ

λ λ λ λ

+ +

− −

 − −
=   − −−  

 

将 n
RA 带入(16)式中计算得 

1
1 1 0 02

1

1 ,
14

n
n nx x y

a

λ
λ λ α

λ
 

′= − + − + −−  
                         (17) 

1 1
1 1 0 02

1

1 ,
14

n
n ny x y

a

λ
λ λ β

λ
−  

′= + − + −−  
                         (18) 

其中 

2
2 2 0 02

2

1 1 ,
1 24

n
n x y

aa

λ
α λ λ

λ
 

′ = + − + − +−  
 

1 2
2 2 0 02

2

1 1 .
1 24

n
n x y

aa

λ
β λ λ

λ
−  

′ = − + − − − +−  
 

注：同理，因为 21 0λ− < < ，可知随着 n 的不断增大， ,n nα β′ ′是无限趋近于
1

2 a
±

+
的数，最终不影响

nx 与 ny 的符号。 

由(17)、(18)式知， nx 和 ny 的正负最终由 1
1 0 0

11
x y λ

λ
λ

+ −
−

的正负决定。随着 n 不断增加可以知道，

当 1
1 0 0

1

0
1

x y λ
λ

λ
+ − >

−
，n 为偶数时， limn nx→∞ = −∞， limn ny→∞ = −∞；n 为奇数时， limn nx→∞ = +∞，

limn ny→∞ = +∞。当 1
1 0 0

1

0
1

x y λ
λ

λ
+ − <

−
，n 为偶数时， limn nx→∞ = +∞， limn ny→∞ = +∞；n 为奇数时，

limn nx→∞ = −∞， limn ny→∞ = −∞。因此，从右侧分区出发、具有初始条件 ( )0 0,x y 的轨道最终在奇数点或

偶数点到达第三象限并且远离原点。因此，最终进入区域 D 然后从第二象限发散。 
然后证明初始点从图 3(a)中黄色区域 ( ){ }, | 0, 1 0x y x ax y= < + + > 出发的轨道最终进入区域 D 然后

沿第二象限发散。因为若 ( )0 0,x y ∈，则 1 0 0 1 0x ax y= + + > 。从区域中点出发的轨线一次迭代就进入

右侧分区，由上面分析知最终必然进入区域 D 然后从第二象限发散。 
最后证明轨道沿双曲线不变集发散。由文[21]中引理知，如果 ( ) 2Tr M > ，那么水平不变集除了在

0µ = 是过圆锥曲线中心
( )
( )

( )
( )0 2 2

4 2 2 4
,

4 4

es g d t g d s ft
C

Tr M Tr M

 + − − −
 
 − − 

的渐近线外，其他均是充满全部相平面的双

曲 线 。 已 经 证 明 当 2a > 时 ， 从  外 出 发 的 轨 道 均 发 散 ， 所 以 只 能 沿 着 双 曲 线 不 变 集
2 2 0x axy y x y µ+ + − + + = 发散。证明完毕。 

事实上，由上述证明过程可以看出，当 2a > 时，除非图 3(a)深灰色区域为正向不变集，否则从

点出发的轨线可能进入区域 D 也可能经过有限次迭代到达右侧分区，它们最终也在第二象限发散。所以
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几乎全平面点的轨道最终在第二象限发散。 

定理 5 如果 2a < − ，则从区域 ( ) 1
1

1

, | 0, 0, 1 0
1

x y x x y ax yλ
λ

λ
′ 

′= > + − < − + + > ′− 
 外出发的轨道沿双曲

线不变集 2 2 2 0
2

ax axy y x y
a

µ+
− + − − + =

−
从第四象限发散。 

证明因为如果 2a < − ，则 2a− > 。由映射(2)知，定理 5 中 RT 的作用与定理 4 中 LT 的作用完全相同。

由
1

1 0R

a
A

− 
=  − 

的 特 征 方 程 2 1 0aλ λ+ + = 知 2 10 1 aλ λ′ ′< < < < − ， 1 1
1

1a λ λ
λ

′ ′= − − < −
′

， 所 以 直 线

2 : 1 0l ax y′ − + + = 的斜率 a 小于直线 1
1 1

1

: 0
1

l x y λ
λ

λ
′

′ ′ + − =
′−

的斜率 1λ′− 。而 1

1

1 0
1
λ
λ
′
+ <
′−

，说明直线 2l′在 y 轴

的截距点 ( )0, 1− 位于 1l′在 y 轴的截距点 1

1

0,
1
λ
λ
′ 

 ′− 
的上方。因此，直线 2l′在右侧分区与直线 1l′左相交(如图

3(b))。则可以类似证明存在区域 ( ) 1
1

1

, | 0, 0, 1 0
1

D x y x x y ax yλ
λ

λ
′ 

′= > + − > − + + > ′− 
(如图 3(b)浅灰色区域

所示)，使得进入区域 D 的轨道最终沿着第四象限发散。因此，可以类似证明定理 5 从区域外出发的轨

道沿双曲线不变集 2 2 2 0
2

ax axy y x y
a

µ+
− + − − + =

−
在第四象限发散。 

 

 
(a) a > 2 时，轨道初始点取值区域                   (b) a < -2 时，轨道初始点取值区域 

Figure 3. The value region of the initial point where the trajectory diverges along the second and fourth quadrants 
图 3. 轨道沿着第二、四象限发散的初始点的取值区域 
 

图 4 显示了当 3a = 时的轨道特征图。图 4(a)由 3a = 和初始值 ( )46.71,119.7− 迭代 1200 次得到，轨

道最终在第二象限沿着双曲线 2 23 100 0x xy y x y+ + − + + = 的左分支发散到无穷远。图 4(b)由 3a = − 和初

始值为 ( )25.01, 63.86− 迭代 1200 次得到，轨道最终在第四象限沿着双曲线 2 23 0.2 100 0x xy y x y− + − − + =

的右分支向无穷远发散。 

5. 总结 

本文发现保积 Lozi 映射有非常复杂的轨道，它不仅取决于系统的参数，还取决于初始值和迭代次数。

证明了保积 Lozi 映射的所有轨道关于直线 y x= − 是对称的。当两侧不动点为抛物不动点时，当 2a = 在线段 
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(a) 3a = 时，过初始点为 ( )46.71,119.7− 的              (b) 3a = − 时，过初始点为 ( )25.01, 63.86− 的 

双曲线 2 23 100 0x xy y x y+ + − + + = 的轨道              双曲线 2 23 0.2 100 0x xy y x y+ + − − + = 的轨道 

Figure 4. Trajectories characteristics diagram when 2a >  

图 4. 2a > 时的轨道特征图 
 

RS 上任取一点存在一个稳定二周期轨道，而取点不在线段 RS 上轨道绕着原点旋转；当 2a = − 时，从相平面

上任意点出发的轨道均为发散轨道，并且系统发散轨道都属于直线族 0 0x y x y n+ = + + 。当两侧不动点为双

曲不动点时，运用差分方程的计算方法来描述双曲不动点的轨道特征，发现几乎从全相平面上任意一点出发 

的轨道最终都沿着双曲线不变集 2 2 0x axy y x y µ+ + − + + = 或者 2 2 2 0
2

ax axy y x y
a

µ+
− + − − + =

−
发散。 
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