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第一章  基础知识介绍 

§1.1 偏差分及其表示形式 

本书作者提出的偏差分方法是建立在偏差分基础之上的。为此先介绍偏差分。 

定义 1.1.1 设存在多元函数 ( )1 2, ,... nf x x x, ， kh 是 kx 方向上的步长，r 是一个正实

数， ( )( ) ( ) ( )
1 2, ,...,i i i

nx x x ， ( )0,1,2,...,i n= 是 n 维变量 ( )1 2, ,..., nx x x 上的一个差分点，称： 

( ) ( ) ( )( )( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
1 1 1,..., ,..., ,..., ,..., ,..., ,...,k

k

i rhr i i i i i i i i
k n k n k nx f x x x f x x x f x x x++∂ = −  

是 ( )1 2, ,... nf x x x, 关于 ix 在点 ( )( ) ( ) ( )
1 ,..., ,...,i i i

k nx x x 的一阶向前偏差分。称： 

( ) ( ) ( )( )( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
1 1 1,..., ,..., ,..., ,..., ,..., ,...,k

k

i rhr i i i i i i i i
k n k n k nx f x x x f x x x f x x x−−∂ = −  

是 ( )1 2, ,..., nf x x x 关于 ix 在点 ( )( ) ( ) ( )
1 ,..., ,...,i i i

k nx x x 的一阶向后偏差分，称： 

( ) ( ) ( )( ) ( )( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
1 1 1,..., ,..., ,..., ,..., ,..., ,...,k ki rh i rhr i i i i i i i

x k n k n k nf x x x f x x x f x x x+ −±∂ = −   

是 ( )1 2, ,..., nf x x x 关于 kx 在点 ( )( ) ( ) ( )
1 2, ,...,i i i

nx x x 的一阶对称中心偏差分。 

r 称为步长系数，当 r 为正整数时相应的偏差分称为节点偏差分，反之称为非节点

偏差分。当 1r = 时，也称为一步或单步偏差分。 

在下面的表述中，为了简化符号， ( )( ) ( ) ( ) ( )
1 2, ,...,

k
r i i i

nx f x x x+∂ 和 ( )( ) ( ) ( ) ( )
1 , ,...,

k
r i i i

k nx f x x x−∂ 统

一写作 ( )( ) ( ) ( ) ( )
1 2, ,...,

k
r i i i

nx f x x x∂ 。 

现在对一些符号做一个说明，符号
kx∂ 表示关于 kx 的一阶偏差分， ( )

k
r

x∂ 表示关于
kx∂

的、步长系数为 r 的一阶偏差分，当 r 为整数时，表示一阶节点偏差分，当 1r = 时表

示一步一阶节点偏差分， ( )
k

r
x
+∂ 表示关于

kx∂ 的、步长系数为 r 的一阶向前偏差分，当 1r =

时， ( )
k

r
x
+∂ 简写成 ( )

kx
+∂ ， ( )

k
r

x
−∂ 表示关于

kx∂ 的、步长系数为 r 的一阶向后偏差分，当 1r =

时， ( )
k

r
x
−∂ 简写成 ( )

kx
−∂ 。 

定义 1.1.2 设存在多元函数 ( )1 2, ,..., nf x x x ， kh 是 kx 方向上的步长，1 2,r r 是正实数，

( )( ) ( ) ( )
1 2, ,...,i i i

nx x x ， ( )0,1,2,...,i n= 是 n 维变量 ( )1 2, ,..., nx x x 上的一个差分点，称： 

( ) ( )1 2 2 1
1 2 2 1

( ) ( ) ( ) ( )( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
1 2 1 2, ,..., , ,...,

k k k k

r r r ri i i i i i
n nx x x xf x x x f x x x∂ ∂ = ∂ ∂  
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是 ( )1 2, ,..., nf x x x 在 ( )( ) ( ) ( )
1 2, ,...,i i i

nx x x 的二阶偏差分。 1 2,r r 称为步长系数，当 1 2,r r 为正整

数时，相应的二阶偏差分称为二阶节点偏差分，反之称为二阶非节点偏差分。

1 21, 1r r= = 称为一步二阶节点偏差分。 

由于连续函数的高阶偏微分与顺序无关，所以本书作者认为高阶偏差分也与顺序

无关。 

关于二阶的偏差分的记号，现做以下说明。 

当 1 2k k≠ 时，
21kx x∂ ∂ 表示关于

1kx ，
2kx 的二阶偏差分， 1 2

1 2

( ) ( )
k k

r r
x x∂ ∂ 表示关于

1k
x 和

2kx 的、

步长系数分别为 1r 和 2r 的二阶偏差分，当 1 2r r r= = 表示关于
1kx 和

2kx 的、等步长系数

的二阶偏差分，当 1 2,r r 为整数时，称为二阶节点偏差分反之称为二阶非节点偏差分。

当 1 2 1r r= = 时称为一步二阶节点偏差分。设 1 2,r r 为正数。 1 2
1 2

( ) ( )
k k

r r
x x
+ +∂ ∂ 表示关于

1k
x 和

2kx 的

步长系数分别为 1r 和 2r 的二阶向前偏差分，当 1 2,r r 为正整数时，称为二阶节点向前偏

差分，反之称为二阶非节点向前偏差分。当 1 2 1r r= = 时称为一步二阶节点向前偏差分，

1 2
1 2

( ) ( )
k k

r r
x x
+ −∂ ∂ 表示关于

1kx 和
2kx 的、步长系数分别 1r 和 2r 的二阶

1k
x 向前、

2kx 向后偏差分，

当 1 2,r r 为正整数时，称为二阶节点
1kx 向前、

2kx 向后偏差分，反之称为二阶非节点
1kx 向

前、
2kx 向后偏差分，当 1 2 1r r= = 时称为一步二阶节点

1k
x 向前、

2kx 向后偏差分，

1 2
1 2

( ) ( )
k k

r r
x x
− +∂ ∂ 表示表示关于

1kx 和
2kx 的、步长系数分别为 1r 和 2r 的二阶

1k
x 向后、

2kx 向前

偏差分，当 1 2,r r 为正整数时，称为二阶节点
1k

x 向后、
2kx 向前偏差分，反之称为二阶

非节点
1kx 向后、

2kx 向前偏差分。当 1 2 1r r= = 时，称为一步二阶节点
1k

x 向后、
2kx 向前

偏差分。 1 2

1 2

( ) ( )
k k

r r
x x
− −∂ ∂ 表示关于

1k
x 和

2kx 的、步长系数分别为 1r 和 2r 的二阶向后偏差分，当

1 2,r r 为正整数时，称为二阶节点向后偏差分，反之称为二阶非节点向后偏差分。当

1 2 1r r= = 时称为二阶节点向后偏差分。 

如果 1 2k k k= = ，以上符号也可以简写成以下形式。 

1 2k kx x∂ ∂ 简写成 2
2

kx
∂ ； 1 2

1 2

( ) ( )
k k

r r
x x∂ ∂ 简写成 1 2

2
( )( )

k

r r
x

∂ ，当 1 2r r r= = 时简写成 2
(2 )

k

r
x

∂ ，当 1r = 时，

2
(2 )

k

r
x

∂ 记作 2
(2)

kx
∂ ； 1 2

1 2

( ) ( )
k k

r r
x x
+ +∂ ∂ 简写成 1 2

2
( )( )

k

r r
x
+ +∂ ，当 1 2r r r= = 时 1 2

2
( )( )

k

r r
x
+ +∂ 简写成 2

( 2 )

k

r
x
+∂ ，其中

当 1r = 时， 2
( 2 )

k

r
x
+∂ 记作 2

( 2)

kx
+∂ ； 1 2

2
( )( )

k

r r
x
+ −∂ 简写成 1 2

2
( )( )

k

r r
x
+ −∂ ，当 1 2r r r= = 时 1 2

2
( )( )

k

r r
x
+ −∂ 简写成

2
( )( )

k

r r
x
+ −∂ ，其中当 1r = 时， 2

( )( )

k

r r
x
+ −∂ 记作 2

( )

kx
+−∂ ； 1 2

2
( )( )

k

r r
x
− +∂ 简写成 1 2

2
( )( )

k

r r
x
− +∂ ，当 1 2r r r= = 时

1 2
2

( )( )

k

r r
x
− +∂ 简写成 2

( )( )

k

r r
x
− +∂ ，其中当 1r = 时， 2

( )( )

k

r r
x
− +∂ 记作 2

( )

kx
−+∂ ； 1 2

1 2

( ) ( )
k k

r r
x x
− −∂ ∂ 简写成 1 2

2
( )( )

k

r r
x
− −∂ ，

当 1 2r r r= = 时 1 2
2

( )( )

k

r r
x
− −∂ 简写成 2

( 2 )

k

r
x
−∂ ，其中当 1r = 时， 2

( )( )

k

r r
x
− −∂ 记作 2

( 2)

kx
−∂ 。 
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当 1 2k k≠ 时，二阶偏差分包括四种类型，即： 

( )1 2
1 2

( ) ( ) ( ) ( ) ( )
1 2, ,...,

k k

r r i i i
nx x f x x x+ +∂ ∂  ( )1 2

1 2

( ) ( ) ( ) ( ) ( )
1 2, ,...,

k k

r r i i i
nx x f x x x+ −∂ ∂  

( )1 2
1 2

( ) ( ) ( ) ( ) ( )
1 2, ,...,

k k

r r i i i
nx x f x x x− +∂ ∂  ( )1 2

1 2

( ) ( ) ( ) ( ) ( )
1 2, ,...,

k k

r r i i i
nx x f x x x− −∂ ∂  

当 1 2k k k= = 时，通常取 1 2r r r= = ，这时二阶偏差分的形式为： 

( )( ) ( ) ( ) ( ) ( )
1 2, ,...,

k k
r r i i i

nx x f x x x+ +∂ ∂  ( )( ) ( ) ( ) ( ) ( )
1 2, ,...,

k k
r r i i i

nx x f x x x+ −∂ ∂  

( )( ) ( ) ( ) ( ) ( )
1 2, ,...,

k k
r r i i i

nx x f x x x− +∂ ∂  ( )( ) ( ) ( ) ( ) ( )
1 2, ,...,

k k
r r i i i

nx x f x x x− −∂ ∂  

由于二阶偏差分与顺序无关，所以 1 2 1 2,k k k r r r= = = = 时，偏差分只有三种形

式。 

在下面的表述中，为了简化符号，不管是二阶节点偏差分还是二阶非节点偏差分

统一写成 ( )
1 2

( ) ( ) ( )
1 2, ,...,

k k
i i i

x x nf x x x∂ ∂ ，当 1 2k k k= = 时写成 ( )2
2 ( ) ( ) ( )

1 2, ,...,
k

i i i
nx

f x x x∂ 。 

定义 1.1.3 设存在多元函数 ( )1 2, ,..., nf x x x ，其中 ( )( ) ( ) ( )
1 2, ,...,i i i

nx x x 是 ( )1 2, ,..., nf x x x

第 i 次 差 分 的 节 点 ， 记 ( )1 2
1 2

( )( ) ( ) ( ) ( ) ( )
1 2... , ,...,n

n

jj j i i i
nx x x f x x x∂ ∂ ∂ 是 ( )1 2, ,..., nf x x x 在 点

( )( ) ( ) ( )
1 2, ,...,i i i

nx x x 处的 m 阶偏差分， 1 2 .... nj j j m+ + + = 。则称： 

( )1 2
1 2

( ) ( )( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
1 2... ... , ,..., ,...,k n

k k n

j jj j i i i i
x k nx x x x f x x x x ∂ ∂ ∂ ∂ ∂   

( )1 2
1 2

( 1) ( )( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
1 2... ... , ,..., ,...,k n

k n

j jj j i i i i
k nx x x x f x x x x+ ∂ ∂ ∂ ∂   

是 ( )( ) ( ) ( )
1 2, ,...,i i i

nf x x x 在点 ( )( ) ( ) ( )
1 2, ,...,i i i

nx x x 的 1m + 阶偏差分。 

下面给出一些具体的偏差分的构造方法以及具体的偏差分表达式。 

设存在函数 ( ),f x y 为了方便 ( ),i jf x y 也写成 ijf 或 ( , )i jf ，当 i j= 时，也写成 if ，

符号 ( ),x i i x ii x if x y f f∂ = ∂ = ∂ ， ( ),y i i y ii y if x y f f∂ = ∂ = ∂ 分别表示 ( ),f x y 在点 ( ),i ix y 处

的一阶偏差分，向前向后的一阶偏差分的形式如下： 

( ) ( )r r
y i i i r iy y y y+ +

+∂ = ∂ = −                      (1.1.1) 

( ) ( )r r
y i i i i ry y y y− −

−∂ = ∂ = −                      (1.1.2) 
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( ) ( )r r
y i i i r i ry y y y± ±

+ −∂ = ∂ = −                     (1.1.3) 

( ) ( ) ( )( ) , , ,r
x i i i r i i if x y f x y f x y+

+∂ = −                 (1.1.4) 

( ) ( ) ( )( ) , , ,r
x i i i i i r if x y f x y f x y−

−∂ = −                 (1.1.5) 

( ) ( ) ( )( ) , , ,r
x i i i r i i r if x y f x y f x y±

+ −∂ = −                (1.1.6) 

( ) ( )( ) , ( , ) ,r
y i i i i r i if x y f x y f x y+

+∂ = −                 (1.1.7) 

( ) ( ) ( )( ) , , ,r
y i i i i i i rf x y f x y f x y−

−∂ = −                 (1.1.8) 

( ) ( ) ( )( ) , , ,r
y i i i i r i i rf x y f x y f x y±

+ −∂ = −                (1.1.9) 

(1.1.1)，(1.1.4)，(1.1.7)是向前偏差分，(1.1.2)，(1.1.5)，(1.1.8)是向后偏差分。

(1.1.3)，(1.1.6)，(1.1.9)是中心偏差分。当 r 为正整数时是节点偏差分。关于高阶偏差

分的构造，以下给出一阶二阶偏差分的形式。 

设存在函数 ( ),f x y ，则 ( ),f x y 在点 ( ),i ix y 处的二阶偏差分 ( )2
(2) ,i ix

f x y∂ ，

( )(1) (1) ,x y i if x y∂ ∂ ， ( )2
(2) ,i iy

f x y∂ 分别有以下形式。 

( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( )

2
2 ) ( )

1

2 1

, , ,

, 2 , ,
i i x i i i ix

i i i i i i

f x y f x y f x y

f x y f x y f x y

+ +
+

+ +

 ∂ = ∂ − 
= − +

(

        (1.1.10) 

( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( )

2
( ) ( )

1

1 1

, , ,

, 2 , ,
i i x i i i ix

i i i i i i

f x y f x y f x y

f x y f x y f x y

+− +
−

+ −

 ∂ = ∂ − 
= − +

        (1.1.11) 

( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( )

2
( ) ( )

1

1 1

, , ,

, 2 , ,
i i x i i i ix

i i i i i i

f x y f x y f x y

f x y f x y f x y

−+ −
+

+ −

 ∂ = ∂ − 
= − +

        (1.1.12) 

( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )

2
(2 ) ( )

1

1 2

,

2 , ,

, ,

,

x i ix

i

i i i

i i i i

i

i

f f f x yx y x y

f f x xx y y f y

− −
−

− −

∂ = ∂ −

= +

 

−


        (1.1.13) 

( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( )
1

1 1 1 1

, ,,

, ,, ,

xy x i i

i i i i i i

i i i i

i i

f f x yx y x y

x y

f

f x y f x y f x y f

++ +
+

+ + + +

 ∂ = ∂ − 

= − − +
   (1.1.14) 

( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( )
1

1 1 1 1

, ,

 ,

,

, , ,
i i i i

i i

xy x i i

i i i i i i

x y x y

x

f f x y f

f x y f f x y x yy f

−+ −
+

+ − + −

  ∂ = ∂ −

= − − +
   (1.1.15) 
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( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( )
1

1 1 1 1

, ,

 , , ,

,

,
xy x i i

i i i

i i i i

ii i ii

f f f x y

f x y f x

x y

y f f x

x y

x y y

+− +
−

+ + − −

 ∂ = ∂ − 
= − − +

   (1.1.16) 

( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( )
1

1 1 1 1

,  ,  ,

 ,  , , ,
xy i i x i i i i

i i i i i i i i

f x y f x y f x y

f x y f x y f x y f x y

−− −
−

− − − −

  ∂ = ∂ −

= − − +
   (1.1.17) 

( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( )

2
(2 ) ( )

1

2 1

,  , ,  

 , 2 , ,  

i i y i i i iy

i i i i i i

f x y f x y f x y

f x y f x y f x y

+ +
+

+ +

∂  

+

= ∂ −

−



=
         (1.1.18) 

( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( )

2
( ) ( )

1

1 1

, ,

 , 2 ,

 ,  

,  

i i ix i iy

i i i i

i

i i

f f f x y

f x y f f x y

x y x y

x y

+− +
−

+ −

 ∂ = ∂ − 

= − +
         (1.1.19) 

( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( )

2
( ) ( )

1

1 1

, , ,

, 2 , ,
i i x i i i ix

i i i i i i

f x y f x y f x y

f x y f x y f x y

−+ −
+

+ −

 ∂ = ∂ − 
= − +

         (1.1.20) 

( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( )

2
(2 ) ( )

1

1 2

,

,

, ,

, 2 ,
xi i i i i ix

i i ii i i

f f f x y

f f x y f x y

x y x y

x y

− −
−

− −

 
− +

∂ = ∂ −

=
         (1.1.21) 

以上是一阶二阶偏差分的构建方法与形式，仿以上做法可以得到更高阶的偏差分

表达式。 

下面约定几个记号。 

( ) ( )
( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( )

[ ] ( ) ( ) ( ) ( )
( , )

, , , ,

, , , ,

r r r r r r
i j x y i x y j

i i i r i i i i i r

j r j j j j j r j j

f f f

f x y f x y f x y f x y

f x y f x y f x y f x y

− + − − + +

− −

+ +

∂ = ∂ + ∂ − ∂ + ∂

 = − + + 
 − − + + 

     (1.1.22) 

按照(1.1.18)的定义，下面是一些常用的符号。 

( ) ( )[ ] ( ) ( ) ( ) ( )
( , 1) 1

r r r r r r
i i x y i x y if f f− + − − + +

− −∂ = ∂ + ∂ − ∂ + ∂           (1.1.23) 

( ) ( )[ 1 1] [ ] ( ) ( ) ( ) ( )
( , 1) ( , 1) 1i i i i x y i x y if f f f− + −+ − − + +

− − −∂ = ∂ = ∂ + ∂ − ∂ + ∂        (1.1.24) 

设 ( )1 2, ,.., n if x x x f= ，符号 ( )1 1 2 2
* || , || ,..., ||

m mi j k j k j kf x y x y x y 表示在 ( )1 2, ,..., nf x x x

中，
1j

x 变成
1ky ，…，

mj
x 变成

mky ，除此之外其他变量跟 if 相同。符号“”表示“从…

变成…”。 

定义 ( )1 1 2 2
* || , || ,..., ||

m mi j k j k j kf x y x y x y 是为了简化符号，可以使得一些表达式看起

来更加简洁。 
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§1.2 一些计算公式介绍 

下面介绍一下本书需要的一些计算公式。 

本书的推导过程中需要用到 Taylor 公式，所以把 Taylor 公式介绍一下。单变量向

前和向后的 Taylor 公式为 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
2

( ) 1...
2! !

n
n n

i i i i i
h hy x h y x hy x y x y x O h

n
+′ ′′+ = + + + + +      (1.2.1) 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
2

1 ( ) 1... 1
2! !

n
n n n

i i i i i
h hy x h y x hy x y x y x O h

n
− +′ ′′− = − + + + − +   (1.2.2) 

(1.2.2)还可以写成以下形式。 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
2

1 ( ) 1... 1
2! !

n
n n n

i i i i i
h hy x h y x hy x h y x h y x h O h

n
− +′ ′′ ′+ = + + − + + + − + +  

(1.2.3) 

(1.2.1)和(1.2.3)还可以写成以下形式 

( )
2

( ) 1
1 ...

2! !

n
n n

i i i i i
h hy y hy y y O h

n
+

+ ′ ′′= + + + + +              (1.2.4) 

( ) ( )
2

1 ( ) 1
1 1 1 1... 1

2! !

n
n n n

i i i i i
h hy y hy y y O h

n
− +

+ + + +′ ′′= + − + + − +          (1.2.5) 

多变量向前和向后的 Taylor 公式为 

( ) ( )

( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( )
1 1 1

( ) ( ) 1
1 1

1 1

,..., ,...,

1            ... ,...,
!

i i i i
m m m

kn
i i n

m m
k m

u x h x h u x x

h h u x x O h
k x x

+

=

+ + =

 ∂ ∂
+ + + + ∂ ∂ 
∑

       (1.2.6) 

( ) ( )
( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( )
1 1 1

1
( 1) ( 1) 1

1 1
1 1

,..., ,...,

1
            ... ,...,

!

i i i i
m m m

kkn
i i n

m m
k m

u x h x h u x x

h h u x x O h
k x x

−
+ + +

=

+ + =

−  ∂ ∂
+ + + + ∂ ∂ 
∑

   (1.2.7) 

本书介绍的新方法的计算涉及插值，所以下面介绍一下需要的插值方法。 

设存在 1n + 个节点 0 1, , , nx x x ，其对应的值为 0 1, , , ny y y 则 Lagrange 插值多项式

的一般形式为： 
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( ) ( )( ) ( )
( )( ) ( )

( )( ) ( )
( )( ) ( )

( )( ) ( )
( )( ) ( )

1 2 0 2
0 1

0 1 0 2 0 1 0 1 0 1

0 2 1

1 2 1

... ...
... ...

...
              ...

...

n n
n

n n

n
n

n n n n

x x x x x x x x x x x x
y x y y

x x x x x x x x x x x x

x x x x x x
y

x x x x x x
−

−

− − − − − −
= +

− − − − − −

− − −
+ +

− − −

  (1.2.8) 

当 2n = 时，采用 ix ， 1ix + 作为插值点进行计算，(1.2.8)的一般形式为： 

( ) 1 1
1 1

1 1 1 1

i i i i
i i i i

i i i i i i i i

x x x x x x x xy x y y y y
x x x x x x x x

+ +
+ +

+ + + +

− − − −
= + = +

− − − −
       (1.2.9) 

设， 1i ix x h+ − = ，(1.2.9)有以下几种形式。 

(1) 两点向前外插公式 

当 1ix x +> 时，且满足 1ix x rh+− = ，这时插值公式为： 

( )1 1 1
1 1 11 1i i i i

i i i i i i
x x x x x x x xy y y y y r y ry

h h h h
+ + +

+ + +
− − − − = − + = − + + = + − 

 
 (1.2.10) 

(2) 两点内差公式 

当 1i ix x x +< < 时，且满足 ix x rh− = 这时插值公式为： 

( )1
1 11i i

i i i i
x x x xy y y r y ry

h h
+

+ +
− −

= − + = − +            (1.2.11) 

(3) 两点向后外插公式 

当 ix x< 时，且满足 1ix x rh−− = ，则插值公式为： 

( ) ( )1
1 1 11 2 1i i i i

i i i i i i
x x x x x x x xy y y y y r y r y

h h h h
+

+ + +
− − − − = − + = + − = − − − 

 
 (1.2.12) 

如果 ix x rh− = ，这时插值公式为： 

( )1
1 1 11 1i i i i

i i i i i i
x x x x x x x xy y y y y r y ry

h h h h
+

+ + +
− − − − = − + = + − = + − 

 
  (1.2.13) 

当 3n = 时，采用 1ix − ， ix ， 1ix + 作为插值点进行计算，(1.2.8)的一般形式为： 

( ) ( )( )
( )( )

( )( )
( )( )

( )( )
( )( )

1 1 1 1
1 1

1 1 1 1 1 1 1 1

i i i i i i
i i i

i i i i i i i i i i i i

x x x x x x x x x x x x
y x y y y

x x x x x x x x x x x x
+ − + −

− +
− − + − + + − +

− − − − − −
= + +

− − − − − −
 

(1.2.14) 

假设 +1 1i i i ix x x x h−− = − = ，(1.2.14)有以下几种形式。 
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(1) 三点向前外插公式 

当 1ix x +> 时，设 1ix x rh+− = ，这时插值公式为： 

( ) ( )( )
( )( )

( )( )
( )( )

( )( )
( )( )

( ) ( )
( )( )

( ) ( )
( )

( ) ( )
( )( )

( ) ( ) ( )( )

1 1 1 1
1 1

1 1 1 1 1 1 1 1

1 1

1 1

1 2 2 1
2 2

1 11 2 1 2
2 2

i i i i i i
i i i

i i i i i i i i i i i i

i i i

i i i

x x x x x x x x x x x x
y x y y y

x x x x x x x x x x x x

r h rh r h rh r h r h
y y y

h h h h h h

r r y r r y r r y

+ − + −
− +

− − + − + + − +

− +

− +

− − − − − −
= + +

− − − − − −

+ + + +
= + +

− − −

= + − + + + +

 

(1.2.15) 

(2) 三点内插公式(一) 

当 1i ix x x +< < 时，称为向前内插，设 ix x rh− = ，则有 ( )1 1ix x r h+ − = − ，这时插

值公式为： 

( ) ( )( )
( )( )

( )( )
( )( )

( )( )
( )( )

( )( )
( )

( ) ( )( )
( )

( ) ( )
( )

( ) ( )( ) ( )

1 1 1 1
1 1

1 1 1 1 1 1 1 1

1 1

1 1

1 1 1 1
2 2

1 11 1 1 1
2 2

i i i i i i
i i i

i i i i i i i i i i i i

i i i

i i i

x x x x x x x x x x x x
y x y y y

x x x x x x x x x x x x

rh r h r h r h r h rh
y y y

h h h h h h

r r y r r y r r y

+ − + −
− +

− − + − + + − +

− +

− +

− − − − − −
= + +

− − − − − −

− − + − − +
= + +

− − −

= − − + + − + +

 

(1.2.16) 

(3) 三点内插公式(二) 

当 1i ix x x− < < 时，称为向后内插，设 1ix x rh−− = ，则有 ( )1ix x r h− = − ，这时插

值公式为： 

( ) ( )( )
( )( )

( )( )
( )( )

( )( )
( )( )

( ) ( )( )
( )

( )( )
( )

( )( )
( )

( )( ) ( ) ( )

1 1 1 1
1 1

1 1 1 1 1 1 1 1

1 1

1 1

1 2 2 1
2 2

1 11 2 2 1
2 2

i i i i i i
i i i

i i i i i i i i i i i i

i i i

i i i

x x x x x x x x x x x x
y x y y y

x x x x x x x x x x x x

r h r h rh r h rh r h
y y y

h h h h h h

r r y r r y r r y

+ − + −
− +

− − + − + + − +

− +

− +

− − − − − −
= + +

− − − − − −

− − − − − − −
= + +

− − − −

= − − + − − −

 

(1.2.17) 

(4) 三点向后外插公式 

当 2 1i ix x x− −< < 时，设 2ix x rh−− = ，这时插值公式为： 
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( ) ( )( )
( )( )

( )( )
( )( )

( )( )
( )( )

( ) ( )( )
( )( )

( ) ( )( )
( )

( ) ( )( )

( )( ) ( )( ) ( )( )

1 1 1 1
1 1

1 1 1 1 1 1 1 1

1 1

1 1

2 3 1 3 1 2
2 2

1 12 3 1 3 1 2
2 2

i i i i i i
i i i

i i i i i i i i i i i i

i i i

i i i

x x x x x x x x x x x x
y x y y y

x x x x x x x x x x x x

r h r h r h r h r h r h
y y y

h h h h hh

r r y r r y r r y

+ − + −
− +

− − + − + + − +

− +

− +

− − − − − −
= + +

− − − − − −

− − − − − − − − − − − −
= + +

− − −

= − − − − − + − −

 

(1.2.18) 

当 4n = 时，采用 1 1 2, , ,i i i ix x x x− + + 作为插值点进行计算，(1.2.8)的一般形式为： 

( ) ( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( )

1 2 1 1 2
1

1 1 1 1 2 1 1 2

1 2 1 1
1 2

1 1 1 1 2 2 1 2 2 1

i i i i i i
i i

i i i i i i i i i i i i

i i i i i i
i i

i i i i i i i i i i i i

x x x x x x x x x x x x
y x y y

x x x x x x x x x x x x

x x x x x x x x x x x x
y y

x x x x x x x x x x x x

+ + − + +
−

− − + − + − + +

− + − +
+ +

+ − + + + + − + + +

− − − − − −
= +

− − − − − −

− − − − − −
       + +

− − − − − −

 

(1.2.19) 

(1.2.19)有以下具体形式。 

(1) 四点向前外插公式 

当 2 3i ix x x+ +< < 时，设 2ix x rh+− = ，这时插值公式为： 

( ) ( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )
( ) ( )

1 1 1 1 2
1

1 1 1 1 2 1 1 2

1 2 1 1
1 2

1 1 1 1 2 2 1 2 2 1

2 1
2 (

i i i i i i
i i

i i i i i i i i i i i i

i i i i i i
i i

i i i i i i i i i i i i

x x x x x x x x x x x x
y x y y

x x x x x x x x x x x x

x x x x x x x x x x x x
y y

x x x x x x x x x x x x

r h r h rh
h h

− + − + +
−

− − + − + − + +

− + − +
+ +

+ − + + + + − + + +

− − − − − −
= +

− − − − − −

− − − − − −
+ +

− − − − − −

+ +
=

− − −
( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( ) ( )

1

1 2

1

1 2

3 1
3 ) 2

3 2 3 2 1
2 3 2

2 1 3 1
6 2

3 2 3 2 1
2 6

i i

i i

i i

i i

r h r h rh
y y

h h h h

r h r h rh r h r h r h
y y

h h h h h h

r r r r r r
y y

r r r r r r
y y

−

+ +

−

+ +

+ +
+

− −

+ + + + +
+ +

−

+ + + +
= − +

+ + + + +
− +

 

(1.2.20) 

(2) 四点内插公式(向前内插公式) 

当 1 2i ix x x+ +< < 时，设 1ix x rh+− = ，这时插值公式为： 
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( ) ( )( )( )
( )( )( )

( )( )( )
( )( )( )

( )( )( )
( )( )( )

( )( )( )
( )( )( )

( ) ( ) ( )( )
( )( )

1 2 1 1 2
1

1 1 1 1 2 1 1 1

1 2 1 1
1 2

1 1 1 1 2 2 1 2 2 1

1 1
2

i i i i i i
i i

i i i i i i i i i i i i

i i i i i i
i i

i i i i i i i i i i i i

x x x x x x x x x x x x
y x y y

x x x x x x x x x x x x

x x x x x x x x x x x x
y y

x x x x x x x x x x x x

r h rh r h
h h

+ + − + +
−

− − + − + − + +

− + − +
+ +

+ − + + + + − + + +

− − − − − −
= +

− − − − − −

− − − − − −
+ +

− − − − − −

+ − −
=

− − −( )
( ) ( ) ( )( )

( )( )( )
( ) ( ) ( )( )

( )( )( )
( ) ( ) ( )

( )( )( )
( ) ( ) ( ) ( )

( )( )( ) ( )( )

1

1 2

1

1 2

2 1
3 2

2 1 1 2 1
2 3 2

1 1 2 1
6 2

2 1 1 2 1
2 6

i i

i i

i i

i i

r h rh r h
y y

h h h h

r h r h r h r h r h rh
y y

h h h h h h

r r r r r r
y y

r r r r r r
y y

−

+ +

−

+ +

+ − −
+

− −

+ + − − + +
+ +

−

+ − + −
= −

+ + − + +
+ +

 

(1.2.21) 

(3) 四点内插公式(中间内插公式) 

当 1i ix x x +< < 时，设 ix x rh− = ，这时插值公式为： 

( ) ( )( )( )
( )( )( )

( )( )( )
( )( )( )

( )( )( )
( )( )( )

( )( )( )
( )( )( )

( ) ( )( ) ( )( )
( )( )

1 2 1 1 2
1

1 1 1 1 2 1 1 1

1 2 1 1
1 2

1 1 1 1 2 2 1 2 2 1

1 2
2

i i i i i i
i i

i i i i i i i i i i i i

i i i i i i
i i

i i i i i i i i i i i i

x x x x x x x x x x x x
y x y y

x x x x x x x x x x x x

x x x x x x x x x x x x
y y

x x x x x x x x x x x x

rh r h r h
h h

+ + − + +
−

− − + − + − + +

− + − +
+ +

+ − + + + + − + + +

− − − − − −
= +

− − − − − −

− − − − − −
+ +

− − − − − −

− − − −
=

− − ( )
( ) ( )( ) ( )( )

( )( )( )
( ) ( ) ( )( )

( )( )( )
( ) ( ) ( )( )

( )( )( )
( )( ) ( )( )( )

( ) ( ) ( ) ( )

1

1 2

1

1 2

1 1 2
3 2

1 2 1 1
2 3 2

1 2 1 1 2
6 2

1 2 1 1
2 6

i i

i i

i i

i i

r h r h r h
y y

h h h h

r h rh r h r h rh r h
y y

h h h h h h

r r r r r r
y y

r r r r r r
y y

−

+ +

−

+ +

+ − − − −
+

− − −

+ − − + − −
+ +

−

− − + − −
= − +

+ − + −
+ −

 

(1.2.22) 

最后介绍 Hermite 插值。设存在 1n + 个节点，其对应的值及其导数的值为： 

1 2, ,..., ny y y  0 1, ,...., ny y y′ ′ ′  

则 Hermite 插值公式的一般形式为： 
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( ) ( ) ( )
0 0

n n

i i i i
i i

y h x y g x y x
= =

′= +∑ ∑                    (1.2.23) 

其中： 

( ) ( )
2

0 0

11 2
nn

j
i i

j ji j i j
i j i j

x x
h x x x

x x x x= =
≠ ≠

   − = − −     − −   

∑ ∏ ， ( ) ( )
2

0

n
j

i i
j i j
i j

x x
g x x x

x x=
≠

 −
= −   − 

∏  

§1.3 一些定理介绍 

下面介绍几个本书需要的定理。 

定理 1.3.1 设存在实系数一元二次方程： 

2 0ax bx c+ + =                         (1.3.1) 

则有以下结论：当 0a > 时，(1.3.1)根的模小于等于的 1 充要条件有以下两种写法： 

(1) 0a c− ≥ ； 0a c+ ≥ ； 0a b c+ + ≥ ； 0a b c− + ≥ 。 

(2) ( )c a a c a≤ − ≤ ≤ ； ( )b a c a c b a c≤ + − − ≤ ≤ + 。 

以上两个条件的写法等价，如果要求根的模小于 1，只要把小于等于号和大于等

于号改成小于号和大于号即可。当 1a = 时，以上条件可以写成： 

(1) 1 0c− ≥ ；1 0c+ ≥ ；1 0b c+ + ≥ ；1 0b c− + ≥ 。 

(2) ( )1 1 1c c≤ − ≤ ≤ ； ( )1 1 1b c c c≤ + − − ≤ + 。 

定理 1.3.2 设存在实系数一元三次方程： 

3 2 0ax bx cx d+ + + =                     (1.3.2) 

设 0a > ，则(1.3.2)根的模小于等于 1 的充要条件为： 

(1) 0a d+ ≥ ；(2) 0a d− ≥ ；(3) 0a b c d+ + + ≥ ； 

(4) 0a b c d− + − ≥ ；(5) 2 2 0a ac bc d− + − ≥ 。 

如果要求根的模小于 1，只要把大于等于号改成大于号即可。 
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当 1a = 时，以上条件可以写成： 

(1) 1 0d+ ≥ ；(2) 1 0d− ≥ ；(3) 1 0b c d+ + + ≥ ； 

(4) 1 0b c d− + − ≥ ；(5) 21 0c bd d− + − ≥ 。 

 

 


