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Abstract 
In this paper, associated with actual experience in the teaching of modern algebra, several con-
crete examples are given to demonstrate how to apply advanced algebra in modern algebra, such 
as group, ring and field. Using the advanced algebra can not only change abstraction to concrete, 
but also flexibly develop the ways to solve problems, which would be useful for students to get an 
in-depth understanding of modern algebra. 
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摘  要 

本文结合近世代数的教学实践经验，通过具体的例子介绍了高等代数在群、环和域等近世代数问题中的

应用。应用高等代数，不但能化抽象为具体，而且能开拓解题思路，对学生深入理解近世代数有积极作

用。 
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1. 引言 

近世代数是本科数学系的专业基础课，它是现代数学的重要基础，主要研究群、环、域等代数结构。

近世代数着重培养学生的抽象思维方式，即如何从具体的数学研究对象中提炼出它们的本质(群、环、域

的定义)，并且从这些本质的共性中推导出其它共性，如何对研究对象进行分类，以及学会不同研究对象

之间的比较方式等[1] [2] [3] [4]。这些思考方式的训练不仅对整个数学领域是重要的，对于其他学科也是

基本的，而且随着数字计算与通信的发展，近世代数已成为通信与计算机科学的重要工具[5] [6] [7]。近

世代数作为一门基础课程，一方面课时少并且没有后续课程，不少学生只是听到一些莫名其妙的定义和

定理，做一点形式逻辑的推导，没有领会到这门课程的真谛；另一方面，该课程概念众多，理论知识多

以证明为主，主要是符号的运算，具有高度的抽象性。因此，学生学习和掌握的效果并不让人十分满意。

近年来，如何提高近世代数的教学效果成为了教育工作者的研究内容[8] [9]。然而笔者在教学中发现，将

近世代数与高等代数[10] [11]的知识联系起来进行教学的效果还不错，例如向量空间与交换群，向量空间

的同态与群同态，向量子空间的直和与群的直和，不可约多项式与不可约元等。这种类比与呼应，有利

于学生对抽象理论的理解，使学生认为近世代数是有用、有趣且不是那么困难的。本文结合实例介绍高

等代数在近世代数教学中的应用，希望能起到抛砖引玉之用。 

2. 在群论中的应用 

群的公理化定义对于刚接触近世代数的学生来说较抽象，而高等代数中的多项式、矩阵、向量空间

及有限维向量空间上的线性变换等为群提供了丰富的例子。例如，复数域 C 上全体 n 阶可逆矩阵关于矩

阵的乘法构成群 ( )GLn C  (称为一般线性群)，C 上行列式为 1 的 n 阶矩阵全体关于矩阵的乘法构成群(称
为特殊线性群)，和 C 上 n 维向量空间的可逆变换关于线性变换的合成构成群等。以下通过具体的例子说

明高等代数在群论中的应用。 
例 1：在 ( )2GL C 中， 

0 1 0 1
, ,

1 1 1 0
A B

− −  
= =  −   

 

试计算 , ,A B AB 的阶。 
分析：矩阵 ,A B 的阶直接计算可得。注意到矩阵 AB 的阶通过直接计算行不通，可运用高等代数的

知识解决。 
解：首先，直接计算可得 

2 31 1
, ,

1 0
A A E

− 
= = − 
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2 3 4, , ,B E B B B E= − = − =  

其中 E 为单位矩阵，故矩阵 A 的阶为 3，矩阵 B 的阶为 4。下面讨论矩阵 AB 的阶。有 

1 0
.

1 1
AB

− 
=  − − 

 

容易算出，AB 的特征多项式 

( ) ( )21 .f E ABλ λ λ= − = +  

显然， ( )f λ 也是 AB 的极小多项式。如果 AB 是有限阶的，则存在正整数 n，使 ( )nAB E= 。从而 1nλ −

是 AB 的零化多项式，于是应有 

( ) 1.nf λ λ −                                      (1) 

另一方面， ( )f λ 有重根 1λ = − ，而 1λ = − 至多是 1nλ − 的单根，所以 ( )f λ 不能整除 1nλ − ，与(1)
式矛盾，这说明 AB 不可能是有限阶的，即 AB 的阶为无限。 

例 2：试证一般线性群 ( )GLn C 不含有指数有限的真子群。 
证明：反证法。假设 H 是 ( )GLnG C= 的指数有限的真子群，且 [ ],G H m= ，其中 [ ],G H 为 H 在 G

中的指数。考虑 G 在 H 的左陪集集合上的左诱导作用，则有群同态 

: ,mG Sρ →  

其中 mS 为 m 次对称群，则有 Ker !G mρ ，Kerρ 为群同态 ρ 的核， KerG ρ 为商群 KerG ρ 中元素个数。

设 KerG sρ = 。一方面，对于任一 B G∈ ，有 KersB ρ∈ 。另一方面，由高等代数知，对于任一 A G∈ 和

任意正整数 t，存在 B G∈ 使得 tA B= 。因此，对于任一 A G∈ ，有 KerA ρ∈ 。于是 KerG ρ= ，即 H G= ，

矛盾！证毕。 

3. 在环论中的应用 

环是一类具有两种运算的代数系统。高等代数中复数域 C 上的全体多项式的集合 [ ]C x ，C 上全体 n
阶方阵的集合以及 C 上向量空间的全体线性变换的集合关于通常的加法和乘法都构成环。此外，环论中

唯一分解整环推广了算术基本定理，欧几里得整环推广了带余除法定理，主理想整环推广了最大公因子

的表示定理。以下通过具体的例子说明高等代数在环论中的应用。 
例 3： 2 1x + 为 [ ]3Z x 的极大理想。 

证明：在 [ ]3Z x 中，设 I 为任一真包含 2 1x + 的理想。在 I 中任取一个不属于 2 1x + 的多项式 ( )f x ，

由高等代数带余除法知存在 ( )q x ， [ ]3ax b Z x+ ∈ ，使 

( ) ( ) ( )2 1 .f x x q x ax b= + + +  

从而 

( ) ( ) ( )2 1 .ax b f x x q x I+ = − + ∈  

因 ( ) 2 1f x x∉ + ，从而 ,a b不全为零。若 0a ≠ ，则 2 2 0a b+ ≠ ，且 

( ) ( )( )2 2 2 2 1 ,a b a x ax b ax b I+ = + − + − ∈  

则 
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( ) ( )12 2 2 21 .a b a b I
−

= + + ∈  

由此得 [ ]3I Z x= 。若 0a = ，则 0b ≠ 且 b I∈ ，于是 11 b b I−= ∈ ，从而 [ ]3I Z x= 。证毕。 

例 4：如果 0, , nc c 是整环 D 的中两两相异的 1n + 个元， 0, , nd d 是 D 中任意 1n + 个元，则在 [ ]D x

中至多存在一个次数小于等于 n 的多项式 ( )f x ，使得 ( ) ( )0i if c d i n= ≤ ≤ 。 

证明：只需证明：若有一个次数小于等于 n 的多项式 ( )f x ，使得 ( ) 0, 0if c i n= ∀ ≤ ≤ ，则 ( ) 0f x = 。 

设 ( )
1

n
i

i
i

f x a x
=

= ∑ 具有这种性质，则 

2
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2
11 1 1

2
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.
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    



 

用 A 代表这个系数矩阵，则 A 是 Vandermonde 矩阵，因 0, , nc c 两两相异，故 0A ≠ 。从而， 

( ) ( )T T
0 1, , , 0,0, ,0na a a =  ，即 ( ) 0f x = ，证毕。 

注：当 D 为域时，上述多项式是存在的且能唯一表示出来。 

4. 在域论中的应用 

域是许多数学分支研究的基础，研究域最基本的方法是对域进行扩张。设 E 为 F 的扩域，则域 E 可

以看作其子域 F 上的向量空间，则高等代数中向量空间的概念、理论与方法都可以移植到域上。下面通

过具体的例子说明高等代数在域论中的应用。 
例 5：设 ( ) 3 3 1f x x x= − − 。 

1) 证明： ( )f x 在有理数域 Q 上不可约。 

2) 若α 为 ( )f x 的一根，试求单扩域 ( )Q α 中元素 4 32 3α α+ + 用 21, ,α α 表示的线性表达式；再求

( )Q α 中元素 23 7 5α α+ + 在 ( )Q α 中的逆元。 

证明：1) 若 ( ) 3 3 1f x x x= − − 在 Q 上可约，则由高等代数知必在整数环 Z 上可约，从而有整数根，

且此整数根是 1 的因数，即只能是 1± 。但显然 1± 都不是 ( )f x 的根，因此 ( )f x 在有理数域 Q 上不可约。 

2) 由于α为 ( )f x 的一根，故α是 Q 上的 3 次代数元，且 ( )f x 是α在 Q 上的最小多项式。因此， 

( )( ): 3,Q Qα =  

且 21, ,α α 为 ( )Q α 在 Q 上一组基。令 ( ) 4 32 3g α α α= + + ，并用 ( )f x 去除 ( )g x ，得 

( ) ( )( ) 22 3 7 5.g x f x x x x= + + + +  

由于 ( ) 0f α = ，故由上式得 

( ) 2 23 7 5 5 7 3 .g α α α α α= + + = + +  

这就是 4 32 3α α+ + 用 21, ,α α 表示的线性表示式。  
再令 ( ) 23 7 5h α α α= + + ，由于 ( )f x 在 Q 上不可约，故显然 

( ) ( )( ), 1.f x h x =  

于是存在 Q 上多项式 ( ) ( ),s x t x 使 
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( ) ( ) ( ) ( ) 1.s x f x t x h x+ =                                 (2) 

根据高等代数中的辗转相除法，易知 

( ) ( ) 27 29 7 26 28, .
37 111 111 111 111

s x x t x x x= − + = − +  

将 x α= 代入(2)式，由于 ( ) 0f α = ，故可知 ( )h α 在 ( )Q α 中的逆元是 

( ) ( )21 7 26 28 .
111

t α α α= − +  

5. 总结 

综上，高等代数不仅为近世代数提供了直观的例子，而且更能对其中的问题进行实质刻画，很多问

题都可以利用高等代数的知识解决。本文只是给出高等代数在近世代数中的几点应用，更多的应用仍值

得进一步研究。在近世代数教学中，将这种学科之间的紧密联系展现给学生，会极大地激发学生的学习

兴趣和积极性，从而提高教学质量和教学效果。 
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