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摘  要 

泰勒公式是高等数学课程教学中一个难点，本文从学情分析出发，通过关联多维度知识点的思维方法，

以用致学；在教学方法上，采用线上线下混合教学模式，细化过程性考核；在教学策略上，突出从简单

出发的学习理念，以问题驱动知识生成，在固化知识体系的同时，提升学习能力。 
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Abstract 
Taylor formula is a difficult point in higher mathematics teaching. Starting from simplicity, this 
paper shares a kind of learning thinking method of related knowledge points, drives learning 
through application, integrates multi-dimensional knowledge, such as the operation and nature of 
function, the application of derivative and the application of integral while memorizing Taylor 
formula, so as to consolidate the knowledge system and improve learning ability at the same time. 
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1. 引言 

传统数学课程教学一直存在着“重理论，轻能力；重知识，轻思维”的现象，在制定教学目标的时

候，过于强调知识目标的达成，忽略在教学过程中潜在能力目标和情感目标的设计。然而，信息化时代

明显加快了知识更新速度，传统以知识迭代为理念的教学方式已经无法满足时代需要，学习越来越呈现

出实践性、情境性和个性化等多元特征，死记硬背很难全面的掌握现代知识或技能，先学再用也跟不上

知识更新的节奏。因此，数学课程教学目标不能停留于知识的表面理解和重复记忆，要在已有知识的基

础上，将所学新知与原有知识建立联系，获取对知识的深层次理解，并有效迁移到新情境和新任务中。

这就要求，我们必须转变教育观念，推动数学课程教学从“单点串联”走向“多元联想”。 

2. 教学现状和学情分析 

泰勒公式是高等数学课程教学的一个重点，其本质是用函数在某点导数信息描述其附近取值的公式，

通过构建一个多项式函数来逼近函数在这一点的邻域中的值并给出这个多项式和实际的函数值之间的偏

差。由于其公式的复杂性以及涉及高阶导数的计算，多年来也一直是高等数学教学的难点，由此，也引

起了数学教育工作者的广泛关注，聚焦泰勒公式的结构问题[1] [2] [3]，逼近和余项[4]，计算和应用[5] [6] 
[7] [8] [9]，对于如何开展泰勒公式教学也有很多探索与实践[10] [11] [12] [13]，2020 年秋季学期，我们对

所在 4 个教学班课前做了问卷调查，学生反馈了 5 个方面的疑惑，详见图 1。 
 

 
Figure 1. Academic analysis of Taylor formula 
图 1. 泰勒公式学情分析 
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事实上，泰勒公式学习有一系列个避不开的痛点，一是这么复杂的公式怎么想到的？二是怎么计算

才能得到这个关系表达式？三就是如何记忆大量的公式？面对学习者的困惑，如果还是按照传统教学的

模式，从柯西中值定理讲起，通过高阶导数逐一计算，最终得出泰勒公式，虽然逻辑清晰，理论性很强，

但是也很有可能因为这严谨的推理，让学生蒙圈，甚至学员失去了学习的兴趣。本文将从一个趣味话题

谈起，一步步引导学员在关联知识中推导泰勒公式，这一记忆方法对于高等数学中无穷级数的学习也有

重要的参考价值。 

3. 从“0.99999 1 = ”谈起 

“ 0.99999 1= 是否成立?”[14] [15]很容易激起刚上大学的新生的兴趣，很多学生第一感觉就是不

一样的两个数，两个数字存在误差。关于这个问题的讨论基本上呈现三个观点。 
1) 观点一：小学知识 
因为1 3 0.333= ，所以 ( )1 1 3 3 0.333 3 0.999= × = × = 

 
2) 观点二：运算技巧 
假设 0.999A = ，则10 9.999A = ，于是，9 10 9.999 0.999 9A A A= − = − =  ，因此， 1A = 。 
3) 观点三：等比数列求和 

因为
( )02 3 4 1

0 0 0 0 0 0

1

1

n
n

n

a q
S a a q a q a q a q a q

q
−

−
= + + + + + + =

−
 ，所以 

( )0.9 1 0.1
0.9 0.09 0.009 0.000 9 1 0.1

1 0.1

n
n

n
n

S
−

= + + + + = = −
−

 



项

，事实上，0.999可以理解为 n 不断趋近于

无穷大时的结果，显然， ( )lim 1 0.1 1n

n→∞
− = 。

 
这里要说的是，观点一是一种经验记忆，本身也需要严谨的证明；观点二有一个致命的漏洞，那就

是假设是否成立？观点三较好的呈现了从有限到无限的过程，可以作为极限概念的引例，一下让学员豁

然开朗，当然在实际教学过程中，可以针对性的对前两个观点给出反面示例。 

4. 基于分析运算的泰勒公式联想记忆法 

4.1. 带有皮亚诺余项的一类特殊泰勒公式 

观点三还引发了一个重要的思考，对于一般的等比数列求和，从有限到无限会有什么样的结论呢？

考虑到 a0对于无限项等比数列求和计算影响较小，我们考虑等比数列{ }2 31, , , , , ,nx x x x  的和。 

1) 有限项和： 2 3 1 11
1

n
n

n
xS x x x x
x

− −
= + + + + + =

−
  

2) 无限项和： 2 3 1 1 11 lim lim , 1
1 1 1

n n
n

n n

x xx x x x x
x x x

−

→∞ →∞

−
+ + + + + + = = − <

− − −
   

显然，当 1x < 时， lim 0
1

n

n

x
x→∞
=

−
，可记为： ( )1o nx − ，由此可以得出： 

( )2 3 4 1 11 1 o
1

n nx x x x x x
x

− −= + + + + + + +
−

  

事实上，这个表述形式正是带有皮亚诺余项的泰勒公式。 

4.2. 关联泰勒公式 

以 ( )2 3 41 1 o
1

n nx x x x x x
x
= + + + + + + +

−
 为出发点，通过换元，四则运算，分析运算可以导出一系
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列常用的泰勒公式。 
1) 换元：注意常量不变，变量可换的准则，详见图 2。 
 

 
Figure 2. Derivation of Taylor’s formula by using the idea of substitution 
图 2. 利用换元思想推导常用泰勒公式 

 
可以推导： 

( ) ( )2 31 1 1 o
1

n n nx x x x x
x
= − + − + + − +

+
  

( )
2 31 1 1 o

n
nx x x x x

a x a a a a a
      = + + + + + +      −        


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2

1 1 1 o
1

n n nx x x x x
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= − + − + + − +
+

  

( ) ( )
2 4 6 2

2
2 2 2

1 1 1 1 o
n

n nx x x x x
a a a aa x a

        = − + − + + − +        +          
  

 2) 分析运算(函数积分或求导，详见图 3) 
 

 
Figure 3. Derivation of common Taylor formula by analytical operation 
图 3. 利用分析运算推导常用泰勒公式 
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可以推导： 

( )
( )13 12

2

1 1 2 3 4 o
1

n nx x x nx x
x

− −= + + + + + +
−

  

( )
( ) ( )2 3 1 1

2
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1

n n nx x x nx x
x

− −= − + − + + − +
+

  

( ) ( ) ( )
2 3

1 11
ln 1 o

2 3 1

n
n nx xx x x x

n
+ +−

+ = − + − + +
+

  

( ) ( )
3 5

2 1 2 11
arctan o

3 5 2 1

n
n nx xx x x x

n
+ +−

= − + − + +
+

  

3) 四则运算：主要利用四则远算和函数的性质将函数拆分成已经导出的泰勒公式。 

( )( )

( ) ( )
2 3 2 3
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1 1 1o o
n n
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

 

不难发现，通过关联运算可以不断导出新的泰勒公式，在教学过程中，可根据教学进程适当增补或

者删减需要推演的公式，教学重点是突出联想记忆的思维方式。 

4.3. 三角函数和反三角函数的泰勒公式 

仔细观察
( ) ( )

3 5
2 1 2 11

arctan o
3 5 2 1

n
n nx xx x x x

n
+ +−

= − + − + +
+

 ，可以发现几个特征，首先 arctan x 是奇函 

数，而且展开式也是只含有奇次幂；其次，发现展开式的系数与幂次存在一定的关联；最后是系数的符

号呈现交错的特性，其实以上推导的泰勒公式的系数符号基本都是要么全正，要么交错。结合多年的教

学体会，总结出以下几条基本准则： 
1) 奇函数只含奇次幂，偶函数只含偶次幂； 
2) 弦的系数是幂次阶乘的倒数，切的系数是幂次倒数(3 次幂(含)以前表达式)； 
3) 系数的符号要么全正，要么交错，关键看第二项。 
如何有效使用这三条规则快速完成对于三角函数和反三角函数泰勒公式的推导还需要我们对于函数

的奇偶性及其性质、函数大小的比较等有较好的知识关联。 
Step 1：正弦函数和余弦函数的泰勒展开式(3 条规则全部满足) 

( )
( ) ( )

3 5
2 1 2 11

sin o
3! 5! 2 1 !

n
n nx xx x x x

n
+ +−

= − + − + +
+

  

( )
( ) ( )

2 4
2 21

cos 1 o
2! 4! 2 !

n
n nx xx x x

n
−

= − + − + +  
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Step 2：反正弦函数和正切函数的泰勒展开式(3 次幂) 
因为 arcsin x 是 sin x 的反函数，所以函数关于 y x= 对称，又因为在 0x > 时，sin x x< ，故 arcsin x x> ，

进而可知系数符号第 2 项必须为正，根据准则 3，系数符号全部为正，即： 

( )
3

3arcsin o
3!
xx x x= + + ；同理可知： ( )

3
3tan o

3
xx x x= + + 。 

Step 3：反余弦函数和反余切函数的泰勒展开式 
关于反余弦函数和反余切函数的泰勒公式，只要能够熟悉两个重要的等式关系： 

arcsin arccos
2

x x+ =
π
和 arctan arccot

2
x x+ =

π
，结合上面推导的公式，可得： 

( )
3

3arccos o
2 3!

xx x x= − − +
π  

( ) ( )
3 5

2 1 2 11
arccot o

2 3 5 2 1

n
n nx xx x x x

n
+ +

 −
 = − − + − + +


π
 + 

  

至此，不难发现常用的泰勒公式在知识的耦合中相应推理可知。通过联想记忆，既是对知识的总结

归纳，又是帮助自己快速梳理知识点的有效手段！ 

5. 泰勒公式的应用举例 

泰勒公式在极限的求解、无穷小的比较和高阶导数计算中都有较为明显的意义，接下来我们简单列

举近年来的几个考研数学真题加以评析。 
例 1. [2019 年数学一]当 0x → 时， tanx x− 与 kx 是同阶无穷小，则 k = (  ) 

[解析]：根据泰勒公式可知 ( ) ( )
3 3

3 3tan o o
3 3
x xx x x x x x

 
− = − + + = − + 

 
，显然 k = 3。 

例 2. [2017 年考研数学一、三]已知函数 ( ) 2

1
1

f x
x

=
+

，则 ( )0f ′′′  = ______ 

[解析]：根据泰勒公式可知 ( ) ( )2 4 6 2 2
2

1 1 1 o
1

n n nx x x x x
x

= − + − + + − +
+

 ，根据泰勒公式的定义，函

数在 0 点处的 3 阶导数等于 3 次幂的系数乘 3 的阶乘，观察可知 ( )0 0f ′′′ = 。 

同理可知，设函数 ( ) 2arctan
1

xf x x
ax

= −
+

，且 ( )0 1f ′′′ = ，则 a = _______？也可以相应分析求解，

这是 2016 年考研数学一、三的一个填空题，显然 

( )

( ) ( )
( ) ( )( )

( )

2

3 5
2 1 2 1

2 2 4 3 6 2 2

3 3

arctan
1

1
o

3 5 2 1

1 1 o

1 o
3

n
n n

n n n

xf x x
ax

x xx x x
n

x ax a x a x x x

a x x

+ +

= −
+

−
= − + − + +

+

− − + − + + − +

 = − + 
 





 

因为 ( )0 1f ′′′ = ，故：
13! 1
3

a − = 
 

，可知
1
2

a = 。 

泰勒公式能够实现将任何一个函数用多项式函数去逼近，所以涉及函数极限的求解、无穷小的比较
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和高阶导数计算最终都可以通过泰勒展开式去实现，多项式函数观察更加清晰，计算更加简单。 

6. 小结 

《道德经》曰：“道生一，一生二，二生三，三生万物”，在极限问题的学习中，等价关系就是“道”，

等价无穷小是处理函数极限的第一层级，泰勒公式建立了任意函数与多项式函数之间的等式关系，源于

等价又高于等价，掌握泰勒公式对于极限的求解、无穷小的比较、高阶导数计算甚至函数的性态分析等

诸多问题意义深远，不难发现，泰勒公式解决问题更像是“降维打击”，瞬间秒杀。 
泰勒公式的传统教学更多的从柯西中值定理出发，定理证明严谨但也相对较为抽象，对于非数学专

业的学生，学习难度也明显提升，我们在提倡“先学后用”的同时，是否可以考虑“以用带学”，通过

联想记忆泰勒公式的过程，不仅能够轻松熟悉这些复杂的泰勒公式，与此同时，对于函数的运算和性质，

导数的应用，积分的应用等多个维度的问题有机的融合在一起，不仅学习了书本的知识，更体会到了“从

简单出发”的学习思维，巩固知识体系的同时不断提升学习能力。 
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