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摘  要 

结合教育部对师范专业认证的指标，以及多年从事实变函数的课堂教学经验，本文主要探讨对 mE = ∞和

<mE ∞时的依测度收敛的可测函数列，如何逐步引导学生添加合适的条件得到几乎处处收敛。通过此

研究有助于引导师范生如何深挖教材，如何通过串联间知识点间的联系设计来试题，从而达到培养师范

生教学技能。 
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Abstract 
Based on the standards of the Ministry of Education for Teacher Education Certification, and the 
teaching experience of many years in the classroom, this paper mainly discusses the measurable 
function series converging with the measure convergence when mE = ∞  and <mE ∞ , how to 
guide students to add appropriate conditions to derive the almost everywhere convergence. 
Through this research, it is helpful to guide students of normal university how to dig deep into 
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teaching materials, how to design test questions by connecting knowledge points in series, so as to 
train teaching skills of students of normal university. 
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1. 前言 

收敛性是分析学研究的重要内容，也是主要的出发点。在数学分析中主要研究了序列的逐点收敛和

一致收敛。到了实变函数课程，进一步扩大了研究范围，探讨了几乎处处收敛、基本上一致收敛、依测

度收敛等。叶戈洛夫(EropoB)定理及其逆定理给出了几乎处处收敛与基本上一致收敛的关系。 
对于几乎处处收敛和依测度收敛，这两者间有密切的关系，而且我们已经知道这两种收敛是相互独

立的，几乎处处收敛的函数列不一定依测度收敛，反过来，依测度收敛的函数列也不一定几乎处处收敛。

教材[1]中也给出了两个具体的例子，依测度收敛 ⇒ 几乎处处收敛(第 62 页例 1)，几乎处处收敛 ⇒ 依测

度收敛(第 63 页例 2)。 
但是，两者之间还是有着联系的，数学家 Riesz 和 Lebesgue 分别对两种收敛之间的联系进行深入研

究，得到了著名的 Riesz 定理和 Lebesgue 定理。而且，我们看到，当mE < ∞时，Lebesgue 定理揭示了函

数列几乎处处收敛强于依测度收敛。有关这方面的教学研究也有不少，可参见文献[2] [3] [4] [5]。 
本文结合教育部对师范专业认证的指标，以及多年从事实变函数的课堂教学经验，主要探讨对

mE = ∞和mE < ∞时，依测度收敛的函数列能否在合适的条件下得到几乎处处收敛，设计合适的教学过

程。并以此问题设计为契机，强调以学生为本，突出学生在课堂的主体地位，并融合翻转课堂教学理念，

探索实变函数教学改革问题。这也将有助于引导师范生如何深挖教材，如何通过串联间的联系设计来试

题，从而达到培养师范生教学技能。 
先回顾可测函数列的几乎处处收敛和依测度收敛的概念。 
设 ( ){ }nf x ， ( )f x 都是可测集 nE ⊂  上的 a.e.有限的可测函数。 
定义 1 [1] (几乎处处收敛) ∃集合Q E⊆ 满足 ( )\ 0m E M = ，且对∀ x M∈ 有 ( ) ( )lim nn

f x f x
→∞

= ，则

称函数列 ( ){ }nf x 在 E 上 a.e.收敛于 ( )f x 。 

定义 2 [1] (依测度收敛)对∀ 0σ > ，有 ( ) ( )lim 0nn
mE f fx x σ − ≥ =  ，则称函数列 ( ){ }nf x 在 E 上依

测度收敛于 ( )f x ，记为 ( ) ( )nf x xf⇒ 。 

2. mE = ∞时的依测度收敛的可测函数列 

设 ( ){ }nf x 是 E 上有限可测函数列，下面主要讨论 mE = ∞时，函数列依测度收敛，是否可以增加适

当的条件，就能得到几乎处处收敛。为了让学生更深刻的理解函数列的这两种收敛之间的关系，下面通

过问题设计，引导学生思考，逐步达到最终的目的。 
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设计目标：当mE = ∞时，探寻依测度收敛的函数列 ( ){ }nf x 能否在适当的条件下，得到几乎处处收敛。 
设计思路：由 Riesz 定理知道，依测度收敛的函数列，一定存在子列几乎处处收敛。另外，引导同

学们回忆数学分析中讲过的函数列收敛与子列收敛之间的关系，那么依测度收敛能否在合适的条件下能

导出几乎处处收敛呢？ 
设计问题：1) 让同学们复习 Riesz 定理： 
由函数列 ( ){ }nf x 在 E 上依测度收敛于 ( )f x ，由 Riesz 定理得到存在子列 ( ){ }knf x 在 E 上几乎处处

收敛于 ( )f x 。 
2) 继续追问：引导学生回忆《数学分析》中的数列收敛与子列收敛之间的关系。 
3) 继续引导：数列的一个子列收敛了，能否添加合适的条件推出数列收敛呢？ 
4) 引导学生想出对单调的函数列满足这样的条件。 
5) 这样就顺利的得到了一个很好的结论，对依测度的可测函数列，由 Riesz 定理，一定存在子列几

乎处处收敛；再由可测函数列是单调的，即可得到几乎处处收敛。即下面的结论： 
例 1：设在可测集 E 上， ( ) ( )nf x xf⇒ ，而对任意正整数 n 和 a.e.的 x E∈ ， ( ) ( )1n nf x f x+≤ ，则 ( )nf x  

a.e.收敛于 ( )f x 。 
6) 下面可以让学生独立根据前面的思路，给出完整的证明过程。 
证明过程：因为 ( ) ( )nf x xf⇒ ，由 Riesz 定理得， ∃子列 ( ){ }knf x ，使得 

( ) ( )lim
kk nf x f x

→∞
=  a.e.于 E， 

即存在 0A E⊂ 使得 ( )0 0m E A− = ，且 ( ){ }knf x 在 0A 上收敛于 ( )f x 。 

对 *n N∀ ∈ ，记 [ ]1n n nA E f f += ≤ ，则 ( ) 0nm E A− = 。令
0

k
k

A A
∞

=

=


，则 

( ) ( ) ( )
00 0

0k k k
kk k

m E A m E A m E A m E A
∞ ∞ ∞

== =

   
− = − = − ≤ − =   

   
∑ 

， 

且在 A 上 ( ) ( )1 , 1, 2,n nf x f x n+≤ = ， ( ) ( )lim
kk nf x f x

→∞
= 。因此在 A 上， ( )nf x 收敛于 ( )f x 。于是 ( )nf x 在

E 上几乎处处收敛于 ( )f x 。 

教学创新：教学过程中，对班级学生进行分组讨论，通过老师的问题引导，引导学生思考，逐步提

问，并在其中的若干问题引入翻转课堂教学，调动学生学习兴趣和活跃课堂的学习氛围，达到学生主动

学习探究的良好效果。 

3. mE < ∞时的依测度收敛的可测函数列 

根据 Lebesgue 定理可知，当 mE < ∞时函数列几乎处处收敛强于依测度收敛。那此时依测度收敛的

函数列是否可以增加合适的条件，得到几乎处处收敛呢？为了让学生更深刻的理解，设计下面问题，引

导学生思考，从而达到最终的目的。 
设计目标：当 mE < ∞时，探寻依测度收敛的函数列 ( ){ }nf x 能否在适当的条件下，得到几乎处处收

敛。 
设计思路：引导同学们从数学分析中讲过的数列中单调有界定理出的发，设计构造单调递减的非负

函数列，从而逐点收敛；再由 Riesz 定理知道，依测度收敛的函数列，一定存在子列几乎处处收敛；进

而根据极限的唯一性和两边夹性质即可得到一个合适的条件。 
设计问题：1) 由数列中单调有界定理出的发，设计构造单调递减的非负函数列 ( ) ( )supn k

k n
g x f x

≥
= ； 
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2) 假设 ( ) 0ng x ⇒ ，由 Riesz 定理得到存在子列 ( ){ }kng x 在 E 上几乎处处收敛于 0； 
3) 由极限的唯一性得到 ( )lim 0nn

g x
→∞

= ； 

4) 由极限的两边夹性质及 ( ) ( )0 n nf x g x≤ ≤ 即可得几乎处处收敛。这样就可自然的探讨下面问题： 
例 2：设mE < ∞， ( ){ }nf x 是 E 上有限可测函数列，设 ( ) ( ){ }sup :n kg x f x k n= ≥ 。若 ( ) 0ng x ⇒ ，

则： ( )lim 0nn
f x

→∞
=  a.e.于 E。 

5) 下面可以让学生独立根据前面的思路，给出完整的证明过程。 
证明过程：由 ( ) ( )supn k

k n
g x f x

≥
= ，可得 x E∀ ∈ ， 

( ) ( ) ( )1 2 2 0g x g x g x≥ ≥ ≥ ≥ ≥  ， 

则 ( ){ }ng x 在 E 上收敛。又 ( ) 0ng x ⇒ ，由 Riesz 定理，存在子集 1E E⊆ 及 ( ){ }kng x 使得 ( )1 0m E E− = 且

在 1E 上 ( )lim 0
knk

g x
→∞

= 。由极限的唯一性可得 1x E∀ ∈ ， ( )lim 0nn
g x

→∞
= 。又 ( ) ( )0 n nf x g x≤ ≤ ( )n N∈ ，两

边同时取极限得 ( ) 1lim 0,nn
f x x E

→∞
= ∈ ，所以 ( ) 1lim 0,nn

f x x E
→∞

= ∈ 。再由 ( )1 0m E E− = 可得 ( )lim 0nn
f x

→∞
=  a.e.

于 E。 
教学创新：教学过程中，通过问题串设计，逐步引导，不断提问，并对学生分组进行讨论，调动学

生学习兴趣、活跃课堂的学习氛围，达到学生主动学习探究的良好效果。 

4. 教学思考 

目前，地方师范院校课程改革的不断深入，以及通识教育的逐步开展，导致专业核心课程的学时不

断减少，就实变函数课程而言，学时已经缩减到 56 个学时了。这样，在教学实践中既要能够在规定的学

时内完成预定教学内容，又要在课程教学中不断启发学生用数学的逻辑思维方式思考问题、解决问题，

同时还要兼顾课程思政元素，很难有多余的时间处理课后习题，更不要说和学生互动。因此，如何解决

这些问题值得任课教师深思，这就要求老师对传统的教学模式做出一定的改革。 
为了更好地、高效的实施教学，作者结合多年《实变函数》的教学实践和体会，对本校学生开设《实

变函数》课程时，采用线上线下混合模式开展教学。如在线下教学过程中，实变函数是数学分析课程的

继续，很多知识点和理论是数学分析中知识点的延申，因此在讲授实变函数课程相关知识点前，可以提

前把与数学分析相关的内容，或需要用到数学分析中的内容通过学习通发给学生，让学生做好复习。比

如在将几乎处处收敛和基本上一致收敛之前，让学生提前复习数学分析中的逐点收敛和一致收敛相关的

主要内容和主要定理。此外，对课后习题的处理，挑选部分有代表性的习题在课堂上详细讲解，再布置

类似练习作为课后练习。对于剩下的课后习题，一部分采用学习通发布班级分组解决，再相互交流，再

分组之间打分，教师打分，计入平时成绩。另外，有些习题的讲解，通过提前录好视频，再发给班级群

或学习通，让学生课后自主学习，这样节省了大量的课堂时间。 
对实变函数教材[1]中第六章后面的课程，由于课时有限，课堂教学很难完全详细讲解，采用线上教

学，还将录好的相关内容的视频通过线上让学生自主学习，通过线上平台记录学生的学习过程，也计入

平时成绩考核的范围。这些做法都是为了弥补课堂教学学时不足采取的有效措施。 

5. 结束语 

教师教学除了传授学术知识和技能，也应该培养学生数学思维方式的归纳迁移能力，从而增强知识

点间的相互联系，引导学生的总结和归类知识点间相互渗透的主动意识，这对培养学生创新意识、创新

能力，提高学生学习的积极性有着重要的积极作用，才能真正做到创造性地学习。 
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