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摘  要 

向量组的秩和最大线性无关组是《线性代数》中较为抽象的概念，学生对概念的认识比较模糊和浅显。

为了更好地理解概念表层和深层的内涵，以信息存储这一案例的引入给出定义，探究求法，最后利用定

义解决案例中的问题。通过这样的教学过程，不仅使得学员清晰的认识了概念，而且锻炼了学员的数学

思维能力，达到了学以致用的教学目的。 
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Abstract 
The rank of vector group and the maximal linear independent vector group are the more abstract 
concept in linear algebra and students have a vague and simple understanding on these concepts. 
In order to understand the surface and deep connotation of the concept better, the paper gives the 
definition with the introduction of the case of information storage, explores the method, and fi-
nally solves the problems in the case using the definitions. Through this teaching process, students 
not only have a clear understanding of the concept, but also exercise their mathematical thinking 
ability, so as to achieve the teaching purpose of learning for application. 
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1. 引言 

《线性代数》是理工科院校必修的一门基础课，概念定理多，计算繁杂。其概念的抽象性是学生学

习面临的主要困难[1]。我校二年级开设《线性代数》课程，学生基本已适应大学生活，对大学学习有了

初步认识，经过一年级公共基础课的学习，具备了一定的抽象思维能力和编程基础。但是学生普遍缺乏

实际问题的求解方法训练，缺乏数学课程学习兴趣及必要的学习习惯，缺乏背景研究所需的数学知识基

础。而大部分教材上往往是直接给出定义，使得学生很容易产生疑惑，概念从何而来？为什么这么定义？

到底有什么用？那么如何解决这些问题，如何让学生对所学的定义有清晰的认识？因此特别要注重概念

引入的方法。借助具体的案例，将其转化为相应数学问题，在分析的过程中，透过现象抓住本质，得到

抽象的概念，使得学生了解概念产生的应用背景，也克服理解的困难，更激发了学习的热情。 

2. 向量组的秩的教学设计 

最大无关组和向量组的秩这两个概念是学习的重难点。由于概念本身抽象，而大多数教材都是直接

给出，并对两个概念同时全盘托出。这种空降以及并行给出概念的方式，往往导致这样的问题：在学员

对基本概念最大无关组理解不透彻的基础上，又新增向量组的秩这一核心概念，往往造成思维上断层和

跳跃，从而使学员感到难上加难。针对上述这一现状，对教学内容重新编排，分散难点，以应用案例为

牵引，以概念的建立为主线进行如下教学设计。首先，通过创设情景，以信息存储案例为引例，引导学

员以向量的角度抽象出最大线性无关组的概念。然后，设置例题，在解决例题过程中，发现最大线性无

关组的形式不唯一的新问题，再引导学员探索分析，形式不唯一的背后蕴藏着最大无关组的个数唯一这

一本质属性，从而让学员自发构筑向量组的秩这一核心概念。那么寻找向量组的一个最大无关组首要任

务就是确定其所包含的向量的个数，因此问题转化为探究向量组的秩的计算，借助类比转化的思想，通

过建立向量组的秩与矩阵的秩之间的关系定理，在这一定理的基础上，总结出计算步骤。最后，应用所

学知识，解决应用案例。前后呼应，形成闭环。整个抽丝剥茧教学过程，既激发了学员的学习兴趣，又

让学员体会概念发现的过程，使学员经历观察–分析–探索–提炼这一系列的数学思维活动，符合学员

的学习认知规律，从而克服了概念的抽象性，深化了对概念的认识和理解。 

2.1. 概念的引入 

在概念的引入方式上，以应用案例引入，先建立对向量之间关系的感性认识，再引导学员观察、抽

象出最大线性无关组的概念，这种先建立具体形象认识、后进行抽象描述、并提炼概念的教学设计，连

通抽象概念与学员既有的经验或知识网络，不仅有利于概念的讲授，而且让学员自己体会概念发现的过

程，既解开了学员“为什么学”的疑惑，同时也激发了学员学习的兴趣[2]。 
在现实生活中，我们总是即期望以最少的投入来达到原有的目标。而其中最让人关注也是最需要关

注的问题是这个“最少”到底会有多少？“最少的投入”都包含哪些投入？ 
引例[3] (信息存储模型)在当今信息化的时代，每天都面临的大量的信息，如果把所有的信息都储存

显然不现实，那么如何进行信息的存储呢？现在有从实际问题中采集到的 28 条信息，已按照现有方法把

它们量化成 28 个 9 维的向量(见表 1)，试讨论其存储情况。 
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Table 1. Information data 
表 1. 信息数据 

向量 数据 1 数据 2 数据 3 数据 4 数据 5 数据 6 数据 7 数据 8 数据 9 

1 −11 3 20 2 −18 −8 13 9 −1 

2 −10 6 15 −3 −14 −9 8 0 −6 

3 11 −3 −20 −2 18 8 −13 −9 1 

4 8 8 −6 −6 2 −1 −23 −11 −14 

5 0 −2 1 −1 0 1 3 1 0 

6 11 3 0 6 16 8 −14 4 −3 

7 1 −1 −2 −2 2 1 0 −2 −1 

8 5 −15 −12 3 −11 5 1 10 12 

9 −3 −3 −7 −1 −8 −3 2 −2 5 

10 7 −15 −18 −5 −5 6 −1 0 6 

11 −2 0 1 0 −1 −1 3 0 1 

12 −8 16 18 2 −10 −11 −5 −1 −10 

13 4 24 9 11 −6 −9 −36 0 −12 

14 9 11 −9 14 17 3 −25 0 4 

15 −7 5 2 −1 −3 −6 4 −5 0 

16 4 0 −18 2 6 1 −11 −7 6 

17 3 −7 −14 −2 −6 1 −4 −2 5 

18 4 −2 −1 2 5 4 −2 3 1 

19 0 22 9 15 −4 −9 −27 3 −4 

20 3 15 −1 −1 −8 −8 −27 −9 −13 

21 0 −2 −2 1 1 1 2 1 3 

22 2 −6 −5 −19 −10 −1 0 −12 −14 

23 11 1 −3 −13 4 4 −16 −10 −19 

24 7 19 2 14 2 −4 −34 2 −5 

25 −1 11 −2 18 2 −4 −14 6 11 

26 0 2 2 2 2 0 −1 1 0 

27 54 −42 −81 −3 −24 26 −73 7 12 

28 −11 3 10 15 −1 −4 15 12 16 
 

问题分析：如果这 28 个向量线性相关的话，至少有一个向量能被其余的向量线性表示，那么这个向

量就不需要直接存储。怎么判断一个向量组的线性相关性呢？在前面的学习中知道通过向量组所构成的

矩阵的秩就可以判断。当矩阵的秩小于向量组中所包含的向量的个数，向量组就线性相关，如果等于向

量组中所包含的向量的个数的话，就线性无关。因为引例中所构造的向量组所构成的矩阵的秩小于 28，
向量组必线性相关，因而至少有一个信息向量可以不用直接存储，那么到底几个信息向量不用直接存储？

或者换句话，我们到底要保留哪几个信息向量直接存储？用数学的语言描述这个问题：就是要在给定的
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向量组中找到一组向量具有如下特点： 
1、 r 个向量线性无关；2、任何 1r + 的向量都线性相关。 
在分析问题的过程中，利用化归的思想，渗透由现象看本质的哲学原理，抓住问题的主要特征。 
定义 1 [4]：设有向量组 A，如果在 A中能选出 r 个向量 1 2, , , rα α α ，满足 
(1) 0 1 2: , , , rA α α α 线性无关； 
(2) A中任何 1r + 的向量(如果 A中有 1r + 个向量的话)都线性相关。 
称向量组 0A 是向量组 A的一个最大线性无关向量组，简称为最大无关组。 
对最大无关组的定义要加以诠释，如何理解“最大”？包含了两种含义，原向量组中可能存在多个

线性无关的部分组，最大无关组是包含向量个数最多的部分组，这体现了最大无关组的“最多性”；如

果从反应信息的角度来说，最大无关组又是包含向量个数最少的，多之会冗余的信息，少之不足以反映

原来的信息，这体现了最大无关组的“最少性”[5]。 
以具体案例引入，通过对问题的剖析，不仅给出了抽象的概念，还激发了学员探讨问题的热情。 
此时也可以举一些生活中的例子，比如学员队由支委会进行日常事务的管理，支委成员都是学员队

的骨干，这些骨干本身虽然也是学员，但通过他们可以了解到下属所有学员的情况，从获取信息的角度

来说，数量少的骨干完全可以代表全体学员，而骨干之间不能互相代表，如果以一个学员的信息作为向

量的话，那么人数少的骨干组成的向量组与全体学员组成的向量组的最大无关组。让学生感受生活中处

处都有数学，只是没意识到，引导学员去发现生活中的数学知识。 
例 1 求向量组 ( ) ( ) ( )T T T

1 2 33,6, 4, 2,1 2, 4,3,1,0 1,2, 1,3,1α α α= − = − − = −， ， 的一个最大无关组。 
分析：由最大无关组的定义可知，首先 1 ,2,α α 线性无关，又 1 ,2 3, ,α α α 线性相关，所以 1 ,2,α α 是向量

组的一个最大线性无关组。同样可以验证 2 3,α α 也是一个最大线性无关组。 
从上面例子可知，随着向量组的规模的增大，利用定义去寻找向量组的最大线性无关组比较困难，

需要寻找其它方法[6]。 
由例 1 中可以发现：向量组的最大线性无关组是不唯一的，但是最大线性无关组中所含向量的个数

唯一的。 
从数的角度反映了向量组的性质，并且非常类似于矩阵的秩的本质。而从定义上也可以看出来最大

线性无关组的概念非常类似于矩阵的最高阶非零子式的概念。 
因此，基于向量组与矩阵间的关系，在此寻找获得最大线性无关组的便捷方法时是否可以换个角度，

从矩阵上入手？ 
为此，对应于矩阵的秩，引入向量组的秩的概念。 
定义 2：最大线性无关组中所含向量的个数称为向量组的秩，记作 AR  [4]。 
此时可以将课堂思政融入在教学中，深刻揭示向量组的秩的定义中蕴含着变与不变的哲学思想。 

2.2. 向量组的秩和最大无关组的求法 

由向量组和矩阵的对应关系可知，当将向量组看做矩阵的列向量组，通过矩阵秩的求解可以得到向

量组秩的求解方法，并在该求解过程中可以得到相应的最大线性无关组。其理论基础描述如下： 
定理：矩阵的秩等于其行向量组的秩，也等于其列向量组的秩[4]。 
探究的过程中引导学员利用已知的知识解决未知的问题，将求向量组的秩的问题转化为求矩阵的秩，

向量组的一个最大无关组就是矩阵的行最简形非零首元所对应的向量组。潜移默化地培养学员转化的数

学能力，进而，连通新的知识与已有的知识结构，扩展学员的知识网络[7]。 
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计算步骤(图 1)： 
 

 
Figure 1. Diagram of the method of the rank of the vector group and the maximal linear independent vector group 
图 1. 向量组的秩和最大无关组的求法图 

2.3. 向量组的秩和最大无关组的应用 

用向量组的秩和最大无关组的知识求解引例提出的信息存储的问题，将建模的思想融入到数学教学

中[8]。 
(1) 问题的重述：找到需要直接储存的信息，用数学描述就是找一个向量个数少于 28 的向量组与原

向量组等价。 
(2) 条件假设： 
a.所给数据真实可靠； 
b.各个信息的重要程度一样。 
(3) 符号说明： 1 2 28,α α α⋅⋅⋅ ——表示信息所对应的列向量。 
(4) 问题分析：由于 1 2 28,α α α⋅⋅⋅ 是含有 28 个向量的九维向量组，该向量组必定线性相关。因此这 28

个向量中至少有一个向量可以由其它向量线性表示，对应到问题中也就是说 iα 对应的信息可以由其它的

向量信息组合得到，因此这个 iα 就不需要直接存储的。问题的实质就是寻找 1 2 28,α α α⋅⋅⋅ 的一个最大线性

无关组。 
(5) 问题建模：以 1 2 28,α α α⋅⋅⋅ 为列向量组构建矩阵 A，求 A的一个最大无关组。 
(6) 问题求解： 
step1 求出向量组的秩 1 2 28( , ) 5 28R α α α⋅⋅⋅ = < ； 
step2 逐步删除获得最大无关组 5 7 11 21 26, , , ,α α α α α ； 
step3 计算并存储系数(见表 2) 5 7 11 21 26i a b c d eα α α α α α= + + + + 。 
(7) 结果分析：直接存储需要 28 9 252× = 个单位，现在只需要 5 9 23 5 160× + × = 的单位，减少了 92

个存储单位，达到了节约存储空间的目的。 
通过对案例的分析建模求解的过程，既使得学员深刻的理解向量组的秩和最大线性无关组的本质，

也培养了学员利用数学知识解决实际问题的能力，达到了学以致用的目的。渗透数学建模思想于课堂教

学中，问题的设计不是简单的对计算方法的重复，而是需要学员观察、思考、运用数学思想进行转化，

在问题分析中锻炼学员数学建模的能力。 
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Table 2. Storage factor 
表 2. 存储系数 

向量 向量 5 向量 7 向量 11 向量 21 向量 26 

1 3 −5 3 −3 −1 

2 1 −2 4 −4 −1 

3 −3 5 −3 3 1 

4 −3 2 −3 −3 −1 

6 1 1 −5 1 4 

8 1 −5 −5 4 −5 

9 −2 −1 1 1 −3 

10 0 −1 −4 3 −5 

12 −1 −2 3 −5 1 

13 −5 −4 −4 −4 1 

14 −5 1 −4 3 4 

15 −2 1 4 −1 0 

16 −5 2 −1 3 −1 

17 −2 −1 −2 2 −4 

18 1 0 −2 1 1 

19 −5 −4 −2 −2 2 

20 −5 −1 −2 −4 −2 

22 1 2 0 −4 −5 

23 1 3 −4 −4 −1 

24 −5 −3 −1 3 2 

25 −5 −3 −1 3 2 

27 −6 −12 −33 11 −22 

28 0 −3 4 3 3 

3. 结束语 

关于向量组的秩和最大无关组，在教学过程中，首先以具体案例——信息存储问题引出寻找一个具

有某种特征的无关组的问题，激发学员的学习兴趣，从问题的分析过程中，总结归纳出最大无关组这一

抽象的定义。接着通过具体例题探究最大无关组求法，引导学员抓住向量组的本质特征得到核心概念向

量组的秩。其次，通过联想矩阵和向量组之间的关系，让学员经历猜想证明这一个过程得到向量组的秩

和最大无关组的求法。最后，结合信息存储模型，利用向量组的秩和最大无关组的定义解决案例中所提

出的问题。在这一过程中，让学员不仅仅学到了数学知识，感受数学的思想方法，而且历经了提出问题、

分析问题和解决问题的全过程，锻炼学员的数学思维能力。 
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