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Abstract: This paper proposes a method of Zernike moments feature extraction, which is through the improved FCM 
algorithm for fuzzy clustering of handwritten numerals. Zernike moments of the image have rotational invariance, so 
the feature space can well reflect the characteristics of the image. Fuzzy C-Means Clustering uses a degree of member-
ship of each data point to determine the degree of belonging to a cluster, and this paper takes weighted fuzzy C-means 
clustering algorithm to classify the membership. Clustering lies in feature extraction. In the image pre-processing of the 
premise, this paper reduced the dimension of Zernike moments, and effectively improved the recognition speed without 
decreasing the recognition rate. 
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摘  要：文中提出了采用 Zernike 矩进行特征提取，并通过改进 FCM 算法对手写体数字进行模糊聚类的一种方

法。图像的 Zernike 矩具有旋转不变性，因此用它构造的特征空间能很好的反映图像的特性。模糊 C 均值聚类

是用隶属度确定每个数据点属于某个聚类的程度的一种聚类算法，本文采取加权的模糊 C 均值聚类算法来进行

分类。聚类的关键在于特征提取，在图像预处理的前提下，本文将 Zernike 矩进行降维处理，在不降低识别率的

基础上，有效提高了识别速度。 
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1. 引言 

数字识别是光学字符识别(OCR)的一个重要分支
[1]，而手写体数字识别更是多年来的研究热点。当前

运用较好的主流算法还是以统计、神经网络和聚类分

析的识别算法为主，如 Adaboost 算法[2]、BP 神经网

络[3]、支持向量机(SVM)[4]、以及径向基函数(RBF)[5] 

等等。 

在书写字符的过程中，因人而异的书写方式，造

成手写体数字字符的各种变形，尤其是对于无约束手

写数字来说，由于书写习惯以及因书写工具不同造成

笔画粗细差异较大等问题，导致数字的特征变得不稳

定。为了提高识别的准确率，本文提出了一种基于
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Zernike 矩特征筛选的改进模糊聚类手写体数字识别

方法。 

2. Zernike 矩的定义及特征选取 

2.1. Zernike 矩的定义 

Zernike 在 1934 年引入了一组定义在单位圆

上的复值函数集2 2 1x y       , ,nm nmV x y V x y， 具

有完备性和正交性，使得它可以定义在单位圆内的任

何平方可积函数。而 Zernike 矩的概念首先由 Teague

于 1980 年引入[6]，n阶 Zernike 矩的定义为： 

    2 21
, , ,

πnm nm
x y

n
Z f x y V x 

  1y 



   (1-1) 

式中，  ,f x y 为图像的密度函数，*表示取共轭，

Zernike 多项式由下式给出： 

      , , expnm nm nmV x y V R jm          (1-2) 

式中，n为非负数， m n 并满足 n m 为偶数，ρ为

从原点到点  , x y

R

的向量的长度，θ为 ρ与 x轴在逆时

针方向的夹角，  nm  为径向多项式，其定义为： 

     
   

  2
2

0

1 !

! ! !
2 2

sn m
n s

nm
s

n s
R

n m n m
s s

 






 


    
   

      

 (1-3) 

可以证明[7]，一幅图像旋转 Ф角后，它的 Zernike

矩 nmZ  与初始图像的 Zerninke 矩 nmZ 有如下关系： 

e jm
nm nmZ Z                (1-4) 

由上式可得，旋转后的图像  ,  f x y 的 Zernike

矩 nmZ  与原图像  ,  f x y 的 Zernike 矩 nmZ 只有相位

上的差异，不存在幅值上的差别，即 Zernike 矩具有

旋转不变性。 

2.2. 特征选取 

在模式识别中，特征选取是一个关键问题，其基

本任务是从许多特征中找出那些最有效的特征。理想

的特征应对字符的平移、旋转与缩放不敏感，平移和

缩放问题可以在字符规范化时解决，在规范化时消除

旋转造成的影响比较复杂，因此提取对字符旋转角度

不敏感的特征是一种更可靠与简便的方法。Zernike

矩是一种正交矩，具有旋转不变性，因此本文运用

Zernike 矩特征进行筛选，建立具有平移、尺寸及旋转

不变性的样本特征库。 

由式(1-1)可知，根据 nmZ 中 m和 n的变化可以计

算出图像不同阶的 Zernike 矩。目前 Zernike 矩有很多

个，如果把所有 Zernike 矩做为识别因素，则信息量

过大。通过分析发现这些 Zernike 矩中含有一定的冗

余信息，这些冗余信息不会明显提高数字的识别率，

相反还降低了识别速度。因此如何把高维特征空间压

缩到低维特征空间，在不降低识别率的前提下，提高

识别速度，是特征提取的关键步骤。 

在统计学经典理论中，方差分析是从质量因子的

角度探讨因素不同水平对实验指标影响的差异。本文

采用如下 3 个步骤对 Zernike 矩进行筛选，即先采用

特征选择的方法，去掉那些明显没有分类信息的特

征，然后在采用特征提取的方法进行相关度分析以降

低维数。 

1) 确保类内特征离散度较小。文献[8]提出用 43

个矩来进行特征提取。本文对每个数字的 100 个样本

的前 43 个 Zernike 特征进行方差分析，求出各项

Zernike 特征的均值与方差，以均值的 1.2 倍为阈值，

方差小的 Zernike 特征保留，方差大的 Zernike 特征去

除。 

2) 确保类间特征离散度较大，保留分类信息多的

特征。将(1)筛选后的十个数字的 Zernike 特征的均值

做为研究对象，求出每个 Zernike 特征均值的方差，

同样以均值的 1.2 倍为阈值，方差大的 Zernike 特征保

留，方差小的 Zernike 特征去除。 

3) 特征降维处理，以提高识别速度。将步骤(2)

筛选后的十个数字的 Zernike 特征的均值做为十个数

字的标准 Zernike 特征值，相对于十个数字，对每个

Zernike 特征之间进行相关度分析，将相关度大的

Zernike 特征进行相加合并，减少特征的冗余信息。 

3. 基于特征加权的模糊 C 均值聚类算法 

模糊 C 均值聚类算法[9]的步骤还是比较简单的，

是用隶属度确定每个数据点属于某个聚类的程度的

一种聚类算法。1973 年，Bezdek 提出了该算法，作

为早期硬 C 均值聚类(HCM)方法的一种改进。 

FCM把n个向量  1, 2, ,ix i   n 分为c个模糊组，

并求每组的聚类中心，使得非相似性指标的价值函数

达到最小。FCM 与 HCM 的主要区别在于 FCM 用模

糊划分，使得每个给定数据点用值在 0，1 间的隶属
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度来确定其属于各个组的程度。与引入模糊划分相适

应，隶属矩阵 U 允许有取值在 0，1 间的元素。不过，

加上归一化规定，一个数据集的隶属度的和总等于 1： 

1, 1, ,
c

ik
i

u k    n           (2-1) 

那么，FCM 的价值函数(或目标函数)就是： 

  2

1 1

,
n c

m
ik ik

k i

J U c u d
 

             (2-2) 

这里 介于 0，1 间； ic 为模糊组 i的聚类中心， ikd

表示第 i 类中的样本 k

iku

x 与第 i类的典型样本 ic 之间的

失真度，经常用两个矢量间的距离来度

 1,m  是一个加权指数，控制着算法的模糊程度。

聚类的准  ,

量

则为取

。且

J U c 的极小 值 min ,J U c 。 

在传统的 FCM 算法中，每维特征对分类的贡献

是均匀的。而在实际应用中，由于构成样本特征矢量

的各维特征来自不同的传感器，存在量纲差异、精度

及可靠性的不同，另一方面，所选择的特征集未必适

合于模式的分类。因此，传统的 FCM 算法在实际应

用中有一定的局限性，我们在聚类分析中必须考虑各

维特征的不同影响。 

为此，本文采取加权的模糊 C 均值聚类算法来进

行分类。加权模糊 C 均值聚类可以表示为如下的规划

问题[10]： 
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1 1
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n c
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式中， 
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ωj通过以下方法计算得到： 

1) 将原始数据归一化，得到无量纲矩阵 Y； 

2) 计算矩阵 Y的相关系数矩阵 R； 

3) 计算相关系数矩阵 R 的特征值 λj； 

4) 将特征值归一化得到权向量 
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, , , , j
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4. 手写体数字识别实例 

4.1. 手写数字预处理 

预处理的主要目的是对一个给定的含有字符的

图像，突出图像中与字符有关的某些信息，削弱或去

除某些不需要的信息使它的结果对后面的识别来说

比原始的字符图像更适合[11-13]。预处理一般包括二值

化、平滑、去噪声、规范化和细化等过程。由于 Zernike

矩具有旋转不变性，在字符规范化时，只需进行平移

和缩放处理。如图 1 所示为手写数字图像预处理结果，

主要处理过程包括位置归一化、细化和去毛刺。 

4.2. 基于 Zernike 矩特征的手写体数字识别改进 

FCM 聚类 

从加权的改进模糊 C 均值的目标函数的角度来

说，一般采用的是加权欧式距离[14]，而该距离要求各

分量相互独立。Zernike 矩的正交性正好满足了其要

求。式(1-2)提出了一组正交多项式 ，图像

的 Zernike 矩就是该图像在正交多项式上的投影。为

了计算一幅给定图像的 Zernike 矩，必须将图像的中

心移到坐标原点，将图像像素点映射到单位圆内。 

  ,nmV x y

本文运用 Matlab 进行仿真，以下为计算 Zernike

矩的几个关键点： 

1)  2 2circle1 ; inside find circle1 1x y  

e 1

；%提

取符合 circl  的数，即将图像像素映射到单位圆上。 

2   _ zpoly 1, , , thetaV nmt n m r p

rnike 多项式，定义为在极坐标

) ；% V_nm 为

n 阶的 Ze 系中 p，theta

的函数  zprod cimg. conj _V nmt  ；% conj 是求复数

的共轭       _ 1 1 sum suA nm c n   m zprod π ； % 

   zprod ；对于图像而言1 1 πn  了求

本文

求和代替

积分。 

对手写数字样本进行了识别实验，分别用了

文献[15]提出的粗网格特征提取方法和本文提到的降

维后的 Zerninke 矩特征提取方法进行模糊聚类。 
 

 
Figure 1. The pretreatment of handwritten digital image  

图 1. 手写体数字图像预处理 
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esult of identification 

字符 0 1 2 6 7 8 9 

 
Table 1. R

表 1. 字符识别结果 

3 4 5 

总数 1  1  1  1  1 1   1  1 1  00 00 00 00 00 00 100 00 00 00

本文识别数 

99% 97% 96% 

文 97% 93% 95% 

98 97 99 97 96 97 95 98 99 95 

本文识别率 98% 97% 97% 95% 98% 99% 95% 

文献[15]识别 95 96 97 93 95 94 95 97 97 96 

献[15]识别率 95% 96% 94% 95% 98% 97% 96% 

 
. 结论 

本文了采用 Zernike 矩进行特征提取，并通过改

进 F
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