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Abstract: This paper presents a deformable pyramid transform (DPT) with shift-invariance, steerability, and scalability. 
This DPT is extended from a numerical steerable pyramid transform (SPT). We take each steerable basis filter of the 
SPT as the kernel. For each kernel, we employ the singular value decomposition (SVD) approach to construct scalable 
basis filters and their corresponding interpolation functions. These scalable basis filters are used as analysis filters of the 
DPT. Its synthesis filters are then theoretically derived under the constraint of perfect reconstruction for analysis and 
synthesis filters. In addition, we theoretically derive the interpolation function for steerability, and quantitatively ana-
lyze the relationship between the number of scalable basis filters and the reconstruction performance. Numerical simu-
lations demonstrate that the proposed scalable basis filters satisfy the constraint of perfect reconstruction. Also, it is ob-
served that merely using half of the number of scalable basis filters can approximate the optimum reconstruction per-
formance at a cost of reconstruction error within 1 dB. 
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摘  要：本文设计了一种具有平移不变性、方向和尺度联合可控特性的金字塔变换，称为几何变形可控金字塔

变换(DPT)。此 DPT 从一种数值形式表示的方向可控金字塔变换(SPT)发展而来。我们以 SPT 的每一个方向可控

基滤波器作为核函数，并通过奇异值分解(SVD)设计针对该方向的尺度可控基滤波器和插值函数。我们以此尺度

可控基滤波器作为 DPT 的分析滤波器，进而在理想重构约束下通过理论推导得到 DPT 的综合滤波器。另外，

我们还通过理论推导获得了实现方向可控特性的插值函数，并通过定量表达式分析了采用不同数量的尺度可控

基滤波器时对 DPT 重构性能的影响。数值仿真表明，本文设计的尺度可控基滤波器能满足理想重构约束，且能

在误差不超过 1 dB 的情况下以一半数量的尺度可控基滤波器逼近最优重构性能。 
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1. 引言 

自从上世纪八十年代小波(wavelet)问世以来，由

于其良好的时频局部性，得到了广泛深入的研究[1]。

尽管小波基函数是由核函数的平移和缩放得到的，它

们却对平移非常敏感[2]。 

为解决这个问题，很多研究人员提出了传统小波

的变种。如文献[3]中，Freeman 和 Adelson 首次基于

高斯核函数的 n 阶偏导数构造了方向可控(steerable)

滤波器。利用这些滤波器，通过简单的线性插值便可

得到任意方向的滤波器，使得信号旋转前后生成的滤

波器响应系数间能构成简单的线性关系，从而解决了

传统小波对几何操作敏感的问题。Freeman 和 Adelson

将这种特性称为方向可控特性(steerability)。他们还进

一步研究了方向可控特性的充分必要条件，并展示了

它们的具体应用。方向可控滤波器在文献[4]和[5]进行

了理论分析和证明。 

随后，Perona 构造了尺度可控(scalable)滤波器[6]，

用于生成一定尺度范围内的任意滤波器。类似于方向

可控特性，他将此称为尺度可控特性(scalability)。此

外，Perona 还将方向可控和尺度可控特性结合起来，

提出了几何变形可控(deformable)滤波器，以通过线性

插值生成任意方向和某一给定范围内任意尺度的滤

波器。 

文献[2]中，Simoncelli 等人构造了更为一般化的

几何变形可控滤波器。他们首先展示了传统小波变换

对平移的敏感性，然后提出了位移可控(shiftable)的滤

波器，使得通过线性插值能获得任意平移位置的滤波

器。他们将此特性命名为位移可控特性(shiftability)。

类似地，他们发展了方向可控和尺度可控滤波器，以

解决传统小波对旋转和缩放敏感的问题。对于这些位

移、方向和尺度可控特性，他们统一用“shiftability”

来表征。为便于区别引用，本文称为几何可控特性。

其中，在方向和尺度上的几何可控特性分别等同于文

献[3]和[6]中提出的方向可控特性和尺度可控特性。

Simoncelli 等人进一步指出，除了可以在位移、方向

和尺度方面独立地获得几何可控特性外，还可以在这

三个方面的部分组合(如位移和方向)中同时获得可控

特性，即获得联合可控特性。为对这些概念和理论进

行示例，他们设计了一种具有平移不变性和方向可控

的金字塔变换(steerable pyramid transform, SPT)。 

除了上述介绍的概念和理论外，尚有为数不少的

研究人员致力于几何可控滤波器的具体设计与实现。

文献[7]中，Karasaridis 和 Simoncelli 首先分析了理想

重构和方向可控约束下 SPT 所需满足的条件，然后基

于这些约束用数值优化方法设计了一类具有平移不

变性和方向可控特性的 SPT。此外，文献[8-12]根据

各自的实际应用需求设计了不同的 SPT。文献[13-16]

则对几何可变形滤波器的优化设计与实施展开了大

量的研究。 

由于方向可控、尺度可控、几何可控滤波器的良

好几何特性，使得它们得到了广泛的应用。如根据文

献[3,6,10,12,13]，方向可控滤波器可用于局部方向分

析、角度自适应滤波、轮廓检测、基本视觉结构特征

(如特征点、线、边缘、纹理等)的提取。此外，文献

[2]利用 SPT 进行三维视觉匹配、图像增强等。除此之

外，SPT 还被应用于鲁棒数字水印领域以抵抗旋转攻

击，如文献[17]所示。尽管文献[17]能鲁棒地抵抗几何

攻击，但它采用的 SPT 不具备尺度可控特性，因此无

法抵抗缩放攻击。 

旋转和缩放攻击是鲁棒数字水印的常见攻击，而

且如何鲁棒地抵抗包括旋转、缩放、平移等在内的几

何攻击仍然是鲁棒数字水印领域具有挑战性的问题

之一。而若要同时抵抗旋转和缩放攻击，则所采用的

可控金字塔变换必须同时具备方向和尺度可控特性，

且需同时具备分析和综合滤波器。根据上面的文献简

述可知，方向可控滤波器只具备方向可控性，但不具

备尺度可控性。虽然文献[6,13-16]中设计的几何变形

可控滤波器同时具备方向和尺度可控性，但它们并不

没有综合滤波器，因此不适合用于鲁棒数字水印等需

要综合滤波器的场合。据我们对文献尽可能多的了解

和掌握，在相关文献中并没有同时具备方向和尺度可

控性的金字塔变换。出于抵抗鲁棒数字水印中旋转和

缩放攻击的目的，我们设计同时具备方向和尺度可控

性的金字塔变换，即为几何变形可控金字塔变换

(deformable pyramid transform, DPT)。虽然我们的出发

点是着力于解决鲁棒数字水印中的旋转和缩放攻击，

但所设计的 DPT 将同样适用于图像去噪、图像增强等

领域中。 

如前所述，文献[7]中设计的 SPT 具备平移不变性

和方向可控性。受此启发，我们以该 SPT 作为 DPT
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设计的基础，即我们需要在 SPT 的基础上进一步设计

尺度可控基滤波器。为此，我们借鉴[6]中构建尺度可

控基滤波器的思想，将 SPT 中对应方向 k  0,1,k 

k

 

的方向可控基滤波器 拓展为尺度可控基

滤波器 ，并将它们用作 DPT 的分

析滤波器。这样，我们可以利用 插值出方向

, 1K 

kj

iB


C
 0,1, , 1C j J  

kj  下

某一尺度  0   的滤波器 ,kC  。进一步利用方向可

控特性，我们可以将各不同方向的 ,kC  经由线性插值

得到任一方向 和尺度 的滤波器 ,C  ，从而获得方

向和尺度联合可控特性。其次，根据已设计得到的尺

度可控滤波器 ，我们分析理想重构所需满足的约

束，并经理论推导得到 DPT 的综合滤波器。综上可知，

我们设计的 DPT 继承了 SPT 的非亚抽样结构，即不

对高频子带和尺度子带(即尺度可控基滤波器的响应)

进行亚抽样，因而具有平移不变性。综上可知，我们

设计得到的 DPT 具有平移不变性、方向和尺度联合可

控性。 

kjC

鉴于 的数量不少，有可能需要较多的插值运

算量。为了能在重构性能和运算量之间得到较好的折

衷，我们进一步定量地分析尺度可控基滤波器数量与

重构性能之间的关系，以便能在一定的误差范围内选

择合适的基滤波器数量。 

kjC

为了评估所设计 DPT 的合理性，我们进行了数值

仿真。仿真结果表明，基于 DPT 的重构性能等同于所

采用的 SPT 的重构性能，即尺度可控基滤波器能满足

理想重构约束。此外，仿真结果也表明，在采用一半

数量的尺度可控基滤波器情况下，仍然能以不超过

1dB 的误差而逼近最优重构性能。 

2. SPT 的约束与设计 

本节简要回顾文献[7]中给出的 SPT 所需满足的

约束及其设计实现。文献 [7]中，Karasaridis 和

Simoncelli 考察了图 1 所示的 SPT 结构。其中，  0H 
和  0L  为高通和低通滤波器；  , x y 

1K  1L
代表频域

坐标向量。 和  0, ,kB k    分别代表方

向可控滤波器和窄带低通滤波器。为实现理想重构，

SPT 需满足下列约束[7]： 

       
12 2 2 2

0 0 1
0

1
K

k
k

H L L B




  


     


   (1) 

   
2 12 2

1 1 1
02

K

k
k

L L B L




              
  

H0

L0

H0

L0B0 B0

BK-1 BK-1

L1 L1  2,2   2,2

 

 

Figure 1. Illustration of SPT[7]: Recursively insert the sub-system 
in the dashed box at the location of the filled circle results in a 

multi-layer pyramid transform. 
图 1. SPT 示意图[7]：将虚线框内的子系统反复代入小圆黑点内，

可实现 SPT 的多层金字塔变换 

 

 1

π
0,

2
L                (3) 

为实现方向可控特性，SPT 尚需满足下列条件： 

      1
cos .

K
k kB B j  


           (4) 

其中， 

      21

0
arg , π ,

K
k kkk K B B  


      。 

由图 1 可知，SPT 对高频子带和方向子带都没有

进行亚抽样，保持了相应子带的冗余性，因此具有平

移不变性[2,7]。此外，  kB  满足约束式(4)，因此具有

方向可控性。也就是说，文献[7]中的 SPT 具备平移不

变性和方向可控特性。 

在分析了 SPT 所需满足的约束后，Karasaridis 和

Simoncelli 采用数值优化方法来设计 SPT。为简化设

计，他们进一步设置    2 ，然后采用

BFGS 方法来优化设计数值方式表示的 SPT。他们设

0 1L L 

计了 1, 2K K  4和 K  这三种具有不同方向选择性

的 SPT，它们的滤波器频谱详见文献[7]。 

3. DPT 设计 

本节设计具有平移不变性、方向和尺度联合可控

性的 DPT。如引言所述，我们可以基于数值形式的

SPT[7]来设计 DPT，如图 2 所示。具体设计如下。 

3.1. 分析滤波器的设计 

2

2


   (2) 

如引言所述，DPT 的分析滤波器 实际上是以

SPT 的方向可控基滤波器 为核

函数设计得到的一组尺度可控基滤波器。根据文献[2]

和[6]，不同尺度的滤波器实质上就是核函数的不同缩

放版本。因此，设计尺度可控基滤波器，本质上也就 

kjC
0, ,  1kB k K 

Copyright © 2013 Hanspub 167 
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Figure 2. Illustration of DPT: Recursively insert the sub-system in 
the dashed box at the location of the filled circle results in a 

multi-layer pyramid transform 
图 2. DPT 示意图：将虚线框内的子系统反复代入小圆黑点内，则

可以生成多层的金字塔变换 
 

是设计一组不同尺度的滤波器，以便任意尺度的滤波

器都能通过这组基滤波器的线性插值而得到。因此，

设计的关键在于确定尺度滤波器的个数。虽然文献[2]

的理论中提供了确定基滤波器的个数的方法，但核函

数  kB  是以数值形式而不是封闭表达式表征的，因

此无法直接根据文献[2]的理论来确定基滤波器的个

数。对于以数值形式表示的核，文献[6]提供了一种通

过 SVD 来获得基滤波器的方法。本文借鉴此法来设

计 ，具体如下所述。 kjC
根据 MatlabPyrTools[18]，文献[7]设计的 SPT 滤波

器最终表现形式为空域的数值滤波器，记为  ,kb x y  

 0, , 1k K 

 ,kb x

 ,kjc x y




。相应地，我们基于空域的方向可控

基滤波器 设计空域的尺度可控基滤波器

，方法如下： 

y

1) 假定实际应用中所需的尺度范围为  1 2,   

 1 20    。为使得尺度可控滤波器具有相同的倍

频程关系，对  1 2,  先求对数得到  1 2loglog ,  ，

再将其进行 等分并进行还原，得到对数步长为1n     

   2 1log log  1n  的尺度集  1log2 ,i       

。考虑到集合0, , 1i n   中并不必然包含 1  ，

为避免进行 1  的插值(如插值方向可控基滤波器

的情形)时引起不必要的误差，我们在集合 ,kb x y 

中强制加入 1  ，即 

   1log2 , 0, , 1i i n         1 ； 

2) 对  ，将  ,kb x y 进行如下的缩放： 

  ,k kb x y b x y ,           (5) 

3) 设  ,kb x y
L

的大小为 ，则 的大小

也为

L L  ,kb x y 
L 。将  , yk

b x 处理成 的向量，记为 2 1L

       
T

1,1 , , 1, , , ,1 , , ,k k k k kb b L b L b L L       b    。 

其中，“ ”代表矩阵的转置操作； T

4) 将 k
b 放入矩阵 的第 列，其中

为

kZ  0, ,i i n  
kZ  2 1L n  的矩阵。重复步骤 2 和 3，直至所有

的 都处理完毕； 

5) 对矩阵 进行 SVD 分解，得到： kZ
T T

k k k k k k k k k  Z U V W V W U       (6) 

其中， k 是  2 1L n  的对角阵， 和 分别是kU kV
2L L2 和    1n n 1   的矩阵， ； k W Uk k

6) 假定 k 中有   0 min , 1J J L n  2 个非零

的奇异值，则尺度可控基滤波器可如下构建。首先 

获得这 J 个非零奇异值的行列下标，记为 IND  

 , cind ir nd ，然后次第取 矩阵中对应 的那一

列，接着将该列变成

kW
L

cind
L 的矩阵，最后将此矩阵作为

尺度可控基滤波器  y j , 1, 0, J kjc x 。与此同

时， 中对应 的那一行，就成为长度为kV rind  1 1n 

的插值函数   1J0,j ,kj    。 

对每个  ,kb x y 都执行上述的步骤，得到它们对

应的尺度可控基滤波器 和插值函数 ,kjc x y  kj  。 

3.2. 方向插值函数及尺度/方向可控特性推导 

我们首先根据几何变形可控特性的理论框架[2]推

导针对方向可控特性的插值函数    0, ,kh k    

1K  。根据该理论框架，插值函数只取决于核函数

的非零幅度的傅立叶频率分量，与其幅度大小无关。

由(4)式可知，   , 1, ,kb x y k K 1  均可由  0 ,b x y    

   cosB j 
1K 

   旋转一定角度得到，因此  0 ,b x y  

可以作为方向可控基滤波器的核函数。此核函数的指

数傅立叶形式为： 

   

   

   

1π

2
0

π
112

1 2 1
1

e e
, e

2

e 2 e

e e e

Kj jj

j j KK

j K m j Km jm
K

b x y B

B

C

 



 




 

   


 
  

 

 
   







  

(7) 
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其中， 为组合函数。因此，此核函数具有非零幅

度的傅立叶频率分量为

1
m
KC 

1, 2, ,K K v   。当 为奇数

时，v为 0；否则，v为 1。根据文献[2]，插值函数

K

 kh 
满足下列的方程： 

 

 

 

 

    

    

    

 
 

 
 

1 ππ

0
2 2 π 2 1 π

1

3 3 π 3 1 π
2

1 1 π 1 1 π 1

e 1 e e

e 1 e e

e 1 e e

e 1 e e

jv K Kjv jv K

j v j v K j v K K

j K j K K j K K K
K

j K j K K j K K K K

h
h

h
h

















   

   


    

                               




    





 

 

(8) 

令(8)式左右两端的实部和虚部相等，解(8)式即可

获得方向插值函数  kh  。例如，当 2K  时，可解得

   0 cosh   和    sin1h   。 

利用尺度和方向插值函数，我们可以用公式表达

尺度和方向可控特性。首先考虑尺度可控特性。它表

现为利用 和 ,kjc x y  kj  进行线性插值得到任一尺

度  1 2,   的方向滤波器 ，即有：  ,kb x y 
     , ,k kj kj

j
b x y c x y             (9) 

相似地，对应方向可控特性的插值公式为： 

     

     

, , ,

,

k k
k

k kj kj
k j

b x y h b x y

h c

  

  







  x y

,

      (10) 

公式(10)第一个等式体现了方向可控特性，第二

个等式则体现了方向和尺度联合可控特性。 

若 设  

为 DPT 第 层的尺度基子带，则任一尺度

 , 1, 2, ; 0, , 1; 0,l
kjq x y l k K j    

l1J 

 1, 2   和方向 的子带 可经

由方向和尺度联合可控特性得到，即 

 0,2π   , , ,lq x y 

      , , , ,l
k kj kj

k j
b x y h q x y       l .    (11) 

3.3. 综合滤波器的设计 

对比图 1 和 2 可知，DPT 实现理想重构所需满足

的约束如下： 

     
1 2

0

J

kj kj k
j

C D B




    .        (12) 

考虑到 3.1 节中  kjC  及  kB  实际上都采用了

空域的表现形式，即 和 ，因此综合滤

波器

 ,kjc x y  ,kb x y

 kjD  也采用空域的表现形式 。为此，

对(12)进行逆傅立叶变换得到： 

 ,kjd x y

 



   
1

0

, ,kj kj kc x y d x y b x y
2

,
J

j






1

.      (13) 

令  ，则根据式(9)有 

       
1

, , 1 ,k kj kj
j

y b x y c x y





  

.



kb x

1

0

J

kj
j









kjd x

  (14) 

将(14)代入(13)，即得 

   

       
1 1

0 0

, ,

1 , 1 ,

kj

J J

kj kj km km
j m

c x y d x y

c x y c x y 
 

 

 
 
 

 
  (15) 

因此，DPT 的综合滤波器 可以设计如下：  ,kjd x y

      
1

0

, 1 1 ,
J

kj km km
m

y c x y 




   
 
 .     (16) 

4. 尺度可控基滤波器的数量与重构性能 

如 3.1 节所述，我们假定 SVD 分解后得到 J 个非

零的奇异值，并全取这 J 个奇异值及其对应的 子

矩阵设计尺度可控基滤波器。利用这

kU
J 个尺度可控基

滤波器，可以无误地恢复矩阵 。虽然这时的恢复性

能很好，但当

kZ
J 比较大时，无论是 DPT 的分解和重构

还是线性插值，运算量都将会比较大。为了降低运算

量，可以在适当牺牲恢复性能的基础上，减少尺度可

控基滤波器的数量[6]。为此，我们分析尺度可控基滤

波器的数量与 恢复性能的关系。 kZ
设将 SVD 分解后的 J 个非零奇异值 jg 按降序排

列，即 0 1 1Jg g g    ，则排序后的对角阵为

  0 1, , ,0,g g 

kU kV
diagk  ,0J 。依据 的排序下标，

相应地调整 和 的行列顺序，以便和

k

jg 一一对

应。现假定取其中  J0P P  个最大的奇异值及其

对 应 的 子 矩 阵 来 设 计 尺 度 可 控 基 滤 波 器kU
 ,c x ykj (参考 3.1 节)。由于 SVD 分解后的 和 为

单位阵，因此利用

kU kV

 y j , 0

, ,

, , P 1kjc x  

1

恢复 时

的误差 ，实质源自于

kZ
err P Jg g  的误差，即 

1
2err

J

j
j P

g




                  (17) 

所以采用 个尺度可控基滤波器时， 的恢复误差

与其总能量的比值为[6]： 

P kZ
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2

err
ratiok

k


Z

               (18) 在采用 3.1 节的方法设计 DPT 时，我们设置

1 20.1, 4.0, 1000n   

16J
。经 SVD 分解后，每一个

均有

kZ
 个非零的奇异值。为获得良好的插值性能，

我们全取这 16 个奇异值，因此针对每一个  y,kb x 得

到尺度可控基滤波器   , 0, ,y j   15kjc x 。为评估所

设计的 DPT 的重构性能，我们以前述的 Lena 作为测

试图像。在数值仿真中，我们对 Lena 进行了 3 层的

DPT 变换，然后再进行 3 层的逆变换。我们在图 4(a)

和(b)中给出了 Lena 的原图像及其重构图像，在图 4(c) 

和(d)中分别给出了高通和低通子带，并在图 4(e)-(l)、

(m)-(t)和(u)-(II)中分别画出了 3 层 DPT 分解后第 1、2 

因此，我们可以利用(18)式得到不同 对应的

。基于此曲线图，我们就能在可接受的误差范

围内选取合适的 ，从而在恢复误差性能和计算复杂

度间取得良好的折衷。 

P
ratiok

P

5. 数值仿真结果与分析 

为评估本文所设计的 DPT 的合理性，我们进行数

值仿真。在数值仿真时，我们以 MatlabPyrTools[18]中

提供的 个方向的空域 SPT 作为 DPT 设计的基

础。此 SPT 是用数值优化方式实现的，不能达到理想

重构[7]。为此，在评估 DPT 重构性能之前，我们首先

评估 SPT 的重构性能。我们以 的灰度图像

Lena 为例，利用文献[18]提供的 SPT 工具箱将其分解

为 3 层，然后再进行重构。Lena 原图像和恢复图像分

别如图 3(a)和(b)所示。由图可知，原始图像和恢复图

像肉眼难于分出差别，但重构图像的信噪比(SNR)为

38.99 dB，峰值信噪比(PSNR)为 44.64 dB。 

2K 

512 512

 

  
(a)                   (b) 

Figure 3. Illustration of reconstruction of the SPT[7]: (a) Original 
image; (b) SPT reconstructed image 

图 3. SPT[7]重构示意图：(a) 原始图像；(b) SPT 重构图像 

 

(a) (b) (c) (d)

(e) (f) (g) (h)

(i) (j) (k) (l)

(m) (n) (o) (p)

(q) (r) (s) (t)

(u) (v) (w) (x)

(y) (z) (I) (II)

 

Figure 4. DPT decomposition and reconstruction 
图 4. DPT 分解及重构示意图 
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和 3 层的部分子带  , 1, 2,3; 0,1; 0,5,l

jkq x y l k j    

。由图 4(a)和(b)可知，虽然原始图像和重构图

像肉眼难分差别，但重构图像的 SNR 为 38.99 dB，

PSNR 为 44.64 dB。对比 SPT 的重构性能可知，DPT

和 SPT 的重构性能相同。也就是说，采用 16 个尺度

可控基滤波器，可以满足理想重构约束，可以无误地

恢复方向可控基滤波器

10,15

 ,kb x y 或者对应的方向子

带。但是 DPT 的重构并不理想(即 SNR/PSNR 并非无

穷大)，主要原因在于设计 DPT 时所采用的 SPT 是非

理想重构的。 

在前述的 DPT 设计中，我们取全部 16 个非零奇

异值，得到了 个尺度可控基滤波器。相对于给

定范围 
16J 

0.1,4.0 内的所有尺度总数 来说，16

是一个相当小的数。然而，若每个方向可控基滤波器

都对应设计 16 个尺度可控基滤波器，则 DPT 分解和

重构以及线性插值时所需的运算量仍然不小。为了能

在 DPT 重构性能与插值运算量之间获得较好的折衷，

下面我们评估不同尺度可控基滤波器数量 (参见第

4 节)与 DPT 重构性能之间的关系。我们首先根据公

式(18)，计算

1001n 

P

 0P P J  取不同值时  0,1k kZ

P

 的

恢复误差与其总能量的比值 曲线图。图 5 给出

了不同 值时对应的 。由图可知随着 的增加，

呈指数下降。 也有相同的结果，不再赘述。 

ratiok

P 0ratio

1tio0ratio ra

进一步，我们将尺度可控基滤波器的数量 设置

为 1 至 16 间的数(虽然 的取值是 1-15 间，但为方便

比较，增加了值 16)，然后考察重构图像的 PSNR。图 

P
P
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Figure 5. The performance of ratio0 between Z0’s reconstruction 
error and its total energy 

6 给出了不同 值时对应的 SNR 和 PSNR。 P
由图可知，当 等于 10 时，重构图像的 SNR 和

PSNR 最大，分别为 39.11 dB 和 44.76 dB。当 从 1

逐渐增到 10 时，SNR/PSNR 逐渐增大，这表明增加

是有利于提高重构性能的。但当 大于 10 时，

SNR/PSNR值反而不如

P
P

P
P

10P  时的(约0.3 dB的差距)。

这主要是因为当 时，对应的非零奇异值幅度相

对较小，其中隐含的、由核函数插值及 SVD 分解引

入的误差不可忽略，因此继续增大 反而会降低重构

性能。此外，从图 6 中也可以看到，当

10P

P
4P  时，重

构图像的 SNR 和 PSNR 值分别为 37.62 dB 和 42.94 

dB，与最优的 SNR/PSNR 值相差不超过 2dB；当

8P  (即一半数量)时，重构图像的 SNR 和 PSNR 值

分别为 38.45 dB 和 44.09 dB，与最大 SNR/PSNR 值相

差不超过 1 dB。这表明，我们若采用 2P J 的尺度

可控基滤波器，即在较大幅度降低运算量的同时，能

获得与最佳重构性能相当接近的性能。 

6. 总结 

本文中，我们设计了一种具有平移不变性、方向

和尺度联合可控的 DPT。此 DPT 由一种数值形式的

空域 SPT 发展而来。其中，平移不变特性通过保持

DPT 的高通子带和尺度子带的非亚抽样结构而得到，

方向和尺度联合可控特性则通过 SVD 方法将 SPT 的

每一个方向可控基滤波器作为核函数来设计一组尺

度可控基滤波器而得到。我们将此尺度可控基滤波器 
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Figure 6. Relationship between the number of scalable basis filters 
and the DPT’s reconstruction performance 

图 5. 矩阵 Z0的恢复误差与其总能量比值 ratio0的曲线图 图 6. 尺度可控基滤波器个数与 DPT 重构性能关系曲线 
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作为 DPT 的分析滤波器；对于综合滤波器，我们则在

构建理想重构约束的基础上通过理论推导而得到。此

外，我们推导了方向插值函数，并结合尺度插值函数

推导出了表征方向和尺度联合可控性的插值公式。我

们也定量分析了不同尺度可控基滤波器数量与重构

性能之间的关系，以便在 DPT 重构性能和 DPT 分解、

重构、插值所需运算量之间获得良好的折衷。数值仿

真表明，本文所设计的 DPT 能满足理想重构约束。不

同尺度可控基滤波器数量与重构性能关系仿真结果

也表明，SVD 分解后只需要取一半数量的尺度可控基

滤波器，即能以不超过 1dB 的误差而逼近最优的重构

性能。 
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