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Abstract: An algorithm for computing the approximate Hausdorff distance as well as its error value between two alge- 
braic surfaces is proposed based on dividing and conquering subdivision technique and interval arithmetic. Theoreti- 
cally, as long as the size of the voxels is small enough, the computed approximate Hausdorff distance can reach any 
precision, however, the CPU time used may be overwhelming. 
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摘  要：基于细分算法和区间算术，本文提出一种计算代数曲面间的 Hausdorff 距离的新算法。该算法在计算出

Hausdorff 距离近似值的同时能给出误差值。在理论上讲，只要设置的体素大小足够小，就可以使得计算出的

Hausdorff 距离近似值与精确值之间的误差达到任意小。但具体计算的时候,如果精度要求较高则时间成本会变

得很高。 

 

关键词：Hausdorff 距离；代数曲面；区间算术；细分算法 

1. 引言 

Hausdorff 距离是两组点集之间相似程度的一种

度量，它度量了两个点集间的最大不匹配程度。

Hausdorff 距离在计算机图形学、计算辅助几何设计、

计算机视觉、图像处理等领域有十分重要的应用[1]。 

已有的有关 Hausdorff 距离的工作一般都是针对

点集(图像)、多边形网格、或者参数曲线曲面提出来

的。早期 Rucklidge[2]针对 2 维图像提出了一种高效的

Hausdorff 距离计算方法，但该方法很难推广到 3 维。

Atallah[3]针对非相交平面凸多边形提出了一种计算时

间为线性函数的 Hausdorff 距离计算方法。Barton 等[4]
*项目基金：国家自然科学基金(No. 61272309, 61070135)。 
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针对多边形网格提出了一种计算精确 Hausdorff 距离

的方法，但是速度很慢，达不到实时计算的目的。Tang

等[5]借助于 BVH 技术提出了一种多边形网格之间

Hausdorff 距离近似计算的方法，速度很快，可以达到

实时计算的要求。Kim 等[6]借助于双圆弧和深度缓存

技术提出了一种计算参数曲线之间 Hausdorff 距离的

方法。Bai 等[7]用折线逼近的办法提出了一种计算参数

曲线之间 Hausdorff 距离的方法。Chen 等[8]提出了一

种计算 B 样条曲线之间 Hausdorff 距离的方法。近期，

Hanniel 等 [9]使用 GPU 加速技术提出了一种针对

NURBS 曲面的 Hausdorff 距离计算方法。以上这些算

法都没有涉及到代数曲面之间的 Hausdorff 距离计算

问题。Jüttler[10]对隐式曲线之间或者参数曲线之间的

Hausdorff 距离的上界进行了理论上的估计，但是关于

隐式曲线之间 Hausdorff 距离没有给出具体的计算算

法。 

近年来随着计算机计算能力的大幅提升，代数曲

线曲面在计算机图形学和几何造型中的运用越来越

多[11]，从而代数曲线曲面间的 Hausdorff 距离的计算

也就显得十分重要。然而由于代数曲面的难操作性，

一般情况下很难进行参数化，所以到目前为止代数曲

面之间的 Hausdorff 距离计算还没有任何算法问世。

本文在区间分析和细分算法的基础上针对代数曲面

之间的 Hausdorff 距离计算问题首次提出了一种计算

方法。该算法的基本思想是用修正仿射算术[12]先对代

数曲面进行离散化，然后通过计算离散化后的一个个

小立方体(体素)间的 Hausdorff 距离来近似代替代数

曲面间的 Hausdorff 距离，在求解过程中借助了八叉

树和区间算术进行加速。数值试验表明本文给出的算

法能有效且稳定地计算出两张代数曲面之间的

Hausdorff 距离的近似值，并且能在计算出近似值的同

时给出误差范围。但是当精度要求较高的时候，时间

开销会变得很大。 

2. 算法 

两张代数曲面 和 间的 Hausdorff 距离定义为 1S 2S

     1 2 1 2 2 1, max , , , H S S h S S h S S ， 

其中  
21

1 2, max min
q Sp S

h S S p q




从 到 的单向 Hausdorff 距离，2S 1S p q 是某种距离

范式(通常取 Euclidean 距离)，取到 Hausdorff 距离的

点对称为 Hausdorff 点对。 

假设  1 , , 0f x y z  ， 是给定的两张

空间代数曲面，其中

 2 , , 0f x y z 

 , ,1f x y z 2， , ,f x y z 是三元多

项式，所考虑的计算区域是    , , ,x x y y z z    ，终

止条件给定为 。算法的第一个关键步骤是代数曲面

离散化，也就是利用八叉树和区间算术分别找出包含

这两条代数曲面的像素点的两个集合 

    
1

1
1

, , ,
n

i i i i i i
i

A a a b b c c


      

和 

 2

2
1

, , ,
n

j j j j j j
j

A d d e e f f


           。 

具体过程是：先通过修正仿射算术计算  1 , , 0f x y z   

在计算区域   , , ,x x y y z z    上的取值范围
1 1,f f  ，

然后判断 1 1,f f  是否包含 0，如果 1 1,f f 不包含 0， 

说 明    , , ,x x y y z z    内 不 包 含 代 数 曲 面

 1 , , 0f x y z  ，则抛弃该区域，否则如果 1 1,f f 包含

0，说明    , , ,x x y y z z    有可能包含代数曲面

 1 , , 0f x y z  ，则将该空间区域在中点处一分为八，

通过八叉树算法的递归过程使得细分后的区域逐渐

减小，一直细分到区域的大小即区域的长、宽和高都

小于等于给定的终止条件 为止，如果还是排除不掉，

则将该区域存入 1A ，同理可得 2A 。这里特别值得一

提的是：如果不用八叉树数据结构，那么需要对每个

小长方体进行判断，比较费时间。而使用八叉树数据

结构，那么当 1 1,f f   不包含 0 时，整个区域

   x, , ,x y y    z z 可以抛掉，不需要对这个区域内

的小的长方体作进一步的判断，而能不能把一个不包

含代数曲面的区域成功的抛掉又取决于所使用的区

间算术的精确度，这也是为什么我们选用相对精确的

修正仿射算术的原因。总之八叉树数据结构和相对比

较精确的区间算术可以起到计算加速的作用。 

算法的第二个关键步骤就是通过计算两个小立

方体列表集合 1A 和 2A 的距离来近似两张代数曲面间

的 Hausdorff 距离。即将计算点与点之间的距离替换

为计算两个立方体之间的区间距离。即单向 Hausdorff  称为是从 到 的单

向 Hausdorff 距离，

1S 2S

  区间距离  
2 21 1

1 2 1 2, max min
R AR A

A A R


 h R 。其中 1A 和 2A  
12

2 1, max m
q Sp S

h S S q

in p  称为是 
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分别表示两张代数曲面离散化后的立方体列表， 和

分别表示

1R

2R 1A 和 2A 中的立方体， 1 2R R 表示两个

立方体之间的区间距离。假设空间立方体区域 

   1 1 1 1 1 1 1, , ,R x x y y z z     和 

   2 2 2 2 22 , , ,R x x y y z z     2 那么根据区间算术它们 

之间的区间距离定义为 

      
       

2

1 2 1 1 22

1 22 2

1 1 2 2 1 1 2 2

, , ,

, , , ,

R R g g x x x x

y y y y z z z z

     

 

  

       

。 

当给定某一立方体 ，i 在 1 与 之间，因为1iR A 1n 2A

中有 个立方体，那么遍历2n 2A 中所有 个立方体后

将得到 个区间距离记为

2n

2n ,ij ijg g 
  ， 。 21, 2, ,j n

令    2 2n n

1 1
, min , mini i ij ij

j j
g g g g

 
      

 
 1，因为 A 中有 个立 1n

方体，若遍历 1A 中所有的立方体将得到 个1n ,i ig g  ，

再对这 个区间分别取左端点的最大值和右端点的

最大值即可得到单向 Hausdorff 区间距离

1n

 1 2,A Ah ，

即 

     
1 1

2 21 1
1 2 1 2

1
, max min max ,max

n n

i i
R AR A i x

A A R R g
 

    


h g 

， 

同理可求出  2 1,A Ah 。 

若  1 2,A Ah 和  2 1, A Ah 二者没有交集，那么

 1, 2A A

 1 2,

H 就取端点值较大的区间；若二者有交集，那

么 A AH 就取  1 2,A Ah 和  2 1, A Ah 二者中左端点

的较大值以及  1 2,A Ah 和  2 1,A Ah 二者中右端点的

较大值所组成的区间。具体算法如下： 

1) 输入两张代数曲面的多项式函数表达式

 1 , ,f x y z ， 2 , , f x y z ，以及所要计算的区域范围

   , , ,x x y   y z z 和终止条件  。 

2) 利用修正仿射算术计算 1 , , f x y z 在区域

   , , ,x x y y z z    上的取值范围 1 1,f f  ，如果

1 1,f f 不包含 0，则将该区域剔除，否则将该区域在

其中点处一分为八个小区域，对每个小区域重复步骤

(2)，一直细分到区域的大小为小于等于给定的终止条

件  为止，如果还是排除不掉，则将其存入 1A ，最后

得 

    
1

1
1

, , ,
n

i i i i i i
i

A a a b b c c


     。 

3) 同理可得 

 2

2
1

, , ,
n

j j j j j j
j

A d d e e f f


           。 

4) 计算两个立方体之间的区间距离这里有两种

方法可供选择，其中一种方法是直接采用区间运算

即： 

   
 

2 2

1 22

, , , , ,

, ,

ij ij i i j j i i j j

i i j j

g g a a d d b b e e

c c f f

              


    

        


， 

11, 2, ,i n  ， 21,2, ,j n  ；另一种方法是通过分别

计算出立方体间的八个顶点间的距离，在计算出的 64 

个距离值中以其中的最小值作为区间距离 ,ij ijg g 
 的

左端点，以其中的最大值作为区间距离 ,ij ijg g 
 的右

端点。令    2 2

1
1 1

, min , min , 1,2, ,
n n

i i ij ij
j j

g g g g i
 

        
 n ，

则      
1 1

1 2
1 1

, max ,max
n n

i
i i

iA A g
 

g
 

  
 

h 。 同 理 可 得

 2 1,A Ah 。 

5) 如果  1 2,A Ah 和  2 1, A Ah 不相交，取端点值

较大的作为  21,A AH ；如果二者有交集，那么

 1 2,A AH 就取  1, 2A Ah 和  2 , 1A Ah 二者中左端点的

较大值以及  1 2,A Ah 和  2 1, A Ah 二者中右端点的较

大值所组成的区间，算法结束。 

由于区间运算的保守性，两张代数曲面之间的精

确Hausdorff距离  1 2,H A A 一定落在已经通过区间算

术和细分算法计算得到的 Hausdorff 区间距离

 1 2,A AH 之中。所以我们可以取  1 2, A AH 的中点作

为  21,H A A 的近似值，而且误差一定不会超过区间

 1 2,A AH 长度的一半。也就是说我们在计算出

Hausdorff 距离的近似值的同时给出了误差值，这是很

多其它有关 Hausdorff 距离计算的算法所不具备的优

点。此外，从理论上讲只要 足够地小，可以使得计

算出的 Hausdorff 距离的误差达到任意小， 但具体计

算的时候如果要求误差很小那么计算时间的开销会

变得非常大。 

3. 实例 

我们用 Mathematica 8.0 编程实现上面的算法，并
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且在配置为 Intel Core Duo CPU E7500 @2.93 GHz 处

理器内存为 2 GB 的计算机里运行该程序进行了相应

的实例计算。 

例：计算以下代数曲面在      2,2 2, 2 2, 2    

区域范围内的 Hausdorff 距离： 

 

 

2 2
1

2 2
2

1 1 1
, , ,

4 4 9
1 1 1

, ,
16 4 9

2

2

f x y z x y z

f x y z x y z

  

  
 

在计算过程中我们取
1

0.015625
64

   ，计算的

结果得到 Hausdorff 区间距离为 


17 103

2 2, 0.7288689868,0.8970437559
4 8

 
 
  
 
  

， 

我们取该区间的中点值 0.81295637135 作为这两个代

数曲面间 Hausdorff 距离的近似值，那么误差不超过

该区间长度的一半即 0.08408738455。计算花费总的

CPU 时间为 789694 秒。如果需要进一步提高精度，

那么  应该取更小的数值，但计算时间会变得无法忍

受。如何对算法进行优化，或者利用计算机硬件设备

比如 GPU 等进行加速是我们下一步需要做的工作。 

4. 结论 

从以上算法描述和实例可以看出，本文提出的算

法可以有效地计算出两张代数曲面之间 Hausdorff 距

离的近似值，并且在计算出 Hausdorff 距离近似值的

同时给出了误差范围。本文的意义在于首次针对代数

曲面之间的 Hausdorff 距离给出了一种计算方法，由

于到目前为止还没有其它针对代数曲面之间的

Hausdorff 距离的算法出现，我们无法进行比较研究。

本文算法的缺点是当精度要求较高的时候耗时过多，

这个问题有待将来通过算法优化或者利用 GPU 加速

进行改进。 
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