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Abstract 
In this paper, the reconstruction of discrete signals in sampling theorem is introduced, and a li-
near and logistic regression model based on Sinc function is proposed. In order to minimize the 
mean square error of the regression function, Sinc function is designed in the independent varia-
ble domain of data, and then the regression curve is reconstructed directly. On the basis of the li-
near and logistic regression model based on Sinc function and the algorithm analysis, a sufficient 
simulation experiment is carried out. And compared with the traditional linear regression, re-
gression algorithm based on Sinc function has obvious advantages when the regression function is 
not obvious. Finally, the linear regression algorithm based on Sinc function is succeeding to pre-
dict the monthly minimum temperature. 
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摘  要 

本文引入采样定理中离散信号的重构思想，提出基于Sinc函数的线性与逻辑回归模型及其算法。为使回

归函数的均方误差最小化，在数据的自变量域中设计出Sinc函数，然后直接重构出回归曲线。在基于Sinc
函数的线性与逻辑回归模型推导与算法分析基础上，进行了充分的仿真实验验证。与传统线性回归相比，
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基于Sinc的回归算法在回归函数关系不明显时具有明显优势。最后，将基于Sinc的线性回归算法成功用

于月最低气温预测。 
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1. 引言 

回归分析(regression analysis)是一种确定两种或两种以上变量间相互依赖关系的统计分析方法。回归

分析按照涉及变量的多少，分为一元回归和多元回归分析；按照自变量和因变量之间的关系类型，可分

为线性回归分析和非线性回归分析。如果回归模型的因变量和自变量是非线性函数形式，回归规律在图

形上表现为形态各异的各种曲线，称为非线性回归[1]。回归分析已广泛应用于社会，经济，工程，医学，

卫生，农业，气象和水文[2]。 
非线性函数的求解一般有两种情况：非线性可变换成线性和不可变换成线性。处理可线性化的非线

性回归的基本方法是，通过变量变换，将非线性回归化为线性回归，然后用线性回归方法处理。这种处

理方式需要根据理论或经验、已获得输出变量与输入变量之间的非线性表达式、输入输出的 n 次观察结

果来确定系数的值[3]。 
本文针对一元非线性可变换成线性的回归问题中存在的需要根据经验进行变量带换、求表达式系数

需要训练、较复杂回归方程中因变量和自变量函数关系不易得出的问题，通过引入采样定理中离散信号

的重构思想，提出基于 Sinc 函数的回归算法。在信号处理领域，Sinc 滤波器是一种理想的电子滤波器，

可消除给定带宽的信号分量，仅保留低频信号[4]。由于具有无限延迟的理想 Sinc 滤波器(称为矩形滤波

器)，现实世界中的滤波器只是其近似值之一。但它在概念验证和论证验证中仍然被广泛应用，如采样定

理和 Whittaker-Shannon 插值公式[5]。该算法引入数字信号处理中时域重构原理，首先根据数据集找到自

变量间的最小间隔，使得数据集对应所要拟合的函数呈现过采样，再基于局部线性回归模型的思想(详细

介绍见[6])，通过在每个数据点求解一个单独的最小二乘问题来逼近目标函数[7]。最后根据数据的最小间

隔对应的 Sinc 函数进行时域重构，得出使代价函数最小的回归曲线。基于相同思想，本文进一步提出该

算法在逻辑回归算法中的应用。最后，考虑到算法只能在数据范围内预测的局限性，本文将基于 Sinc 的

线性回归算法应用于月最低温度预测。 

2. 回归模型 

我们做出如下假设： 
假设 I：所要求得的回归曲线可以通过低通滤波获得其频域的主频范围。由数字信号处理的相关知识

可知，时限信号的频域不可能为带限信号，即由目标函数采样而来的数据集在频域无绝对带宽。又考虑

到一般要求得到的回归函数的泛化能力，回归函数应为较简单曲线，所以目标函数频域的主频范围可通

过低通滤波获得。 
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假设 II：数据集足够大。这里数据集足够大是指对于自变量的最小值 0x ，每个间隔点上 0x nT+  (其
中 T 为自变量最小间隔， 1,2,3,n =  )都存在数据点。 

2.1. 基于 Sinc 的线性回归 

2.1.1. 代价函数最小化 
定义 ( ) ( )0,1 ,kx k m=  为第 k 个自变量的值，且满足 ( ) ( ) ( )1 1kx x k T= + − 。假定 ( )kx 上有 p 个数据点

( ) ( )1,2,3, , .i
ky i p=   

则 ( )kx 上的代价函数为： 

( ) ( )( ) ( )( )2

1

1 1
2

p
k k i

k
i

J h x y
p θθ

=

= −∑                                  (1) 

1) 中 ( )( )kh xθ 表示最终的回归函数在 ( )kx 上对应因变量的值。 
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θ
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=

=

= − = − =

= =

∑
∑

∑
                       (2) 

由(2)可知，当回归函数经过每一个自变量 ( )kx 上数据的平均值点时，该点处代价函数将最小。又因

为总的代价函数为每个自变量点上代价函数的加和，所以当回归函数经过每个自变量上因变量的均值点

时，总的代价函数达到最小。 
这里，我们称使代价函数最小的每个自变量上的点成为最优点，用 [ ]x n 表示： 

[ ] ( )1,2,3,kx n y n k= = =                                     (3) 

我们称经过最优点的回归曲线(函数)为最优曲线(最优函数)，用 ( )f x 表示。 

2.1.2. 基于低通滤波的时域重构 
为了方便用数字信号处理知识进行相关推导，我们在此用 t代替自变量 x，用Ω表示其对应频域变量。 
F 的傅里叶变换为： 

( ) ( ) ( )2πe dj xF f f x x− Ω= ∫                                     (4) 

令 sT 表示数据集中自变量 t 间的最小间隔， ( )ax t 为最优曲线 ( )f x 的原函数。 
为了方便表述，以下用带限信号举例(非带限信号整个过程不变)。 
下图为最优曲线采样时，时域与频域的变换情况，其中 A、B、C 表示时域，a、b、c 表示频域，且

C 中采样后的时域数据即为由数据集得来的最优点。 
图 1 中 B 到 C 的采样过程： 

( ) ( )T
n

t t nTδ δ
∞

=−∞

= −∑                                      (5) 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )d a T a
n

x t x t t x nT t nTδ δ
∞

=−∞

= = −∑                             (6) 

由于时域离散化，对应频域周期化，所以频域对应 b 到 c 变化： 
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Figure 1. Sampling process 
图 1. 最优曲线的采样过程中时域、频域变化情况 
 

( ) ( )( )0
1

d a
ks

X j X j k
T

∞

=−∞

Ω = Ω − Ω∑                              (7) 

在 c 的基础上，经过低通滤波，可以得到最优函数频域的主频频范围。在假设 I 和假设 II 的前提下， 

2
sΩ
可以包含最优函数频域的主频范围。低通滤波器的频域表达式如下： 

( ) 2

2

,

0,
s

r
s

T
H j

 Ω ≤ ΩΩ = 
Ω > Ω

 

2

π
s

sT
Ω =  

上述低通滤波的过程，在频域表现为： ( ) ( ).d rX j H jΩ × Ω 对应如图 2。
。

 
则对应时域为： 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )

[ ] ( )

a d r a s r s
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其中： 

( ) ( ) ( )2

2

sin 21 e d e d ,
2π 2π 2

s

s

sj t j t
r r

s

tTh t H j t
t

∞ ΩΩ Ω

−∞ −Ω

Ω
= Ω Ω = Ω = −∞ ≤ ≤ ∞

Ω∫ ∫             (9) 

由图 1 流程，在我们假定 A 中最优曲线存在的前提下，可以由数据集与公式(2)得到 C 中各个最优点。

此时要求得时域原函数只需根据数据自变量间最小间隔 sT 对应的 Sinc 函数(Sinc 函数图形如图 4)进行时域

重构。重构后的时域图像如图 3。 
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Figure 2. Obtain the frequency domain function by the 
low pass filter 
图 2. 由低通滤波获得主频范围 

 

 
Figure 3. Time domain reconstruction  
图 3. 时域重构 

 

 
Figure 4. Sinc 
图 4. Sinc 
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2.1.3. 基于 DTFT 基本公式的时域重构 
更纯粹的公式推导如下： 

( )ax t 的正反傅里叶变换： 

( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( ) ( )
0

0

e d

1 1e d e d
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j t
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Ω Ω
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= Ω Ω = Ω Ω

∫

∫ ∫
                   (10) 

x[n]的正反 DTFT 变换： 
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其中 sTω = Ω 。 
假定 ( ) ( ).aX j X ωΩ =  
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可以看出由 DTFT 推导的时域重构结果与低通滤波原理的时域重构结果相同，且在由数据集经量化

等处理过程后，在仅知道最小数据间隔 sT 的情况下，就可以求出使代价函数最小的回归函数。 

2.1.4. 基于 Sinc 函数的线性回归算法步骤 
基于Sinc函数的线性回归算法沿用传统的代价函数公式(1)，但不再进行自变量与因变量形式的代换，

也不再训练自变量前的系数。其算法的具体步骤如下： 
输入：数据矩阵 1 ax × ，其中 a 代表 a 个数据； 1 ay × 。 
输出：因变量预测值 .y  
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算法步骤： 
对 x 操作，适当量化，求出尽可能小的自变量间隔，放入 T，同时将不同自变量按间隔以从小到大

顺序放入 1 Nx × ，这里假定在间隔 T 时，有 N 个不同自变量。 
根据 1 Nx × ，将 y 变为 m Ny × ，其中 m 代表每个不同自变量上 m 个因变量的值。 
1) 求出每个自变量上的最优点，对 y 做如下操作： 
for i = 1:N 
对 m Ny × 第 i 列加和除以 m，放入 x[i]中 
end for。 
2) 将 T 带入公式(9)求出相应 Sinc 函数。 
3) 最优点分别与 4)中所得 Sinc 函数相乘并累加，得 y。 
4) 算法结束。 
时间复杂度： 

( ) ( )T n O a N= +                                      (14) 

2.2. 基于 Sinc 的逻辑回归 

2.2.1. 旋转 
为了方便陈述基于 Sinc 函数的逻辑回归算法思想，以二分类问题为例，且令每个自变量上，两类因

变量个数相当。当不满足该条件时，对数据集进行适当旋转，以使数据集尽量满足该条件。以图 5 和图

6 为例。 

2.2.2. 代价函数最小化 

( )( )
( )( )

( )( )
log 1 , if 0

,
log , if 1

h x y
Cost h x y

h x y
θ

θ
θ

− − == 
− =

                         (15) 

 

 
Figure 5. Admission data [8] 
图 5. 入学成绩数据[8] 
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Figure 6. Data rotated 60˚ 
图 6. 逆时针旋转 60˚ 

 

( ) ( )
T

1sigmoid
1 e zh x z

z W X

θ −= =
+

=

                                (16) 

从公式(15)可以看出，当 1y = 时 ( )h xθ 越接近 1，代价函数越小；当 0y = 时， ( )h xθ 越接近 0 代价函

数越小。 

由图 7 可以看出，z 越大 h 越大，为了使 z 尽可能的大，应满足当 z = 0 时，数据点尽可能的远离

( )1 2,z f x x= 在 x1Ox2 上的投影。这里我们称该投影为边界函数，其中 1 2,x x 分别表示两种自变量。 

2.2.3. 确定边界函数  
为了使用和线性回归相同的原理，我们需要找到使代价函数最小的边界函数上的点 0

kx 。当 1
ix 被确定，

0
kx 表示 2

ix 的数值。 
假设当 ( ) ( ) ( )1 1 0,1, ,i kx x k m= =  时，有 p 个 2

ix 在 1
kx 上，其中 m 表示满足假设Ⅰ的 1x 个数。 

对每个 1
kx ，我们应当使得所有 2

ix 离边界函数尽可能的远。所以定义如下距离函数: 

 ( )2

2 0
1

distince
p

k i k

i
x x

=

= −∑                                   (17) 

我们需要使每一类数据公式(17)的值尽可能的大，又由于每个 1
ix 上有两类数据,可得图 8。 

图中蓝色的线代表 y = 0 的距离函数值随 0
kx 的变化情况，橘色线代表 y = 1 的距离函数值随 0

kx 变化的

情况；实线之外代表不存在数据点的部分，红色点和绿色点仅表示曲线的趋势；红色“x”表示 y = 0 的数

据的 2x 在 1
kx 上的均值；绿色“x”表示 y = 1 的数据的 2x 在 1

kx 上的均值。 
当 y = 0 的一部分 2

ix 大于 0
kx 时，它们将对距离函数值做负贡献；同样，当 y = 1 的一部分 2

ix 小于 0
kx 时，

它们也将对距离函数值做负贡献。假设一共有 q 个做出负贡献的点，我们可以得到如下新的距离函数： 
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Figure 7. Sigmoid function 
图 7. Sigmoid 函数 

 

 
Figure 8. Distance function 
图 8. 距离函数 

 

( ) ( )2 2

2 0 2 0
1 1

distince
p q q

k i k i k

i j
x x x x

−

= =

= − − −∑ ∑                           (18) 

对于此处讨论的逻辑回归问题，由于之前假定 y = 0 与 y = 1 在每个 1x 上个数相当。在求 0
kx 时，我们

令两类距离函数值相等。 
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                 (19) 

其中 0
2

ix 代表 y = 0 的数据， 1
2
ix 代表 y = 1 的数据。 

2.2.4. 基于 Sinc 函数的逻辑回归算法步骤 
基于 Sinc 的逻辑回归算法关键在于找到使代价函数最小的边界函数上的点，再对这些点进行“时域

重构”。其算法的具体步骤如下： 
输入：数据矩阵 2 ax × ，其中 a 代表 a 个数据， 2 ax × 为一个 2 × a 大小的矩阵，每一行为一个自变量，

两个自变量分别表示为 x1、x2； a1y × 。 
输出：因变量预测值边界函数。 
算法步骤： 
1) 对 2 ax × 进行旋转操作，使得每个 1x 上两类 2x 数量尽可能相当。 
2) 对 1x 操作，适当量化，求出尽可能小的自变量间隔，放入 T，同时将不同自变量按间隔以从小到

大顺序放入 11 Nx × ，这里假定在间隔 T 时，有 N 个不同自变量 1x 。 
3) 根据 11 Nx × ，将 2x 变为 2m Nx × ，其中 m 代表每个不同自变量上 m 个 2x 的值。 
4) 求出每个 1x 上的边界函数上的点，对 2x 做如下操作： 
for i = 1:N 
对 2m Nx × 第 i 列加和除以 m，放入 x[i]中 
end for。 
5) 将 T 带入公式(9)求出相应 Sinc 函数。 
6) 最优点分别与 4)中所得 Sinc 函数相乘并累加，得边界函数。 
7) 算法结束。 
时间复杂度与基于 Sinc 的线性回归基本相当在不考虑旋转等步骤的情况下，可以近似为 ( ) ( )T n O a k= + 。 

3. 仿真实验 

3.1. 线性回归仿真与对比 

定义 y x= 为回归的目标曲线, 按正态分布在每个自变量上随机生成 30 个点，按间距 0.5 在[0:50]范
围内生成 3000 个数据点。数据图 9 如下： 

基于 Sinc 的线性回归生成如图 10 曲线。 
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Figure 9. Generate data 
图 9. 生成数据 

 

 
Figure 10. Sinc linear regression 
图 10. 基于 Sinc 的回归 

 
使用相同分布，按间隔 0.7 生成测试集数据对回归函数进行检验。 
与传统线性回归进行对比。首先进行变量代换，令 x x′ = 。按线性做法，使用梯度下降法进行训练，

令学习率为 0.01，迭代次数为 10，得回归曲线，后用同样测试集进行测试。 
两种算法测试集代价函数值与运行时间，见下表 1： 
对比图 11 与图 12 可知，传统线性回归所求的函数泛化能力更强，同时由表 1 可知，对于 y x= 两

种算法性能基本相同。但本实验可以由数据明显看出自变量与因变量的关系，进而进行变量代换，当这种

关系不明显时基于 Sinc 的回归将具有明显优势。但同时应注意到基于 Sinc 的回归只能在数据范围内进行

预测。 

3.2. 逻辑回归仿真 

围绕 y x= 和 6y x= + 在[0:50]上以间隔 0.5，按正太分布随机生成 3000 个点，每个 x 上总共生成

30 个点。 
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Table 1. The comparison of two algorithms 
表 1. 两种算法对比 

Algorithm Running time Cost 

Sinc regression 0.08746 0.25843 

Linear regression 0.09534 0.25062 

 

 
Figure 11. Sinc linear regression test 
图 11. 基于 Sinc 的回归测试 

 

 
Figure 12. Traditional linear regression 
图 12. 传统线性回归 

 
按照基于 Sinc 的逻辑回归算法找到最优的边界曲线上的点，如下图 13 黄色的“x”。 
边界点乘以对应的边界函数得下图 14： 
可以看出基于 Sinc 的逻辑回归算法可以较好的解决数据数量分布相当的线性可分的二分类问题。 
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Figure 13. Generate data 
图 13. 数据生成 

 

 
Figure 14. Sinc logistic regression 
图 14. 逻辑回归边界函数 

4. 基于 Sinc 的回归算法的气候预测 

由以上过程可知基于 Sinc 函数的线性回归适合对周期性数据进行预测。而天文气候类数据正好符合

(如年太阳黑子活动时间，月降水量等)。我们从NOAA拿到BIJIE从1952年到2016年的月最低气温(TMIN)
数据，将数据按时间分布排列，如图 15。 

图 16 中，使用历年 2 月、4 月、6 月、8 月、10 月 12 月数据为样本数据，对 3 月、5 月、7 月、9 月、

11 月的最低温度进行预测。代价函数值为 7.26322704418。  
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Figure 15. Months minimum temperature of 732 data 
图 15. BIJIE 月最低温度的 732 条数据 

 

 
Figure 16. TMIN of BIJIE based on Sinc linear regression 
图 16. 基于 Sinc 的线性回归的 BIJIE TMIN 预测 

5. 结论 

本文研究基于 Sinc 函数的线性与逻辑回归算法，主要工作归纳如下。 
1) 在采样定理中离散信号的重构思想启示下，最小化回归函数的均方误差，在数据的自变量域中设

计出 Sinc 函数，然后直接重构出回归曲线； 
2) 通过理论推导、算法分析与仿真实验，提出基于 Sinc 函数的线性与逻辑回归模型及其算法； 
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3) 将基于 Sinc 的线性回归算法成功用于月最低气温预测。 
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