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Abstract 
Image denoising is an important part of image preprocessing of handwritten numeral recognition. 
For the shortcomings of traditional denoising methods, a wavelet threshold denoising method 
based on improved semisoft threshold function is proposed. On the one hand, this method can ef-
fectively reduce the self-oscillation of hard threshold function and the fuzzy distortion of soft 
threshold function. On the other hand, compared with the traditional semisoft threshold function, 
the transition near the threshold is smoother. Combining the vortex search algorithm and the ge-
neralized cross validation criterion, the hierarchical threshold is determined adaptively. Simula-
tion results verify the feasibility and effectiveness of this method. Compared with the traditional 
wavelet threshold denoising methods, the improved method can significantly increase the accu-
racy of handwritten numeral recognition. 
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摘  要 

图像降噪是手写数字识别图像预处理中的重要一环。针对传统降噪方法的不足，本文提出了一种基于改

进半软阈值函数的小波阈值降噪方法。该方法一方面可以有效减弱硬阈值函数的自激振荡和软阈值函数

的模糊失真，另一方面与传统的半软阈值函数相比，在阈值附近过渡更加平滑。结合涡流搜索算法和广

义交叉验证准则，实现了分层阈值的自适应确定。仿真结果验证了该方法的可行性和有效性。相比传统

的小波阈值降噪方法，改进后的方法能够显著提高手写数字识别的正确率。 
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1. 引言 

作为光学字符识别的一个重要分支，手写数字识别(Handwritten numeral recognition, HNR)主要研究如

何利用计算机自动识别人手写在纸张上或电子设备中的阿拉伯数字，涉及模式识别、图像处理、人工智

能、统计决策理论、模糊数学等学科，是一门综合性较强的技术[1]。HNR 可以大大降低人工识别手写数

字的错误率，显著提高数字识别和录入的效率，因而在文献检索、办公自动化、试卷成绩统计、银行票

据自动识别、邮政自动分拣等领域得到了越来越广泛的应用。 
HNR 系统主要分为预处理、特征提取、分类判别等模块。其中，预处理是指将原始的图像转换成识

别器所能接受的二进制形式，它的主要目的是滤除输入图像中的噪声，压缩图像的冗余信息，为下一步

的识别工作奠定基础[2]。预处理的结果会显著影响整个系统的性能。也就是说，预处理得到的图像质量

越好，后续的特征提取和分类判别的效率越高，准确率也越高。 
图像预处理技术一般包括二值化、降噪、细化等[3]。作为图像预处理的一个重要环节，图像降噪

指的是根据图像信号和噪声信号的不同特性，用相应的滤波技术把两者分离，使得分离后的图像和原

始的无噪图像之间的差异尽可能的小。根据含噪图像的处理域，图像降噪分为空间域降噪和变换域降

噪[4]。前者是直接在图像上进行相关的数据处理，后者是先将图像信号进行域变换，再对变换域的系

数进行处理，最后把处理后的系数做逆变换到原始域，从而得到降噪后的图像。常用的空间域降噪方

法包括均值滤波、中值滤波和 Wiener 滤波。其中，均值滤波是一种简单的线性平滑方法，适合处理高

斯噪声，但是图像经过均值滤波后会变得模糊；中值滤波是一种非线性滤波方法，可以在一定程度上

克服线性滤波器造成的图像模糊，适合处理脉冲噪声，但是对纹理细节较多的图像降噪效果不理想；

Wiener 滤波是一种以最小均方为最优准则的线性滤波，适用于广义稳态信号，计算量较大，并且需要

已知输入信号的统计特性，这些都极大地限制了它的应用。常用的变换域降噪方法包括 Fourier 变换、
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短时 Fourier 变换和小波变换。其中，Fourier 变换将信号从时域转换到频域，利用低通滤波将集中在高

频的噪声去除，提高了分离效率，但是当图像信号和噪声信号的频带相互重叠时，该方法很容易去掉

高频区域的部分图像信号，使图像边缘变得平滑，失去了一些细节信息，此外，该方法处理非稳态信

号的效果不甚理想；短时 Fourier 变换利用连续的窗函数将时域信号分成若干等长时间段，每个时间段

内近似看成稳态过程，分别做 Fourier 变换，从而获得了特定时刻的频谱信息，克服了传统 Fourier 变

换不具有局部分析能力的局限，但是固定的窗函数无法同时满足较高的时间分辨率和较高的频率分辨

率的要求，不适合处理非稳态信号。 
作为信号处理领域的重要方法，小波变换具有良好的时频局部化特性，具体表现在：1) 选基灵活性：

针对不同的应用场合、研究对象和指标要求，可以灵活选择不同的小波母函数，以获得最佳的处理效果；

2) 低熵性：小波系数的稀疏分布会降低信号变换后的熵；3) 去相关性：小波变换可以对信号去相关，并

且噪声在变换后有白化趋势；4) 分辨率多样性：可以在不同尺度上表示信号，较好地刻画信号的非平稳

特性，如边缘、尖峰、断电等，从而便于特征提取和保护。这些特性能够有效地弥补传统降噪方法的不

足，因而引起了人们的关注，使得小波降噪成为近些年的研究热点[5] [6]。 
小波降噪的过程可以概括为：首先对含噪图像进行多尺度小波变换，接着在不同尺度下尽可能地提

取图像信号的小波系数，去除噪声信号的小波系数，最后通过小波逆变换重构信号，达到降噪目的。其

中，最关键的就是选择何种准则来筛选小波系数。 
根据筛选标准的不同，小波降噪方法主要包括利用小波变换模极大值降噪、基于各尺度下小波系数

相关性降噪、平移不变量小波降噪、基于投影原理的匹配追踪降噪、多小波降噪，以及小波阈值降噪等。

其中，小波阈值降噪法由于原理简单、操作方便、计算量小、降噪效果好以及能够较好地保留和反映原

始信号特征的尖峰点等优点，在实际工作中得到了广泛应用[7] [8]。 
根据选取的阈值个数不同，将小波阈值降噪方法区分为单阈值法和双阈值法。具体来说，单阈值法

是指当小波系数的绝对值小于某个阈值时置零，而大于该阈值时进行相应的函数收缩处理，例如硬阈值

函数[9]和软阈值函数[10]。而双阈值法是指在小波域中设定上下两个阈值，当小波系数绝对值大于上阈

值时进行一种函数收缩处理，处于上下阈值之间进行另一种函数收缩处理，而在小于下阈值的区间将小

波系数置零，例如半软阈值函数[11]。 
虽然传统的阈值函数在图像降噪过程中发挥了一定的作用，但是它们依然存在一些固有的缺陷。其

中硬阈值函数在阈值处是不连续的，从而造成了重构信号的自激振荡，影响了重构信号的光滑性。此外

当小波系数绝对值大于阈值时，硬阈值函数只是单纯地保留原始小波系数，混杂在内的部分噪声分量没

有得到有效剔除，容易产生较大的方差[12]。而软阈值函数不存在间断点，得到的重构信号较为光滑，但

是由于它对绝对值大于阈值的小波系数采取恒定压缩的方式，这就偏离了噪声分量随小波系数的递增而

逐渐减小的趋势，滤掉了一些有用的高频分量，使得重构信号与原始信号存在一定的偏差[13]。 
针对硬阈值函数和软阈值函数的不足，本文提出一种改进的半软阈值函数，采用涡流搜索算法(Vortex 

search, VS) [14]结合广义交叉验证准则(Generalized cross-validation, GCV) [15]自适应地确定分层阈值，使

降噪后的图像更接近原始图像。本文首先简要介绍了图像的噪声模型，接着描述了基于改进小波阈值函

数的降噪方法，通过数值模拟验证了该方法应用于 HNR 图像预处理中的可行性和有效性，最后对本文工

作进行了总结。 

2. 图像的噪声模型 

噪声信号通常与要研究的对象不相关，在图像上表现为一些引起较强视觉效果的孤立像素点或像素

块，扰乱了图像的可观测信息。图像噪声主要来源于图像的获取过程和图像信号的传输过程。具体来说，
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一方面，目前常用的图像传感器在采集图像过程中，受传感器材料属性、工作环境、电子元器件和电路

结构等方面的影响，会引入各种噪声，如电阻引起的热噪声、场效应管的沟道热噪声、光子噪声、暗电

流噪声、光响应非均匀性噪声；另一方面，由于传输介质和记录设备等的不完善，数字图像在传输记录

过程中往往会受到多种噪声的污染。 
根据噪声信号与图像信号的数学关系，我们将噪声分为加性和乘性两种。前者指噪声信号的强度与

图像信号的强度不相关，后者指噪声信号的强度与图像信号的强度相关。实际中的图像噪声一般都是加

性噪声。由于噪声来源的多样性和自身的不确定性，图像噪声很难被准确预测或表达，只能用概率论的

统计方法来近似处理。其中，高斯噪声和脉冲噪声是最具有代表性的两类噪声，大部分的图像噪声都可

以看作是这两者的混合。 
高斯噪声的概率密度函数定义为 

( ) ( )2 221 e
2

xP x µ σ

σ
− −=

π
                                    (1) 

其中，x 表示灰度值， µ 是 x 的期望，σ 是 x 的标准差。当随机变量 x 服从高斯分布时，则其值有 70%
位于 [ ],µ σ µ σ− + ，有 90%位于 [ ]2 , 2µ σ µ σ− + 。 

脉冲噪声的概率密度函数定义为 

( )
0

a

b

P x a
P x P x b

=
= =

 其他

                                     (2) 

其中，当 a b< 时，灰度值 x a= 在图像上对应一个暗点， x b= 在图像上对应一个亮点。如果 aP 或 bP 为

零，则称脉冲噪声为单极脉冲。如果 aP 和 bP 均不为零，尤其是 a bP P≈ 时，脉冲噪声在图像上表现为随

机分布的黑点(胡椒)和白点(盐粉)，因此，这种双极脉冲噪声也被称为椒盐噪声。 

3. 基于改进小波阈值函数的降噪方法 

基于上述分析，本文主要研究高斯噪声和脉冲噪声混合后的加性噪声。相应的，一维离散加性噪声

信号模型可以表示为： 

( ) ( ) ( )h n s n nε= +                                       (3) 

其中 ( )h n 为含噪信号， ( )s n 为原始信号， ( )nε 为混合噪声信号， 1, 2, ,n N=  ，N 是信号的长度。 
对 ( )h n 作离散小波变换，得到 

( ) ( ) ( ), , ,h m n s m n m nε= +

                                    (4) 

其中 ( ),h m n 、 ( ),s m n 和 ( ),m nε 分别为 ( )h n 、 ( )s n 和 ( )nε 在第 m 层上的小波系数， 1,2, ,m M=  ，M
是小波变换的最大分解层数。 

小波阈值降噪的一般处理步骤如图 1 所示，其中最关键的就是小波系数调整准则的确定和阈值的选

取。常用的阈值函数包括硬阈值函数、软阈值函数和半软阈值函数。其中，硬阈值函数存在间断点导致

的自激振荡，软阈值函数存在恒定偏差造成的模糊失真，传统的半软阈值函数对于很多信号的降噪效果

要优于硬阈值函数或软阈值函数。 
一般来说，阈值函数在阈值附近要有比较好的平滑过渡带，即在噪声和信号的分界点之间要有较好

的平滑过渡带，这样得到的信号会更接近自然信号。传统的半软阈值函数在这方面表现不甚理想，因此

本文提出一种改进的半软阈值函数，将 ( ),h m n 写作 ,m nh ，表达式如下 
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Figure 1. Procedures of wavelet threshold denoising 
图 1. 小波阈值降噪步骤 
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                      (5) 

其中， 1,mT 和 2,mT 是第 m 层上的阈值。如图 2 所示，与传统半软阈值函数相比，改进函数在 1,mT± 和 2,mT±
位置附近过渡更加平滑。 
 

 
Figure 2. Comparison of semisoft threshold functions 
图 2. 半软阈值函数对比示意图 

 

阈值主要分为全局阈值和分层阈值。相比于全局阈值，分层阈值明显更加灵活可控，适应能力更强，

因此实际工作中的降噪效果往往更好。在本文中，为了进一步提升分层阈值的适应能力，在不需要任何

先验知识的条件下，利用 VS 算法尽可能地确定最优的分层双阈值 1,mT 和 2,mT 。最优阈值的判定准则采用

GCV，即第 m 层的目标函数定义为 

( )
( )2
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 





                               (6) 

通过求解 GCV 的最小值来确定最优 1,mT 和 2,mT 。 

4. 数值模拟 

本文在配置 Intel Core i5-7400 CPU 3.4 GHz 和 8 GB 内存的计算机上，基于 MATLAB 2018b 软件平

台运行，以分割好、规格化的二值数字图像为输入进行识别。训练样本采用 700 张 64 × 64 的二值图像，
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数字从 0 到 9，每个数字各 70 张。测试样本采用 300 张 64 × 64 的二值图像，数字从 0 到 9，每个数字各

30 张。使用反向传播(Back propagation, BP)神经网络进行分类，BP 神经网络的设置参考文献[16]。 
为了进一步检验本文所提出降噪方法的性能，利用信号强度分别为 0.1~0.4 的混合噪声作为研究对象，

将基于传统阈值函数(硬阈值函数、软阈值函数或半软阈值函数)的小波阈值降噪方法，与基于改进阈值函

数的小波阈值降噪方法进行比较。针对小波基和小波分解层数的确定，一方面，小波基的选取要考虑其

正交性、紧支性、对称性等特性；另一方面，一般小波分解层数越多，越有利于信噪分离，但是失真导

致的重构误差也越大。因此，通过大量仿真验证，发现选用 db5 小波基，并将小波分解层数设为 4，对

于不同的小波阈值函数均能取得较好的降噪效果。 
以数字 6 的图像为例，图 3 比较了不同阈值函数降噪处理后的结果。图 3(a)是原始图像，加入了强

度为 0.2 的混合噪声后如图 3(b)所示。图 3(c)~图 3(f)分别为硬阈值函数、软阈值函数、传统半软阈值函

数和改进半软阈值函数降噪后的图像。从定性的角度来看，相对于前三种方法得到的结果，利用改进后

的半软阈值降噪后的图像模糊度较低，数字轮廓较为清晰，与原始图像近似程度最高。 
 

 
(a)                                   (b)                                   (c) 

 
(d)                                   (e)                                   (f) 

Figure 3. Comparison of denoising effect for different wavelet threshold functions; (a) Original image; (b) Noisy image; (c) 
Hard threshold denoising; (d) Soft threshold denoising; (e) Semisoft threshold denoising; (f) Improved threshold denoising 
图 3. 不同小波阈值函数的降噪效果比较；(a) 原始图像；(b) 含噪图像；(c) 硬阈值降噪；(d) 软阈值降噪；(e) 半软

阈值降噪；(f) 改进阈值降噪 
 

为了定量描述降噪效果，定义信噪比(Signal to noise ratio, SNR)为 
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其中 ( )h n′ 表示 ( )h n 降噪后的信号。 
将图3中的结果导入式(7)，计算得到硬阈值降噪(9.12 dB)、软阈值降噪(9.78 dB)和半软阈值降噪(10.61 

dB)的 SNR 均小于改进阈值降噪(12.14 dB)，从定量的角度进一步验证了定性观察的结果。 
分别给图像添加强度为 0.05~0.4 的混合噪声，利用不同的小波阈值函数降噪后进行识别，测试的正

确率如图 4 所示。可以看出，针对不同强度的混合噪声，利用改进小波阈值函数降噪后的结果要优于其

他方法得到的结果，相应的识别正确率也是最高的，表明本文提出的方法在 HNR 图像预处理中可以发挥

良好的降噪效果。 
 

 
Figure 4. Comparison of recognition accuracy for different 
wavelet threshold functions 
图 4. 不同小波阈值函数的识别正确率比较 

5. 结论 

图像预处理是 HNR 的基础，图像降噪是其中的一个重要环节。小波阈值降噪具有良好的时频局部化

特性，能够有效地弥补传统降噪方法的不足，因而得到了越来越广泛的应用。针对硬阈值函数、软阈值

函数和半软阈值函数的不足，本文通过对小波阈值降噪的关键参数——阈值函数设置和阈值选取——的

深入认识，设计出一种新型半软阈值函数，利用 VS 算法和 GCV 准则实现了分层阈值的自适应确定。仿

真结果表明：相比传统的小波阈值降噪方法，本文提出的方法具有更好的降噪效果，显著提高了 HNR 的

识别正确率。 
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