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摘  要 

本文研究了海上浮式风力发电机组的模型降阶问题。首先，利用实测数据建立了海上浮式风力发电机组

的线性切换离散时滞模型。其次，我们提出了可以估计有限频域性能的指标，并且引入一些松弛矩阵。

这些方法可以获得有限频域性能条件和稳定性判据，并且实现风机模型从高阶到低阶的转换，降低了结

果的保守性和计算复杂度。最后，通过一个数值算例说明了该方法的有效性。 
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Abstract 
This paper studies the model reduction of offshore floating wind turbine. Firstly, we use the 
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measured data to construct the switched linear discrete time-delay model of offshore floating 
wind turbine. Secondly, we propose an index that can estimate the finite-frequency index, and in-
troduce some relaxation matrices. These methods can obtain finite-frequency performance condi-
tions and stability criteria, and realize the transformation of turbine model from high order to low 
order, which reduces the conservatism and computational complexity of the results. Finally, a 
numerical example is given to illustrate the effectiveness of the proposed method. 
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1. 引言 

近年来，风能作为一种可再生资源在全世界范围内越来越受到人们关注。随着风能的发展，海上浮

式风机发电已成为一个新的研究热点话题。由于中国政府提出“碳中和”政策，中国研究人员的努力也

不断促进着海上浮式风机的发展。 
海上风能资源不仅质量高，而且海上风力发电这一项目能为靠近海洋的人口稠密地区提供大量廉价

清洁的电力供应，如美国、中国、日本、挪威、韩国等[1] [2]。2017 年，挪威国家石油公司投资建设了

世界上第一座海上浮动风电场，由此开始了在北欧的大规模应用[3]。 
由于风力涡轮机是非线性的，并且风的动态行为比涡轮机变化更快且不可预测，因此很难建立一个

完美的数学模型来有效捕捉其动态特性。这个原因迫使我们必须通过选择合适的控制方法对其进行抽象，

进而构造合适的数学模型[4]。为了分析风力涡轮机俯仰运动(pitch motion)的空气动力学特性，文献[5]使
用了耦合气动俯仰角控制系统模型，文献[6]构建了高阶混合数值模型。为了设计主动控制器，文献[7]建
立了三自由度(3-DOF)动力学模型，对平台俯仰(platform pitch)、塔架倾斜(tower tilt)、TMD (调谐质量阻

尼器)运动等参数进行了分析并设计了主动控制系统。文献[8]也从驳船的六个自由度运动分量中选取了三

个，建立了 TMD 的纵荡–垂荡–纵摇(surge-heave-pitch)动力学模型，并利用该模型进行参数调整。在这

些建模方法中，FAST 和 GH Blade 是最流行的控制方法。这两种建模通常用于风力涡轮机被动、半主动

和主动结构控制的设计[9]。 
需要注意的是，自从海上浮式风机提出以来，关于它的研究主要集中在两个方面：一个是如何在最

优功率和最大减载之间实现平衡；另一个是如何设计可变增益控制器以减少外部干扰。这两个研究方向

迸发了许多研究成果。但由于风机的多模态导致的高计算复杂性和高成本问题，如何对具有多模态的风

机模型进行降阶的研究而鲜有涉及，这也是我们研究的初衷。 
模型降阶的目的是获得一个低阶系统，使得该系统依据某些已给定的标准(例如，H∞、L∞、L2

等)最大程度的逼近于一个高阶系统。部分文献已经提出了模型降阶的方法，比如平衡截断法[10]，模

态截断法[11]等。由于不同风速下浮式风机具有不同的稳态特性，因此我们引入符合这个特性的线性

切换系统。这个系统本质上是非线性的，但是由于其轨线划分为不同的线性区，所以具有可行的线性

分析方法。 
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很长时间以来的降阶问题研究集中在全频域，但是我们发现很多工程问题是与频域相关的。针对这

种问题，文献[12] [13]提出的 GKYP 引理(Generalized Kalman-Yakubovic-Popov lemma)建立了线性频域不

等式(FDI)和线性矩阵不等式(LMI)之间的等价关系，这一引理可以充分用在如何设计有限频域滤波器上。

由于在不同风速下浮式风机的功率不同，因此在此场景下单一的全频域降阶是明显行不通的，因此有限

频域便应运而生。 
与陆上风机不同的是，海上风机由于受到海浪和风力的影响，各结构之间的阻尼也会随之增大。不

仅如此，各种器件之间传递信息也会引入较大的时延。文献[14]通过引入松弛矩阵来降低具有固定时延的

降阶模型的保守性，但是其松弛矩阵仍有较大地结构限制。 
本文首先从有限自由度风机模型产生的数据获得线性设计模型。其次，通过有限频域 H∞性能指标

并借助 GKYP 引理得到有限频域条件。再者，我们使用 Lyapunov 泛函、相似变换和其他一些方法来获

得稳定条件。另外，论文的不同之处在于我们引入了一些结构更自由的松弛矩阵，并且是首次在浮式风

机上的运用。 

2. 风机模型设计及问题描述 

为了建立结构简单并反映系统的主要动态过程的模型。我们使用 FAST 进行建模分析。该模型包括

全自由度涡轮机中的三种模式，其他模式被禁止工作。三种模态包括塔架前后方向的弯曲模态(the bending 
mode)、平台俯仰模态(the platform pitch mode)和水平方向的阻尼模态(the damper mode)。我们选择这三个

模态的主要原因是因为这些模态是引起浮式风力机俯仰运动的主要因素，而其他因素的变换可以通过调

整螺旋桨俯仰角进行改进。 
基于上述分析，我们确定海上浮式风机的控制系统可以抽象为本文的离散线性时滞切换系统，如下

所示： 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
( ) ( )

1

, for , 1, ,0

k d k k

k d k k

x k A x k A x k d B u k

y k C x k C x k d D u k

x k k k d d

σ σ σ

σ σ σ

φ

+ = + − +
 = + − +


= = − − + 

                      (1) 

其中， ( ) nx k ∈ 代表状态向量， ( ) my k ∈ 代表可测输出， ( ) [ )2 0,u k l∈ ∞ 代表已知的有限频域输入范围，

其 0d > 是未知的时滞长度。式中的切换信号可表示如下： 

( ) [ ) { }1 ,: 0, ,M Mkσ ∞ → =   

我们设定输出信号 ( )y k 代表的物理参数包括：平台俯仰角加速度(PtfmRAyi)、塔体顶部前后方向的

平移加速度(YawBrTAxp)、俯仰力矩(TwrBsMyt)，其中俯仰力矩在输出信号中占主导地位。 
设定输入信号 ( )u k 代表的物理参数包括：作用在阻尼器上的外力(TmdXFext)、波浪对平台造成的干

扰(WaveElev)。 
由于我们仅仅考虑了三个模态，因此得到一个六阶线性模型，模型的输入信号 u(k)和输出信号 y(k)

分别通过下列矩阵表述： 

( ) ( )
PtfmRAyi

WaveElev
, YawBrTAxp

TmdXFext
TwrBsMyt

u k y k
 

   = =       

                      (2) 

此处基于海上浮式风力涡轮机建立了两个相对坐标系，分别为塔架坐标系 ( ), , ,O X Y Z 和叶片坐标系

( ), , ,O X Y Z′ ′ ′ ′ 。具体模型如图 1 所示： 
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Figure 1. Schematic diagram of offshore floating wind turbine 
图 1. 海上浮式风机原理图 
 

降阶系统的形式如下所示： 

( ) ( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( ) ( )
( ) ( )

1

, for , 1, ,0

i di i

i di i

x k A x k A x k d B u k

y k C x k C x k d D u k

x k k k d dφ

 + = + − +
 = + −
 = = − − +

  

  

  

  





                          (3) 

通过结合(1)和(3)，我们得到了以下误差系统： 

( ) ( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( ) ( )

1 i di i

i di i

k A k A k d B u k
e k C k C k d D u k
ξ ξ ξ

ξ ξ
 + = + − +
 = + − +

                          (4) 

其中， ( ) ( ) ( )
TT Txk x k kξ  =  



， ( ) ( ) ( )e k y k y k= −  ，并且 

0 0
, , ,

0 0
i di i

i di i
i di i

A A B
A A B

A A B
     

= = =     
     

    

, , .i i i di di di i i iC C C C C C D D D   = − = − = −   
  

 

3. 主要结果 

定义 1 令 0γ > 为一个给定标量，在零初始条件下，有以下不等式成立 

( ) ( ) ( ) ( )* 2 *d dE E U U
ω ω

ω ω ω γ ω ω ω
∈∆ ∈∆

≤∫ ∫  

其中， ( )E ω , ( )U ω 分别是 ( )e k 和 ( )u k 的傅里叶变换式，Δ 表示有限频域中不同的频域范围，当

[ ],ω∈ −π π 时， γ 可以表示全频域范围内的 H∞性能指标。从这可以看出全频域只是有限频域内的一种特

殊情况。其中，γ 代表误差系统的有限频域 H∞性能指标不大于 γ 。即 γ 越小，系统的有限频域性能越好。 
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在提出定理之前，我们引入如下带有参数的松弛矩阵： 

[ ]

[ ] [ ]

11 0 0 31 1 0 0
1 2 21 3

12 0 32 2 0

T41 3 0 0
4 5 51 0

42 4 0

; 0 ; ;

; 0 ; 0

G R G G R G
G G G G

G G G G

G R G
G G G R I

G G

λ
λ

λ
λ

  
= = =   
   
 

= = = 
 

                      (5) 

其中 0G 是非奇异矩阵， 1 2 3, ,λ λ λ 和 4λ 是可优化的变量。 
注释 1 对于如何获得 1 2 3, ,λ λ λ 和 4λ 的值，之前的论文是凭借经验给出的。在此我们使用的是遗传算

法得出结果。在接下来的工作中我们会继续探索更合适的算法来找到更加合适的值。 
基于以上松弛矩阵和上一节所定义的系统，我们给出以下模型降阶定理。  
定理 1 对于给定的标量 1 2 3 4, ,, ,0γ λ λ λ λ> 和频域范围 [ ]1 2,ϑ ϑ ，如果存在矩阵 

0 11 12 21 31 32 41 42, , , , , , ,ˆ ˆ ˆ , , , , , ,ˆˆ ˆ
i di i i di i G G G G G G GA B C C GA D 和埃米尔特矩阵 

1 2 1 2 1 2 1 2

3 3 3 3

; 0; 0; 0;

0; 0; 0s s s

P P Q Q V V W W
P Q V W

P Q V W
P W V

       
= = > = > = >       ∗ ∗ ∗ ∗       
> > >

 

满足接下来的条件，那么我们就可以认为原始系统(1)和降阶系统(3)之间的误差系统(4)是渐进稳定的，

并且在有限频域范围内具有 H∞性能指标 γ 。 

11 12 13 14 15

22 23 24 25

33 34 35

44 45

55

: 0

i i i i i

i i i i

i i i i

i i

i

Λ Λ Λ Λ Λ 
 ∗ Λ Λ Λ Λ 
 Λ = ∗ ∗ Λ Λ Λ <
 
∗ ∗ ∗ Λ Λ 

 ∗ ∗ ∗ ∗ Λ 

                          (6) 

* T T
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11 12T
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; ;
0i i

G G P dV R G G P dV G
G G P dV
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Λ = Λ =   ∗ − − + +   
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ˆ

ˆ
e e

;
e e
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i j j
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G A Q dV G R Q

A

A dV G

ϑ ϑ

ϑ ϑλ λ

 − + − − + −
Λ =  

+ − − + − −  
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ˆ
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T T T T
41 41 1 42 3 0 2 1 21

44 T
34 4 3

;
ˆ

ˆ ˆ
di di di di

i
di di

G A A G W A G R W V V
d

VA A W

Aλ

λ λ
−

 + − + −  
Λ = +   ∗∗ + −    

 

T T
41 1 0 5 T T 2

45 55 51 51
42 2

ˆ

ˆ
; .i i di

i i i i
i i

G B R A G
G B B G I

BG B

Bλ
γ

λ

 + +
Λ = Λ = + − 

+  
 

除此之外，还需满足稳定性准则： 
1 1 T T

0

1 T T

T
0 0

T
0 0

Tˆ ˆ

ˆ ˆ
0

0

s s s s i

s s di di

s

i

s

P d V W d A AV G

d V W
G G dV

G G

A A

P

− −

−

 − − + −
 

∗ − −  < ∗ ∗ − − + 
 ∗ ∗ ∗ − − + 

             (7) 

接下来，如果降阶系统(2)满足条件(6)和(7)，那么其参数矩阵可以通过以下公式获得： 
1 1 1

0 0 0

1 1 1
0 0 0

ˆ ˆ ˆ, , ,
ˆ ˆ ˆ, , .

i i di di i i

i i di di i i

A G A A G A B G B

C H C C H C D H D

− − −

− − −

= = =

= = =

  

  

                         (8) 

算法 1 给定系统矩阵 ( ), , , ,i di i i di iA A B C C D 和已知的频域范围θ ，并且降阶模型的阶次 0γ > ，通过解

决下列线性规划问题可以得到降阶系统的降阶矩阵： 

min γ  

subject to (6), (7) for middle frequency 1 2ϑ θ ϑ≤ ≤  
如果满足以上条件，我们可以通过(8)的运算，获得稳定降阶模型，不等式(6)和(7)可以转换为线性矩

阵不等式组，进而通过 Matlab 中 LMI 工具箱进行运算。 

4. 仿真实例 

针对于式(1)和图 1 所描述的模型，相应的实际输入输出信号的均方根值如表 1 所示： 
 
Table 1. RMS value of input/output signal 
表 1. 输入输出信号的均方根值 

输入信号 值 输出信号 值 

RMS WaveElev 0.7153 m RMS PtfmRAyi 0.3046˚/s2 

RMS TmdXFext 448 kN RMS YawBrTAxp 0.4893 m/s2 

  RMS TwrBsmyt 2.8407 × 104 kN⋅m 

 
利用 MATLAB 系统辨识工具箱，可从上述数据集中提取形如系统(1)的离散时间切换线性状态空间，

系统矩阵如下： 

1

0.6512 1.3334 7.9930 7.5420 4.0766 0.8824
1.7232 3.6046 11.0273 10.5765 5.8792 0.3597
1.3282 2.0411 2.8111 4.8061 1.9186 0.6961
3.8134 6.3878 10.3949 6.3907 4.1020 0.1021
1.5863 0.8134 11.3183 11.9224 5.9828 1.5

A

− − − − − −

− − − −
=

−
− − − −

,

577
10.7378 16.0277 20.4425 10.9588 7.5507 0.7434

 
 
 
 
 
 
 
 

−  
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1 1

0.0365 0.1188
0.0544 0.1745

0.0469 0.1286
0.0203 0.0709

, 0.0492 0.0096 ,
0.0398 0.1127

0.0441 0.0114
0.0617 0.1957
0.0665 0.2026

B D

 
 − −  − − 
   = = − −   − −     
 
− −  

 

1

51.9556 97.1734 47.9127 91.4307 46.8956 1.2599
97.3324 38.1328 21.4096 79.6872 48.6589 8.7624
89.2675 44.5964 30.5372 87.0120 43.1989 9.9598

C
− − − 

 = − − − − 
 − − 

 

由于风机需要根据外界状态切换控制条件，我们根据切换特点以及实测数据给出了第二个子系统的系

统矩阵： 

2

0.6412 1.3334 7.9830 7.5320 4.0766 0.8724
1.7132 3.6146 11.0273 10.5765 5.8792 0.3597
1.3382 2.0411 2.7111 4.8061 1.9186 0.6961
3.8334 6.3878 10.3949 6.4007 4.1020 0.1021
1.5863 0.8134 11.3183 11.9304 5.9828 1.5

A

− − − − − −

− − − −
=

−
− − − −

,

577
10.7178 16.0237 20.4325 10.9558 7.5607 0.7434

 
 
 
 
 
 
 
 

−  

 

2 2

0.0465 0.1188
0.0544 0.1645

0.0531 0.1276
0.0183 0.0609

, 0.0482 0.0186
0.0398 0.1027

0.0341 0.0454
0.0647 0.1957
0.0665 0.2126

B D

 
 − −  − − 
   = = − −   − −     
 
− −  

, 

2

51.9526 97.1734 47.9127 91.4307 46.8846 1.2599
97.3224 38.1498 21.4106 79.6672 48.6489 8.7624
89.2575 44.6014 30.5472 87.0300 43.2089 9.9530

C
− − − 

 = − − − − 
 − − 

 

其次我们再次加入如下的时滞矩阵： 

1 2

0.2 0.1 0 0 0 0
0 0.2 0.1 0 0 0
0 0 0.2 0.1 0 0

,
0 0 0 0.2 0.1 0
0 0 0 0 0.2 0.1
0 0 0 0 0 0.2

d dA A

 
 
 
 

= =  
 
 
 
  

 

1 2

0.2 0.5 0.1 0.9 0.2 0.5
0.2 0.5 0.1 0.9 0.2 0.5
0.2 0.5 0.1 0.9 0.2 0.5

d dC C
 
 = =  
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本例的目的是找到形如式(3)的降阶系统，并且误差系统(4)具有有限频域性能指标。因此，我们利用

算法 1，配合运用 LMI 工具箱得到表 2 中的结果。 
 

Table 2. Finite-frequency performance index γ  
表 2. 有限频域性能指标 γ  

γ  ( )LF 6θ ≤ π  ( )MF 3 5 3θπ ≤ ≤ π  ( )HF 5 6θ ≥ π  

算法 1 2.4500 1.6482 2.2406 

 
从上表可以看出，此方法的有限频域性能在中频段取得的效果最好。并且由于篇幅限制，我们在此仅

展示中频域的降阶结果： 

( )MF 3 5 3θπ ≤ ≤ π : 

如果我们取 1 2 3 41.8984, 2.3962, 0.0021, 0.0027λ λ λ λ= = − = − = ，我们可以得到带有以下参数矩阵的降

阶系统： 

1 1

8.7239 6.1333 2.5708 3.1337 2.0073 0.0542
11.3728 8.0289 3.8005 , 4.6003 2.9800 0.0208
4.0053 3.2578 2.5492 1.6568 1.0950 0.0722

dA A
−   

   = − − − = − − −   
      

 

 

1 1

0.0054 0.0007 0.2157 0.3385
0.0089 0.0010 , 0.2961 0.1915
0.0040 0.0004 0.1527 0.1574

B D
−   
   = − =   
   − − −   

 

 

1 1

42.6262 15.9988 42.8641 1.7522 4.4973 17.6435
43.3276 15.1828 42.9184 , 26.2716 12.6229 13.3263
23.6292 42.7680 75.4706 1.9532 2.9032 5.7911

dC C
− − −   

   = − = −   
   − − −   

 

 

2 2

8.7238 6.1332 2.5708 3.1336 2.0072 0.0541
11.3726 8.0288 3.8005 , 4.6001 2.9799 0.0208
4.0052 3.2578 2.5492 1.6567 1.0950 0.0722

dA A
−   

   = − − − = − − −   
      

 

 

2 2

0.0054 0.0007 0.2157 0.3385
0.0089 0.0010 , 0.2962 0.1915
0.0040 0.0004 0.1526 0.1574

B D
−   
   = − =   
   − − −   

 

 

2 2

42.6452 16.0123 42.8614 1.7747 4.4845 17.6475
43.3031 15.1655 42.9212 , 26.2422 12.6062 13.3211
23.6228 42.7633 75.4696] 1.9595 2.9067 5.7901

dC C
− − −   

   = − = −   
   − − −   

 

 

图 2 展示了原始系统和降阶系统在的阶跃输出响应，其中采样时间为 0.1 s。其中 y1(k)表示原系统的

阶跃输出响应，y2(k)表示降阶系统的输出响应。我们可以看出降阶系统的具有一定的逼近程度，但是仍

有进步空间。 
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Figure 2. Step output response of reduced order system 
图 2. 降阶系统的阶跃输出响应 

5. 结语 

本文研究了具有多模态、有时滞、有限频的海上浮式涡轮机在有限频域范围内的模型降阶问题。通

过对模型的研究，我们赋予输入输出向量具体的物理意义。然后从涡轮机的 24 个模态找到控制风机俯仰

运动的三个模态，通过模型辨识得到了一个六阶线性模型，并把模型拓展为具有两个子系统的切换系统。

然后通过定理 1 获得有限频域性能和稳定性性能两个约束条件，利用所提算法 1 验证了本文提出的模型

降阶方法的有效性。这一进步可以为实际系统的模型降阶提供案例。 
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