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摘  要 

差分进化算法是一种具有性能强、简单易用和自适应能力强等优点的全局优化算法，但同时也存在早熟

收敛问题和搜索停滞问题，因此本文的研究目的在于研究协方差矩阵的特征值和特征向量对差分进化算

法搜索性能的影响，探究特征值和特征向量以何种改进策略能够提高算法搜索性能，这对算法适应更为

复杂的优化问题和满足更高的求解质量有非常重要的研究意义。本文使用协方差矩阵的特征值和特征向

量改进差分进化算法中初始种群和变异个体的计算规则，通过仿真实验证明，特征值按照本文的改进策

略未能提高差分进化算法的搜索性能，而特征向量在一定的种群进化代数内能够正确的引导差分进化算

法进行搜索，并有效提高算法搜索性能。 
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Abstract 
The differential evolution algorithm is a global optimization algorithm with strong performance, 
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easy to use and strong adaptability. However, there are also premature convergence problems and 
search stagnation problems. Therefore, the research of this paper aims to study the influence of 
the eigenvalues and eigenvectors of the covariance matrix on the search performance of the diffe-
rential evolution algorithm, and to explore how the improved strategies of eigenvalues and ei-
genvectors can improve the search performance of the algorithm, which is of great significance for 
the algorithm to adapt to more complex optimization problems and satisfy higher quality of solu-
tion. In this paper, the eigenvalues and eigenvectors of the covariance matrix are used to improve 
the calculation rules of the initial population and the mutated individual in the differential evolu-
tion algorithm. The experimental results show that eigenvalues according to the improved strate-
gy of this paper cannot improve the search performance of the algorithm, and the eigenvectors can 
correctly guide the differential evolution algorithm in a certain population evolution algebra, and 
effectively improve the search performance of the algorithm. 

 
Keywords 
Differential Evolution Algorithm, Covariance Matrix, Eigenvalues, Eigenvector 

 
 

Copyright © 2021 by author(s) and Hans Publishers Inc. 
This work is licensed under the Creative Commons Attribution International License (CC BY 4.0). 
http://creativecommons.org/licenses/by/4.0/ 

  
 

1. 引言 

在生活和工作中，人们对同一问题往往会有不同的解决方法，并且会通过多方论证从而得出最佳的

解决方案，例如什么形状的储水罐才能达到用料最省呢？什么季节播种怎样的农作物才能使收成最大

呢？等等诸如此类的问题我们通常称之为优化问题；除此外，优化问题也广泛存在于生产和科研的各个

领域，如机械制造、生产控制、管理科学等等，当人们在生活与生产中遇到这样的优化问题，优化算法

便由此孕育而生。 
差分进化算法(Differential Evolution, DE)是一种基于种群遗传进化的全局优化算法[1]，其主要求解的问

题是实数优化问题，其首次出现的时间是 1995 年，由 Storn 和 Price 提出[2]，属于演化算法的一种。差分进

化算法是一种模拟生物进化的概率模型，在反复进化中，创造和存储适应环境的优质个体。差分进化算法的

基本思想：算法首先在父代种群中随机选择三个个体以执行变异操作之后，变异个体与目标个体做交叉操作

以生成新的子代个体，最终在父代和子代个体中做选择操作，选择满足要求的对象保存至下一代群体中。由

此可看出，差分进化算法的工作步骤基本上与其他进化算法一致，主要包括变异(Mutation)、交叉(Crossover)
和选择(Selection)三种操作；其中变异操作是父代种群中两个对象的随机选择，将其二者做向量差生成差分

矢量加权，并且按照特定的规则和第三个对象求和而产生变异个体；交叉操作是通过将变异对象的参数与所

选目标对象混合来创建试验个体；选择操作是比较试验个体和目标个体的适应度值，取其优者。 
差分进化算法因具有结构简单、容易实现、收敛快速、搜索性能强等特点而被广泛应用在机械设计、

信号处理、人工神经元网络、生物信息、电磁学等各个领域。虽然差分进化算法在很多领域上取得不错

的成效，但是标准的差分进化算法在求解过程中随着进化代数的增加，会使种群的多样性变小，从而面

临早熟收敛和搜索停滞等问题。同时随着科技飞速地发展，优化问题会越发的复杂，计算量将会越来越

大，再使用标准的差分进化算法来求解优化问题会略显吃力。 
因此针对该算法的不足之处，提出一个协方差矩阵与差分进化算法相结合的想法，把差分进化算法

和基于特征向量的交叉算子结合，探索协方差矩阵的特征值和特征向量对算法搜索性能的影响，这对改

进差分进化算法以适应更为复杂的优化问题和满足更高的求解质量有着非常重要的研究意义。 
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2. 国内外研究现状 

差分进化算法具有非常很不错的全局寻优能力，再加上全球也掀起人工智能的浪潮，进化计算作为人工

智能中重要组成模块，因而使得差分进化算法成为进化计算领域的研究热点之一。差分进化算法在工程、数

学、计算机科学和物理这些基础学科研究输出了很多优秀的论文，这些论文占论文总数将近 70%，而其他

所有学科只占了总数的 30%左右。由此可见，差分进化算法研究的领域主要集中在工程和数学应用领域[3]。 
差分进化算法搜索性能改进研究主要针对差分进化算法的两大缺陷来进行：一是搜索停滞问题，即

算法在种群进化过程中，无法继续寻找全局最优解，停止向全局最优解的方向进行进化的现象；二是早

熟收敛问题，即随着种群的进化代数增加，种群多样性减少，导致过早局部最优解的现象。为解决算法

中出现上述的现象，针对差分进化算法的改进主要围绕以下几方面来进行：控制参数设置[4]、变异策略

选择[5]、种群结构和混合优化算法。 
通过阅读文献发现，差分进化算法已拓展至参数动态调整的多目标优化领域。文献[6]提出了 AMODE

算法，是一种基于变异性和交叉率动态调整的改进算法，该改进算法通过进化过程信息设计变异率和交

叉率的动态调整策略，实现算法参数的自适应调整，以致达到了提高算法的全局寻优能力。在 MDADE
算法中，通过动态调整参数值使得算法能够适应种群的不同进化时期，同样达到了提高算法收敛速度的

效果[7]。在 DMSDE 算法中，改进其交叉算子，有效地解决了算法容易陷入局部最优解范围的问题，提

高了算法的收敛速度[8]。 

3. 相关工作 

3.1. 标准差分进化算法 

标准差分进化算法具有结构简单，容易实现，搜索性能强等优点[9]，标准差分进化算法的操作流程

如图 1 所示： 
 

 
Figure 1. Calculation flow chart of standard differential evolution algorithm 
图 1. 标准差分进化算法计算流程图 
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标准差分进化算法主要操作步骤如下[10]： 

3.1.1. 初始化种群 
根据给出的优化问题及条件，建立数学模型，给出差分进化算法和种群初始化的一些参数控制，标

准差分进化算法初始化种群的产生方式如式(1)所示： 

( ) ( ) ( ), , , ,0 0,1L U L
j i j i j i j ix x rand x x= + × −                          (1) 

式(1)中： L
jx 和 U

jx 分别代表第 j 个个体 jx 取值范围即 ,L U
j jx x  ；D 是解空间的维数，NP 代表的是种群的大

小， ( )0,1rand 表示在(0, 1)范围内均匀分布的一个随机数[11]；NP 代表算法的种群信息量的大小，NP 值越

大则意味着种群信息越丰富，导致计算量的增加无助于解决问题；相反，如果 NP 值越小，则会影响种群

多样性，这种限制对算法的全局寻优同样没有帮助，严重会使算法收敛至局部最优解，导致搜索停滞。 

3.1.2. 变异操作 
在标准差分进化算法中还有一个重要的参数：交叉概率 CR [12]，交叉概率的取值为常数；CR 在交

叉操作中扮演着重要的角色，它反映了子代和父代之间的信息交换程度和中间变异体间的信息交换程度

的大小，如式(2)所示： 

( )
( ) ( )
( )

,
,

,

1 , if 0,1 CR or
1

, otherwise
j i rand

j i
j i

v g rand j j
u g

x g

+ ≤ =+ = 


                   (2) 

其中， randj 为 [ ]1,2,3, , D 的随机整数；CR 取值越大，交换信息量的程度就越大；相反，CR 取值越低，

交换信息量的程度也就越低，将会导致种群的多样性迅速减小，不利于算法的全局寻优。 

3.1.3. 选择操作 
在标准差分进化算法中，通过计算父代个体和交叉产生的新个体的适应度，然后比较其大小，选择

适应度较小的个体作为优质个体，进入下一代种群[12]，其选择方式如式(3)所示： 

( )
( ) ( )( ) ( )( )
( )

1 , if 1
1

, otherwise
i i i

i
i

u g f u g f x g
x g

x g

 + + ≤+ = 


                    (3) 

3.2. 协方差矩阵 

首先理解一下协方差的概念，在概率论和统计学中，协方差(Covariance)是用来刻画两个随机变量的

总体误差，反映的是变量之间的二阶统计特性，当协方差是正数时，两个随机变量互为正相关关系，反

之，二者则互为负相关关系；当两个变量是相同的情况下，协方差即为方差，因此方差是协方差的一种

特殊情况。计算两个随机变量 iX 、 jX 的协方差公式如式(4)所示： 

( ) ( )( ) ( )( ),i j i i j jcov X X E X E X X E X= − − 
                       (4) 

而协方差矩阵在统计学与概率论中的定义为，协方差矩阵[13]的每个元素是各个向量元素之间的协方

差。n 维随机变量 ( )T
1 2 3, , , , nX X X X X=  的协方差矩阵定义如式(5)所示： 

( ) ( )
( ) ( )

( ) ( )

1 1 1

,

1

, ,

, ,

n

i j n n

n n n n n

cov X X cov X X
C X c

cov X X cov X X
×

×

 
 = =  
  



  



                 (5) 

其中， ( ), ,i j i jc cov X X= ，显而易见，矩阵 C 是一个对称矩阵；协方差矩阵 C 中的对角线元素表示方差，

非对角线元素表示随机向量 X 的不同分量之间的协方差。 
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3.3. 特征值和特征向量 

不妨设 A 是 n 阶矩阵，如果数 λ 和 n 维非零向量 x 使关系式(6) 
Ax xλ=                                        (6) 

成立，则称数 λ 为矩阵 A 的特征值(Eigenvalues)，非零向量 x 称为 A 的对应于特征值 λ 的特征向量

(Eigenvector)。式(6)可变换成式(7)： 

( ) 0A E xλ− =                                     (7) 

可通过计算式(7)，从而求解矩阵 A 的特征值和特征向量。 

3.4. 向量组的线性组合 

通常情况下，将若干个同维度的列向量 (行向量 )所组成的集合定义为向量组。设有向量组

1 2 3, , , , mα α α α ，有一组实数 1 2 3, , , , mk k k k ，使式(8)成立： 

1 1 2 2 m mk k kβ α α α= + + +                                (8) 

则把向量 β 称为是向量组 1 2 3, , , , mα α α α 的一个线性组合，或者称 β 可由向量组 1 2 3, , , , mα α α α 线

性表示。 
而凸组合是一类特殊的线性组合，同时也是一种非负线性组合；当 0ik ≥ ，并且

1 1ii
n k
=

=∑ ，则把

1 i ii
n kα
=∑ 称为向量组 1 2 3, , , , mα α α α 的一个凸组合(凸线性组合) [14]。 

4. 仿真实验设计 

4.1. 特征值和特征向量引导的差分进化算法 

差分进化算法与遗传算法十分相似，都包括变异、交叉和选择操作，但是差分进化算法又有别于遗

传算法，二者的主要区别在于变异操作上：在遗传算法中的变异操作是通过两个父代个体的交叉而产生

新个体；在差分进化算法中的变异操作则是通过用两个个体的差分矢量与第三个个体求和得出新个体；

因此变异操作是差分进化算法的关键一步。变异操作在构建变异个体的过程中是基于随机性，即参与变

异操作的个体均为种群中的随机个体，如式(9)所示： 

( ) ( ) ( ) ( )( )v :,m x :, r1 F x :, r2 x :, r3= + ∗ −                           (9) 

式(9)中 r1、r2、r3 和 m 均为互不相等的正整数；从引导算法搜索的层面来看，此随机性对算法的引导性

并不是很明确，可能会让算法在寻优过程中多走弯路，所以为算法探寻一个较为准确的搜索方向亦可提

高算法的搜索性能。 
在本文中，提出的特征值和特征向量源于差分算法解群体的协方差矩阵，解群体的协方差矩阵的特

征值和特征向量携带当前搜索种群的所有信息，用其来改变差分算法的初始种群和变异个体的计算规则，

分别为式(10)和式(11)： 

( ) [ ]( )( )x rand D, NP b randi 1,k ,1,1 ,1 Xx= ∗ +                       (10) 

( ) ( ) [ ]( )( )( )v :,m x :, r1 F U :, randi 1,D ,1,1= + ∗                       (11) 

从改变后的计算规则可以看出，计算规则中的 randi()函数使得计算规则仍存在一定的随机性；从

理论角度分析可得知，解群体的协方差矩阵的特征值和特征向量可能会给差分算法带来较为准确的搜

索方向。 

https://doi.org/10.12677/csa.2021.1111272


石宏庆，侯庆 
 

 

DOI: 10.12677/csa.2021.1111272 2687 计算机科学与应用 
 

4.2. 标准差分进化算法计算测试函数 

使用标准差分进化算法分别独立计算 Ackley 函数、Griewank 函数、Rastrigin 函数、Schaffer 函数和

Sphere 函数，其中算法参数种群数量 NP = 50，变量的维度 D = 20，最大进化代数 G = 1000，缩放因子 F 
= 0.6，交叉概率 CR = 0.9。 

算法中有两个关键的取值点再标准差分进化算法中按照如式(12)和式(13)的计算规则取值： 

( ) ( )x rand D, NP Xs Xx Xx= ∗ − +                             (12) 

式(12)中，x 为算法中定义的初始种群。 

( ) ( ) ( ) ( )( )v :,m x :, r1 F x :, r2 x :, r3= + ∗ −                          (13) 

式(13)中， ( )v :,m 为变异操作中产生的变异个体，将会被代入交叉操作产生试验个体，其中 r1 r2 r3 m≠ ≠ ≠ 。 
算法每次计算循环运行 20 次，得出测试函数计算耗时如表 1 所示： 

 
Table 1. Time consuming for standard differential evolution algorithm to calculate test function (unit: s) 
表 1. 标准差分进化算法计算测试函数耗时(单位：s) 

运行次数 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 

Ackley 1.14 0.81 0.46 0.49 0.48 0.45 0.43 0.45 0.44 0.46 

Griewank 1.00 0.50 0.46 0.50 0.48 0.47 0.47 0.44 0.48 0.45 

Rastrigin 1.01 0.48 0.47 0.46 0.51 0.46 0.46 0.46 0.47 0.45 

Schaffer 1.00 0.79 0.42 0.40 0.42 0.41 0.41 0.40 0.40 0.40 

Sphere 1.18 0.44 0.46 0.48 0.45 0.54 0.42 0.46 0.47 0.42 

运行次数 11 12 13 14 15 16 17 18 19 20 

Ackley 0.45 0.45 0.45 0.44 0.50 0.44 0.48 0.44 0.45 0.44 

Griewank 0.47 0.45 0.47 0.45 0.48 0.45 0.47 0.46 0.47 0.46 

Rastr 0.45 0.46 0.45 0.45 0.45 0.46 0.44 0.46 0.45 0.46 

Schaffer 0.40 0.41 0.40 0.42 0.40 0.41 0.41 0.40 0.40 0.41 

Sphere 0.43 0.43 0.43 0.43 0.42 0.43 0.43 0.43 0.43 0.42 

 
表 1 中记录的时间为算法每循环一次的所耗时间。通过观察实验结果得知，标准差分进化算法程序

第一次运行耗时明显偏高，其原因为：算法第一次运行，算法中变量需要赋值及计算，而随后的算法循

环计算是在不清除前一次变量以及其值的情况下进行的，所以算法第一次运行耗时会高于其他次，但这

并不影响后续算法改进研究。保存标准差分进化算法计算测试函数耗时，是为了与后续算法改进后的计

算耗时作对比。 

4.3. 整体观察特征值和特征向量对差分进化算法的影响 

在其他实验环境不变的情况下，引入协方差矩阵，从而得出特征值和特征向量，用于改进标准差分

进化算法中的初始种群和变异个体的计算规则。改进后差分进化算法的初始值和变异个体的计算规则如

式(14)所示： 

( ) [ ]( )( )x rand D, NP b randi 1,k ,1,1 ,1 Xx= ∗ +                         (14) 
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式(14)中，b 是特征值收纳的一个矩阵，从 b 中随机选取一个特征值代替掉变量上下限差值 ( )Xs Xx− ，

如式(15)所示： 

( ) ( ) [ ]( )( )( )v :,m x :, r1 F U :, randi 1,D ,1,1= + ∗                          (15) 

式(15)中，U 为特征向量组成的矩阵，从 U 中随机选取一个特征向量代替种群中两个随机个体产生的矢

量差 ( ) ( )x :, r2 x :, r3− 。 
而在协方差矩阵的选取有两种方式： 
Method 1：在 0~1 范围内随机生成 NP 行 D 列的矩阵，然后计算此矩阵的协方差矩阵，最后代入程

序中计算其特征值和特征向量，此方法在一定程度上能够保持种群的多样。 
Method 2：使用标准差分进化算法计算目标函数时得出的解群体组成的矩阵，计算其协方差矩阵，

然后代入程序进行计算。 
分别将两种方式代入算法程序进行计算测试函数，算法每次计算循环运行 20 次，取其平均值，将其

计算结果作比较分析，如图 2 所示。 
在图 2 中，红色曲线和蓝色曲线分别表示 Method 1 和 Method 2 对应的计算结果。观察实验结果，

在 Ackley 和 Rastrigin 函数中，Method 2 的收敛速度比 Method 1 的收敛速度快，并且在同样的进化次数

内，Method 2 能够收敛到比 Method 1 收敛到的局部最优解更好。Schaffer 函数则相反，Method 1 的收敛 
 

  
(a) Ackley 函数                                    (b) Griewank 函数 

  
(c) Rastrigin 函数                                   (d) Schaffer 函数 
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(e) Sphere 函数 

Figure 2. Convergence curves calculated in two methods 
图 2. 两种方式计算的收敛曲线 

 
速度相比于 Method 2 更快，收敛趋势也比 Method 2 的收敛趋势更乐观。在 Griewank 函数中，进化次数

在 200 次前，Method 2 具有更好的收敛能力，但其容易陷入局部最优解，在进化次数为 600 次后，收敛

效果不如 Method 1。Sphere 函数的两条收敛曲线呈现出相似的曲线形状，但 Method 1 的收敛速度优于

Method 2。 
再把两种方式对算法运算耗时曲线作比较，分析两种方式对算法运算耗时的结果，如图 3 所示： 
观察图 3 中的实验结果，发现两条曲线有多次相交，且波动幅度较小，说明两种方式对算法运算耗

时相近。 
通过实验比较矩阵取值的两种方式，Griewank、Schaffer 和 Sphere 函数使用 Method 1 更适合算法

寻优，因为使用 Method 1 的收敛速度以及曲线收敛趋势比 Method 2 更佳，同时两种方式对算法运算

耗时相差较小，因此在后续仿真实验中，计算 Griewank、Schaffer 和 Sphere 函数时采用 Method 1，即

在 0~1 范围内随机生成 NP 行 D 列的矩阵用于生成协方差矩阵。而 Ackley 和 Rastrigin 函数则与其他

三个优化测试函数不同，使用 Method 2 更有利于差分进化算法计算 Ackley 和 Rastrigin 函数，因此在

后续仿真实验中，计算 Ackley 和 Rastrigin 函数时采用 Method 2，即解群体组成的矩阵用来计算协方

差矩阵。 
 

   
(a) Ackley 函数                                    (b) Griewank 函数 
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(c) Rastrigin 函数                                   (d) Schaffer 函数 

 
(e) Sphere 函数 

Figure 3. Computation time of the two methods 
图 3. 两种方式的计算耗时 

4.4. 使用控制变量法探索特征值和特征向量对算法搜索性能的影响 

控制变量法是在蒙特卡洛方法中用于减少方差的一种技术方法，把多个因素影响的待解决的问题变成多

个单一因素影响的问题；在研究和解决问题时，对影响事物变化规律的因素加以人为控制，只改变其中的某

个因素，而控制其余的因素不变，从而研究被改变的因素对事物的影响，分别加以研究，再综合分析，最终

解决所研究的问题，控制变量法是科学探究中的重要思想方法，被广泛地运用在各个领域的科研实验中。 
在本文研究中，使用控制变量法来研究特征值和特征向量对算法的影响。 

4.4.1. 控制变异个体遵循标准差分进化算法的计算规则 
首先控制变异个体的计算规则按照标准的差分进化算法的计算规则来计算，让初始值的计算规则按

照使用特征值改进的计算规则来计算，控制特征值的取值来探索协方差矩阵的特征值对算法搜索性能的

影响。在标准差分进化算法的程序上做稍些改动，参数设置保留与标准算法一样，把初始值计算规则中

的变量上下限差替换成协方差矩阵的特征值，如式(12)所示，此特征值是从特征值矩阵中随机选取的一个

值，然后作图与标准的差分进化算法做比较，分析特征值对算法搜索性能的影响。 
按照上述步骤调试程序，独立测试函数，输出使用特征值改进后的差分进化算法和标准差分进化算

法计算得出的函数收敛曲线，如图 4 所示： 
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(a) Ackley 函数                                    (b) Griewank 函数 

   
(c) Rastrigin 函数                                   (d) Schaffer 函数 

 
(e) Sphere 函数 

Figure 4. Convergence curve of improved eigenvalue algorithm 
图 4. 特征值改进算法的收敛曲线 

 
在图 4 中，红色曲线和蓝色曲线分别表示标准的差分进化算法和特征值改进后的差分进化算法对应

的计算结果。观察实验结果，使用特征值改进后的差分进化算法在计算测试函数过程中，均提高了函数
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收敛初始值，收敛速度也相较于使用标准差分进化算法的收敛速度慢，且易使算法陷入局部最优解。因

此，使用特征值改进的差分进化算法未能有效地提高算法搜索性能。 
再把使用特征值改进后的差分进化算法和标准差分进化算法运算的耗时作比较，如图 5 所示： 

 

   
(a) Ackley 函数                                    (b) Griewank 函数 

   
(c) Rastrigin 函数                                    (d) Schaffer 函数 

 
(e) Sphere 函数 

Figure 5. Computation time of improved eigenvalue algorithm 
图 5. 特征值改进算法的计算耗时 
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观察图 5 中的实验结果，发现两条曲线有多次相交，且波动幅度较小，说明两个算法在运算时的耗

时相近，同时也说明特征值对差分进化算法的运算耗时影响较小。 
根据上述实验分析，可得出结论如下：按照特征值代替变量上下限差值 ( )Xs Xx− 的计算规则来计算

初始种群，不仅会使差分进化算法进入更大的局部最优解范围，陷入早熟收敛问题，而且还降低了差分

进化算法的收敛速度，因此特征值的此计算规则未能有效地提高差分进化算法的搜索性能。 

4.4.2. 控制初始种群遵循标准差分进化算法的计算规则 
接下来研究的是协方差矩阵的特征向量对算法搜索性能的影响，让初始种群的计算规则遵循标准差

分进化算法的初始种群的计算规则，而变异个体的计算规则使用特征向量来加以改进。算法中的参数保

持跟标准差分进化算法的参数设置一样，变异个体的计算规则稍作改变，如式(13)所示，从特征向量矩阵

中随机抽取一个特征向量代替父代个体中随机选取的两个个体的向量差，研究其对算法搜索性能的影响。 
按照上述步骤调试程序，独立测试函数，输出使用特征向量改进后的差分进化算法和标准差分进化

算法计算得出的函数收敛曲线，如图 6 所示： 
在图 6 中，红色曲线和蓝色曲线分别表示标准的差分进化算法和特征向量改进后的差分进化算法对

应的计算结果。观察实验结果，在 Ackley、Griewank、Schaffer 和 Sphere 函数收敛曲线中，刚开始进化

时，使用特征向量改进过后的差分进化算法收敛速度明显比标准差分进化算法的收敛速度快，但随着进

化次数的增加，函数收敛速度变慢，未能在进化范围内收敛至全局最优解。而在 Rastrigin 函数收敛曲线 
 

   
(a) Ackley 函数                                    (b) Griewank 函数 

   
(c) Rastrigin 函数                                    (d) Schaffer 函数 
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(e) Sphere 函数 

Figure 6. Convergence curve of improved eigenvector algorithm 
图 6. 特征向量改进算法的收敛曲线 

 
中，使用特征向量改进后的差分进化算法寻找全局最优解的效果明显优于标准差分进化算法的寻优效果，

不仅在收敛速度上，还是函数收敛曲线向下的收敛趋势上，均起到改进的效果。 
再把使用特征向量改进后的差分进化算法和标准差分进化算法运算的耗时作比较，如图 7 所示： 

 

   
(a) Ackley 函数                                    (b) Griewank 函数 

   
(c) Rastrigin 函数                                    (d) Schaffer 函数 
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(e) Sphere 函数 

Figure 7. The computation time of improved eigenvector algorithm 
图 7. 特征向量改进算法的计算耗时 
 

观察图 7 中的实验结果，发现两条曲线相交向前，与使用特征值改进算法实验结果相似，使用特征

向量改进的差分进化算法对运算耗时影响较小。 
考虑到随机选取特征向量代入变异个体的计算规则计算得出的函数收敛曲线后半段收敛速度减慢的

现象，可能是算法在寻优过程中，随着进化次数的增加，导致种群多样性的迅速降低，使得种群中的个

体相识度较高，从而使得算法在寻优过程中难度增加，以致于收敛速度变慢。现提出一个想法，从特征

向量的矩阵中随机选取三个特征向量，分别代入变异个体的计算规则，得出三个变异个体，然后将这三

个变异个体进行凸组合，得到一个最终代入交叉操作的变异个体，以这样的线性组合方式提高变异个体

的多样性，从而提高算法中的种群多样性。由于凸组合对系数的要求是非负实数且所以系数之和等于 1，
所以在算法程序中如式(16)和式(17)定义凸组合的系数： 

( )iw rand=                                     (16) 

3

1
i i i

i
ww w w

=

= ∑                                    (17) 

其中， 1,2,3i = ， iww 为凸组合的系数。按照上述想法，分别独立计算测试函数，输出随机选取单个特征向

量(非凸组合)改进的差分进化算法和凸组合改进的差分进化算法计算得出的函数收敛曲线，如图 8 所示： 
 

   
(a) Ackley 函数                                    (b) Griewank 函数 
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(c) Rastrigin 函数                                    (d) Schaffer 函数 

 
(e) Sphere 函数 

Figure 8. Convergence curves of non convex combination and convex combination improved algorithms 
图 8. 非凸组合和凸组合改进算法的收敛曲线 
 

在图 8 中，红色曲线和蓝色曲线分别表示随机选取单个特征向量(非凸组合)改进的差分进化算法和凸

组合改进的差分进化算法对应的计算结果。观察实验结果，在 Ackley、Griewank、Rastrigin 和 Schaffer
函数收敛曲线中，使用随机选取单个特征向量(非凸组合)改进的差分进化算法收敛速度及收敛效果优于使

用凸组合改进的差分进化算法；在 Sphere 函数收敛曲线中，在刚开始进化中，使用凸组合改进的差分进

化算法收敛速度及收敛效果优于使用随机选取单个特征向量(非凸组合)改进的差分进化算法，但随着迭代

次数的增加，使用随机选取单个特征向量(非凸组合)改进的差分进化算法收敛速度反超使用凸组合改进的

差分进化算法，且保持良好的收敛趋势。通过实验证明，采用凸组合改进的差分进化算法未能解决函数

收敛曲线后半段收敛速度减慢的问题。 
再把随机选取单个特征向量(非凸组合)改进的差分进化算法和凸组合改进的差分进化算法的运算耗

时作比较分析，如图 9 所示： 
观察图 9，蓝色曲线均高于红色曲线，说明使用凸组合改进的差分进化算法在计算目标函数时需要

耗费更多的时间。 
根据设计仿真实验，探究了协方差矩阵的特征向量对算法搜索性能的影响，协方差矩阵的特征向量

主要用于改变变异个体的计算规则。在“控制初始种群遵循标准差分进化算法的计算规则”的仿真实验

中，涉及到特征向量改变变异个体的两种方式，一种是从特征向量矩阵中随机选取一个特征向量代替父
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代个体中随机选取的两个个体的向量差，另一种是随机选取三个特征向量计算变异个体，然后把三个变

异个体进行凸组合。两种方式在一定程度上均能提高差分进化算法寻优时的收敛速度，但同样也存在不

足之处，就是随着进化次数的增加，算法寻优的收敛速度迅速降低，且未能在进化范围内收敛至全局最

优解；另外采用凸组合改变变异个体的方式，使得算法在运算时的耗时增加。 
 

   
(a) Ackley 函数                                    (b) Griewank 函数 

   
(c) Rastrigin 函数                                    (d) Schaffer 函数 

 
(e) Sphere 函数 

Figure 9. The computation time of non convex combination and convex combination improved algorithms 
图 9. 非凸组合和凸组合改进算法的计算耗时 
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5. 实验结果分析 

通过仿真实验发现，使用特征值代替变量上下限差值 ( )Xs Xx− 改变初始种群的计算规则，不仅会使

差分进化算法在计算目标函数时进入更大的局部最优解范围，容易陷入早熟收敛问题，而且还降低差分

进化算法全局寻优的收敛速度，因此使用特征值代替变量上下限差值 ( )Xs Xx− 改变初始种群的计算规则

未能有效地提高差分进化算法的搜索性能。 
在探究协方差矩阵的特征向量对算法搜索性能影响的实验中，从特征向量矩阵中随机选取一个特征

向量代替父代个体中随机选取两个个体的向量差的改进想法在计算 Ackley、Griewank、Schaffer 和 Sphere
函数中，进化初期，目标函数的收敛速度相比于标准差分进化算法的收敛速度有明显提高，但随着进化

次数增加，使得种群多样性迅速降低，种群中个体相似度提高，从而使得目标函数的收敛速度锐减，以

致于算法不能在进化范围内收敛至全局最优解；而在计算 Rastrigin 函数中，改进算法寻优效果优于标准

差分进化算法，其收敛速度比标准差分进化算法寻优的收敛速度快，且在进化范围内寻找到的局部最优

解也优于标准差分进化算法寻到的局部最优解。但此改进想法在计算目标函数全局最优解过程中，暴露

出进化后半程收敛速度锐减的问题，原因是差分进化算法在寻优过程中，随着进化代数的增加，会使种

群多样性降低，种群中的个体相似度提高，会让算法过早的收敛至局部极小值，或者会令算法搜索停滞。

因此提出凸组合改进变异个体计算规则的想法。 
使用凸组合改进变异个体的计算规则，通过增加变异个体的随机性、多样性，试图以此降低种群的

多样性在算法寻优过程中降低的速度。但通过仿真实验发现，除在 Sphere 函数的进化初期的收敛速度有

所提高外，其他 4 个测试函数均未达到提高收敛速度和收敛效果的作用，且凸组合改进的差分进化算法

在计算目标函数时需要耗费更多的时间。因此凸组合改进变异个体计算规则的想法未能解决算法在进化

后半程收敛速度锐减的问题。 
整体来说，本文中提出的特征值改进差分进化算法的想法未能有效地提高差分进化算法的搜索性能，

反而起到反作用；使用特征向量改进差分进化算法的想法虽未能在仿真实验的进化代数收敛至全局最优

解，但在一定程度提高了差分进化算法的收敛速度，在算法寻优初期也能正确的引导算法进行搜索，但

随着进化代数的增加，仍存在收敛速度降低使得算法过早收敛的问题。 

6. 结语 

本文使用协方差矩阵和差分进化算法结合的想法，试图通过改变初始种群和变异个体的计算规则来

提高算法的搜索性能；通过仿真实验发现，虽在一定程度上对算法搜索性能有所提高，但算法仍容易陷

入局部最优，从而过早收敛。 
下一步，在差分进化算法改进过程中，将持续优化初始种群的计算规则，使用差异性较大的元素组

成的矩阵用以生成协方差矩阵；除此外，也同时考虑提高种群多样性问题，尝试在算法参数设置中提高

种群的数量和控制交叉概率和缩放因子的取值或者是改变变异个体的计算规则来影响种群的多样性；另

外，将尝试多种群的差分进化算法，通过增强种群间个体的差异性。 
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