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Abstract 
A series of traveling waves of q-deformation hyperbolic function, q-deformation trigonometric 
function, hyperbolic function and trigonometric function for BLP nonlinear system are investi-
gated. The relationship is found between various dynamical behavior of BLP system and multiple 
parameters based on confined Riccati equation. Predicting variation of the behavior of nonlinear 
system using variation of these parameters is proposed. Idea to control dynamical behavior of 
nonlinear system by means of changing parameters is given. 
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摘  要 

Boiti-Leon-Pempinelli (BLP)非线性系统的许多 q 形变双曲函数、 q 形变三角函数、双曲函数和三角函
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数形式行波解被研究。研究表明在Riccati方程条件下，BLP系统不同的动力行为与被约束Riccati方程的

多个参量之间存在着联系。为此，提出借助这些参量来预报非线性系统行为变化规律，和利用改变参量

的方法实现对非线性系统的动力学行为控制的思想。 
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1. 引言 

在物理学、光学、力学、工程技术等领域，非线性系统被广泛用于描述各种自然现象和动力学规律，

对非线性系统解析解的研究成为人们研究非线性系统动力学行为的一种重要手段和方法。许多求解非线

性偏微分方程解析解的方法被不断地提出和发展，如形变映射法[1]、Cole-Hopf变换法[2]、拓展tanh函数

法[3]、进一步拓展tanh函数法[4]、Riccati方程映射法[5]、有理函数方法[6]、Riccati方程展开法[7]、多 Riccati
方程有理数展开法[8]、多Riccati方程有理函数指数法[9]，等等。 

(2 + 1)维Boiti-Leon-Pempinelli (BLP)非线性系统 

( )2 2 ,

2 ,

ty x xxxxy

t xx x

u u u v

v v uv

= − +

= +
                                 (1) 

被广泛地用于研究原子物理、分子物理、粒子物理领域的一些实际问题。许多研究者用多种方法获

得了BLP非线性系统不同类型丰富的解析解[10] [11] [12] [13] [14]，这些形式完全不相同的解析解之间是

否存在相互联系？目前还没有这方面相关的进展。 
这篇论文研究了在Riccati方程约束条件下，BLP非线性系统的一些 q 形变双曲函数、q 形变三角函数、

双曲函数或三角函数形式的行波解。结果发现这些不同形式的行波解之间存在着相互联系，并非是独立

的。通过改变Riccati方程的参量，能使这些 q 形变双曲函数、q 形变三角函数、双曲函数或三角函数形式

行波解之间相互转化。基于这些结果，本论文提出利用参量的变化规律来预测BLP非线性系统的动力学

行为的变化规律，借助改变参量实现对非线性系统动力学行为控制的思想。 

2. 带多个任意参量的 BLP 非线性系统的有理指数解 

为了揭示出对受 Riccati 方程约束的 BLP 非线性系统的 q 形变双曲函数、q 形变三角函数、双曲函数

或三角函数形式行波解之间内在的联系。首先必须设法能将这些不同形式的行波解统一起来。其解决方

案是寻找(2 + 1)维 BLP 系统带多个任意参量统一的有理指数解。其方法如下： 
对 BLP 系统作以下变换 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ), , , , , ,u x y t u v x y t v m x ly tξ ξ ξ λ= = = + +                   (2) 

即把方程(2)代入方程(1)中，简化后可得到： 

( )2 2 2 3

2

2 0,

2 0.

m l u m l u mu m v

m v m v muv
ξ ξ

ξ ξξ ξ

λ

λ

+ − + =

+ + =
                           (3) 
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设方程(3)有下列拟解： 

( ) ( )
( ) ( )

0 1

0 1

u a a f

v b b f

ξ ξ

ξ ξ

= +

= +
                                  (4) 

其中 0 0 1 1, , ,a b a b 是待定常数，函数 ( )f x 满足 Riccati 方程： 

( ) ( )( )2d
0,

d
f

k q p f
ξ

ξ
ξ

− − =                               (5) 

其中 , ,p q k 都是常数。方程(5)有下列带多任意参量的有理指数解[6]： 

( )
( )
( )

1 1 1

1 1 1

e
,

e

A A A
f

B A A

ξ

ξ
ξ −

−

+
=

−
                                 (6) 

其中 1 1 1, , ,A A B q− 为任意常量， 2k pq= ± − 。 
把方程(4)~(5)代入方程(3)，然后令结果方程中 ( )0,1, 2, ; 0,1t sf f t s′ = = 的所有系数为零，得到一组

的关于 0 0 1 1, , , , , ,a b a b m l λ的代数方程组。求解这组代数方程，可得： 

0 1 1, , , , 2
2 2 2
m m p lm pa a b m k pq

q q
λ= ± = − = − = = ± −                (7) 

其中 1 1 1 0, , , , , , ,A A B m l b q p− 是任意常量。 
把方程(7)连同方程(6)代入方程(4)，化简得到方程(1)有下列有理指数函数解： 

( )
( )
( )

( )
( )
( )

1 1 1

1 1 1

1 1 1
0

1 1 1

e
,

2 2 e

e
,

2 e

A A Am m pu
q B A A

A A Alm pv b
q B A A

ξ

ξ

ξ

ξ

ξ

ξ

−

−

−

−

+
= ± − ⋅

−

+
= − ⋅

−





                            (8) 

其中 ( )m x ly mtξ = +  ，而 1 1 1 0, , , , , , ,A A B m l b q p− 是任意常量， 2k pq= ± − 。需要指出的是，若 1k = ，方

程(8)是方程(1)的解；若 1k ≠ 时，需要对方程(8)等式右边所有的ξ ，作 kξ ξ= 变换后才是方程(1)的解。 

3. BLP 非线性系统不同的动力学行为及控制方法 

方程(8)是 BLP 非线性系统带多个任意参量的有理指数函数解，对这些任意参量赋予某些确定的值和

对方程(8)中的ξ 作 kξ ξ= 变换后，能够写出 BLP 系统已知的 q 形变双曲函数、 q 形变三角函数、双曲函

数、三角函数形式的行波解，获得 BLP 系统丰富的动力学行为。 

(1) 设 ( )2
1 1 1

1 11, 1, i i 1 , ,
2 2

A B A q p−= = = ± = − = ± =  ，那么 1k = ± 。取 1k = ，方程(8)变成 

( )
( )
( ) ( ) ( )( )

( )
( )
( ) ( ) ( )( )0 0

e i
tanh isech ,

2 2 2 2e i

e i
tanh isech ;

2 2e i

m m p m mu
q

lm p lmv b b
q

ξ

ξ

ξ

ξ

ξ ξ ξ

ξ ξ ξ

±
= ± − ⋅ = ± ±

±
= − ⋅ = ±

 



 



                  (9) 

(2) 设 1 1 1
1 11, 1, 1, ,
2 2

A B A q p−= = = ± = ± =  ，那么 1k = ± 。取 1k = ，方程(8)变成 
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( )
( )
( ) ( ) ( )( )

( )
( )
( ) ( ) ( )( )0 0

e 1
coth csch ,

2 2 2 2e 1

e 1
coth csch ;

2 2e 1

m m p m mu
q

lm p lmv b b
q

ξ

ξ

ξ

ξ

ξ ξ ξ

ξ ξ ξ

±
= ± − ⋅ = ± ±

±
= − ⋅ = ±

 



 



              (10) 

(3) 设 1 1 1
1 11, i, i, ,
2 2

A B A q p−= = = = ± = ± ，那么 ik = ± 。取 ik = ，做 iξ ξ= 变换，方程(8)变成 

( ) ( )
( )
( ) ( ) ( )( )

( ) ( )
( )
( ) ( ) ( )( )

i

i

i

0 0i

e i ii sec tan ,
2 2 2 2e i

e i ii sec tan ;
2 2e i

m m p m mu
q

lm p lmv b b
q

ξ

ξ

ξ

ξ

ξ ξ ξ

ξ ξ ξ

= ± − ⋅ − ⋅ = ± ±
±

= − ⋅ − ⋅ = ±
±



 



 

            (11) 

(4) 设 1 1 1
1 11, i, 1, ,
2 2

A B A q p−= = − = = ± = ± ，那么 ik = ± 。取 ik = ，做 iξ ξ= 变换，方程(8)变成 

( )
( )
( ) ( ) ( )( )

( )
( )
( ) ( ) ( )( )

i

i

i

0 0i

e 1 ii cot csc ,
2 2 2 2e 1

e 1 ii cot csc ;
2 2e 1

m m p m mu
q

lm p lmv b b
q

ξ

ξ

ξ

ξ

ξ ξ ξ

ξ ξ ξ

±
= ± − ⋅ ⋅ = ± ±

±
= − ⋅ ⋅ = ±

 



 



              (12) 

(5) 设 1 1 11, 1, i, 1, 1A B A q p−= = = − = ± =  ，那么 2k = ± 。取 2k = ，做 2ξ ξ= 变换，方程(8)变成 

( )
( )
( ) ( )

( )
( )
( ) ( )

2

2

2

0 02

e i
tanh ,

2 2 2 2e i

e i
tanh ;

2 2e i

m m p m mu
q

lm p lmv b b
q

ξ

ξ

ξ

ξ

ξ ξ

ξ ξ

−
= ± − ⋅ = ±

+

−
= − ⋅ =

+

 

 

                   (13) 

(6) 设 1 1 11, 1, i, 1, 1A B A q p−= = = = ± =  ，那么 2k = ± 。取 2k = ，做 2ξ ξ= 变换，方程(8)变成 

( )
( )
( ) ( )

( )
( )
( ) ( )

2

2

2

0 02

e i
coth ,

2 2 2 2e i

e i
coth ;

2 2e i

m m p m mu
q

lm p lmv b b
q

ξ

ξ

ξ

ξ

ξ ξ

ξ ξ

+
= ± − ⋅ = ±

−

+
= − ⋅ =

−

 

 

                   (14) 

(7) 设 1 1 11, i, 1, 1, 1A B A q p−= = = − = ± = ± ，那么 2ik = ± 。取 2ik = ，做 2iξ ξ= − 变换，方程(8)变成 

( ) ( )
( )
( ) ( )

( ) ( )
( )
( ) ( )

2i

2i

2i

0 02i

e 1 ii tan ,
2 2 2 2e +1

e 1 ii tan ;
2 2e +1

m m p m mu
q

lm p lmv b b
q

ξ

ξ

ξ

ξ

ξ ξ

ξ ξ

−
= ± − ⋅ − ⋅ = ±

−
= − ⋅ − ⋅ =

 

 

                (15) 

(8) 设 1 1 11, i, 1, 1, 1A B A q p−= = − = = ± = ± ，那么 2ik = ± 。取 2ik = ，做 2iξ ξ= − 变换，方程(8)变成 
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( )
( )
( ) ( )

( )
( )
( ) ( )

2i

2i

2i

0 02i

e 1 ii cot ,
2 2 2 2e 1

e 1 ii cot ;
2 2e 1

m m p m mu
q

lm p lmv b b
q

ξ

ξ

ξ

ξ

ξ ξ

ξ ξ

+
= ± − ⋅ ⋅ = ±

−

+
= − ⋅ ⋅ =

−

 

 

                    (16) 

(9) 设 1 1 11, , 1, 0, 1
q

A B A q p
q −

−
= = − = − < = ，那么 2k q= ± − ，取 2k q= − ，做 2 qξ ξ= − 变换方程

(8)变成 

( ) ( ) ( )
( ) ( )

( ) ( ) ( )
( ) ( )

2

2

2

0 02

e 11 tanh ,
2 2 2 2e 1

e 11 tanh ;
2 2e 1

q

q

q

q

m m m mu q q
q

lm lmv b q b q
q

ξ

ξ

ξ

ξ

ξ ξ

ξ ξ

−

−

−

−

−
= ± − ⋅ − − ⋅ = ± ± −

+

−
= − ⋅ − − ⋅ = ± −

+





             (17) 

(10) 设 1 1 11, , 1, 0, 1
q

A B A q p
q −

−
= = − = < = ，那么 2k q= ± − ，取 2k q= − ，做 2 qξ ξ= − 变换方程

(8)变成 

( ) ( ) ( )
( ) ( )

( ) ( ) ( )
( ) ( )

2

2

2

0 02

e 11 coth ,
2 2 2 2e 1

e 11 coth ;
2 2e 1

q

q

q

q

m m m mu q q
q

m lmv b q b q
q

ξ

ξ

ξ

ξ

ξ ξ

ξ ξ

−

−

−

−

+
= ± − ⋅ − − ⋅ = ± ± −

−

+
= − ⋅ − − ⋅ = ± −

−





             (18) 

(11) 设 1 1 11, i , 1, 0, 1
q

A B A q p
q −= = = − > = ，那么 2ik q= ± ，取 2ik q= ，做 2i qξ ξ= 变换方程(8)

变成 

( ) ( ) ( )
( ) ( )

( ) ( ) ( )
( ) ( )

2i

2i

2i

0 02i

e 11 ii tan ,
2 2 2 2e 1

e 11 ii tan ;
2 2e 1

q

q

q

q

m m m mu q q
q

lm lmv b q b q
q

ξ

ξ

ξ

ξ

ξ ξ

ξ ξ

−
= ± − ⋅ ⋅ = ±

+

−
= − ⋅ ⋅ = +

+

 

 

                (19) 

(12) 设 1 1 11, , 1, 0, 1
i
q

A B A q p
q −= = = > = ，那么 2ik q= ± ，取 2ik q= ，做 2i qξ ξ= 变换方程(8)

变成 

( ) ( ) ( )
( ) ( )

( ) ( ) ( )
( ) ( )

2i

2i

2i

0 02i

e 11 ii cot ,
2 2 2 2e 1

e 11 ii cot ;
2 2e 1

q

q

q

q

m m m mu q q
q

lm lmv b q b q
q

ξ

ξ

ξ

ξ

ξ ξ

ξ ξ

+
= ± − ⋅ − ⋅ = ± ±

−

+
= − ⋅ − ⋅ = ±

−





              (20) 
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(13) 设 1 1 1
1 11, , ,A B A q p
q q−= = = − = − ，那么 2k = ± ，取 2k = ，做 2ξ ξ= 变换方程(8)变成 

( )
( )
( ) ( )

( )
( )
( ) ( )

2

2

2

0 02

e1 tanh ,
2 2 2 2e

e1 tanh ;
2 2e

q

q

qm m q m mu q
q q

qlm q lmv b q b
q q

ξ

ξ

ξ

ξ

ξ ξ

ξ ξ

−
= ± ⋅ ⋅ = ±

+

−
= ⋅ ⋅ =

+

 

 

                    (21) 

(14) 设 1 1 1
1 11, , ,A B A q p
q q−= = = = − ，那么 2k = ± ，取 2k = ，做 2ξ ξ= 变换方程(8)变成 

( )
( )
( ) ( )

( )
( )
( ) ( )

2

2

2

0 02

e1 coth ,
2 2 2 2e

e1 coth ;
2 2e

q

q

qm m q m mu q
q q

qlm q lmv b q b
q q

ξ

ξ

ξ

ξ

ξ ξ

ξ ξ

+
= ± ⋅ ⋅ = ±

−

+
= ⋅ ⋅ =

−

 

 

                   (22) 

(15) 设 1 1 1
1 11, i , ,A B A q p
q q−= = = − = ，那么 2ik = ± ，取 2ik = ，做 2iξ ξ= 变换方程(8)变成 

( ) ( )
( )
( ) ( )

( ) ( )
( )
( ) ( )

2i

2i

2i

0 02i

e1 ii tan ,
2 2 2 2e

e1 ii tan ;
2 2e

q

q

qm m q m mu q
q q

qm q lmv b q b
q q

ξ

ξ

ξ

ξ

ξ ξ

ξ ξ

−
= ± − ⋅ − ⋅ = ±

+

−
= − ⋅ − ⋅ =

+

 

 

                 (23) 

(16) 设 1 1 1
1 11, i , ,A B A q p
q q−= = − = = ，那么 2ik = ± ，取 2ik = ，做 2iξ ξ= 变换方程(8)变成 

( ) ( )
( )
( ) ( )

( ) ( )
( )
( ) ( )

2i

2i

2i

0 02i

e1 ii cot ,
2 2 2 2e

e1 ii cot ;
2 2e

q

q

qm m q m mu q
q q

qlm q lmv b q b
q q

ξ

ξ

ξ

ξ

ξ ξ

ξ ξ

+
= ± − ⋅ ⋅ = ± ±

−

+
= − ⋅ ⋅ = ±

−





                  (24) 

其中 ( )m x ly mtξ = + ± ，而 0, , , ,m l b p q 是任意常量。 
方程(9)~(24)仅是参量 1 1 1, , , ,A B A p q− 取某些特定值，从方程(8)获得具有 q 形变双曲函数、q 形变三角

函数、双曲函数或三角函数形式的 BLP 非线性系统的行波解。显然它们都是方程(8)的特解，这些解尽管

形式不相同，好像彼此不相干，实际上它们是通过方程(8)中的参量 1 1 1, , , ,A B A p q− 联系在一起。由于参量

1 1 1, , , ,A B A p q− 是任意常量，从理论上来说方程(8)能得到无限多的 BLP 非线性系统的行波解，表示 BLP
非线性系统具有无限多不相同的动力行为。这些行为中绝大部分是无法用 q 形变双曲函数、 q 形变三角

函数、双曲函数或三角函数形式表示的行波解，只能写成有理指数函数形式的行波解。由于这些 BLP 非

线性系统的行波解，都是被参量 1 1 1, , , ,A B A p q− 联系在一起，因此，掌握了这些参量的变化规律，我们就

能预测 BLP 非线性系统行为的变化规律。例如：当约束方程参量满足 1, 1p q= − = ，内部参量

1 1 11, 1, iA B A−= = = − 时，我们能预测 BLP 非线性能产生冲击波。 
另一方面，如果想要控制 BLP 非线性系统动力学行为，只要控制好与之相对应的参量 1 1 1, , , ,A B A p q−
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值就可实现。并可通过参量 1 1 1, , , ,A B A p q− 数值的变化，实现 BLP 非线性系统在不同行为之间的转化。例

如：需要减弱或削除冲击波对 BLP 非线性产生的影响，可以借助方程(8)，通过改变约束参量 ,p q 和内部

参量 1 1 1, ,A B A− 的方法，削弱冲击波的幅度，或将其转化为其它种类的行波。 

4. 结论 

本论文构造了一个广义的 Riccati 方程，并获得该方程归一化的带多参量的有理解数函数解，利用这

个广义的 Riccati 方程和这个归一化的有理解数函数解，求得了(2 + 1)维 Boiti-Leon-Pempinelli 非线性系统

广义的有理指数函数解。借助这个解中包含的多个参量和一个简单的自变量变换方法，就能获得 BLP 非

线性系统丰富的行波解，包括 q 形变双曲函数、 q 形变三角函数、双曲函数、三角函数和有理指数函数

形式的行波解。一个重要的应用是，可借助 BLP 非线性系统解析解中包含的多个参量，来预测 BLP 非线

性系统动力行为变化规律，以及通过控制参量变化的方法，实现对 BLP 非线性系统动力行为的控制。 
本论文给出了在广义的 Riccati 方程约束条件下 BLP 非线性系统带有多参量的有理解数函数解，揭示

出这个解包含丰富的动力行为。但对于 BLP 非线性系统某个具体的动力行为，哪些参量是影响其行为的

主要因素？对于 BLP 非线性系统不同的动力行为，这些参量对其行为影响的地位是否会发生变化？存在

着什么的规律？这些问题有待于进一步研究。 
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