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Abstract 

In this paper, we are to give a detailed study of synchronization in some generalized difference 
equations by means of nonlinear feedback control. Numerical simulation gives a solid confirma-
tion of our analysis and the synchronized regions related to the control strengthen parameters are 
to be depicted in details. 
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摘  要 

分数阶差分方程的混沌同步研究是近年来的热点问题，本文基于非线性控制方法建立了一类混沌映射同

步的判别准则，给出数值模拟结果，验证了理论分析的准确性，并推广了已有文献结果。 
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1. 引言 

基于 Huber [1] 1989 年混沌控制及 Pecora and Carroll [2] 1990 年混沌同步的开创性工作，混沌控制与

同步吸引了大量系统理论研究工作者的广泛兴趣和关注。控制问题重点研究混沌吸引子的稳定化(使之呈

现周期运动或静止状态)，而同步可视为特殊的控制问题，当今研究核心在于跟踪特定的混沌运动，并使

两类混沌系统达到运动的一致性。研究方法表现为线性控制技术与非线性控制技术[3]。本文运用非线性

反馈方法研究了一类分数阶混沌差分方程的同步问题。 

2. 系统模型 

本文考虑如下差分方程 
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当 1v =/ 时，系统有长时记忆，表现为演化过程中依赖于过去所以状态。而当 v = 1 时，则为经典的

Logistic 模型。文献[4]讨论了如下的非线性控制问题 
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其中 K 与 P 为控制刚度，x 为主控制量而 y 为从控制量。但我们发现文[4]所给参数不能达到同步。 
为此我们考虑了系统(2)主系统 ( )x t 与从系统 ( )y t 的同步问题，即 

( ) ( )lim 0.
t

x t y t
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− =  

3. 主要结果 

引入误差变量 

( ) ( ) ( ).e t x t y t= −  

误差系统变为 
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而根据 Caputo-型差分[4] [5] [6]定义，系统(3)可写为 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )( ) ( )11 1 1 1 1 , , ,C v
a a ve t e t v K P x t v y t v t u a cµ + − ∆ = + − − − − + − + + − ∈ =    

其中 C v
a∆ 为左 Caputo-型 delta 差分， 0 1, av< ≤  为离散时间尺度 { }, 1, 2,a a a a= + +   ( a∈，本文取

0a = )。 
显然同步状态依赖于控制刚度 K，P 及控制目标 x。此外若 P = 1，则可根据文[6]定理 38 可得如下结论。 
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定理 1：假定 P = 1, 0 1, 0v µ< ≤ > 。若方程 

( ) 11 1 0
1

vzK
z z

µ  − − = − 
                                (4)  

的根全部落在单位圆内。则系统(2)中主系统 ( )x n 与从系统 ( )y n 达到同步，即， ( ) ( )lim 0
n

x n y n
→∞

− = 。 

进一步我们运用 Matlab 软件包给出如下数值结果。图一中黑色区域表示为同步区域 (其中

0.01x y− < )，灰色区域为非同步区域(其中误差 1x y− ≥ )，而有色区域为过渡状态。在图 1 (3)中，我们

用一条有色的线画出了当 P = 1 且 v = 1 时同步区域。与定理 1 对应结论(1 1 2 3K< < + )吻合。说明我们

数值结果的准确性。 
 

 
(1) 2.5, 0.8;vµ = =                                        (2) 2.7, 0.9;vµ = =  

 
(3) 3, 1.vµ = =  

Figure 1. Nonlinear feedback chaotic synchronization for fractional-order Logistic difference equation with initial conditions 
x(0) = 0.2, y(0) = 0.3 and parameters 
图 1. 分数阶 Logistic 差分方程的非线性反馈混沌同步研究，其中初始条件 x(0) = 0.2，y(0) = 0.3 及参数 

4. 结论 

本文运用非线性反馈方法研究了一类分数阶混沌差分方程的同步问题，建立了一类混沌映射同步的

判别准则，给出数值模拟结果，验证了理论分析的准确性，并推广了已有文献结果。 
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