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Abstract 

In this paper, the classical method of qualitative analysis is used to analyze the existence, type and local 

stability of a class of planar cubic polynomial differential system 2 3 2
1 2 3 4

d
d
x y a x a x a y a xy
t
= − + + + + , 

( )5
d 1
d
y x a y
t
= + . And the formal series method is used to determine the center-focus of the singular 

point. Finally, the conditions of the existence of limit cycles of the system are obtained by using the 
Hopf bifurcation method. 
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摘  要 

本文运用二维系统奇点的定性分析的经典方法对一类三次多项式微分系统 2
1 2

d
d
x y a x a x
t
= − + + +
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3 2
3 4a y a xy+ ， ( )5

d 1
d

y x a y
t
= + 进行了奇点存在性、类型和局部稳定性的详细分析，并运用形式级数判别

法对原点进行了中心焦点的判定。最后，通过利用Hopf分支方法获得了系统存在极限环的条件。 
 
关键词 

三次多项式系统，奇点，极限环，Hopf分支 

 
 

Copyright © 2019 by author(s) and Hans Publishers Inc. 
This work is licensed under the Creative Commons Attribution International License (CC BY). 
http://creativecommons.org/licenses/by/4.0/ 

  
 

1. 引言 

在物理、化学、生物、医学、力学、工程技术以及管理科学等许多学科的众多研究领域及其应用问题

的研究中，大量存在着各种具有复杂动力学行为的微分动力系统。在微分动力系统的模型建立以后，对系

统定性性质与分支现象的研究将对现实系统存在的各种复杂现象从数学的角度来把握其规律性提供理论依

据。在微分动力系统的研究中，两维的平面系统起到基础性的重要作用，在 1881 年，1882 年，1885 年，

1886 年，H. Poincaré 连续在“微分方程定义的积分曲线”的标题下发表了四篇文章[1]，这批文章奠定了常

微分方程定性理论的基础。而两维的平面多项式系统更是更加基础的研究领域。一直以来，从事微分方程

研究的学者们在多项式系统的奇点存在性与类型分析，闭轨存在性、个数、稳定性，极限环个数与相关位

置，奇闭轨的分支等等方面做了大量的工作并取得了丰富的结果。特别是自从 H. Poincaré[2]发现了极限环

后，极限环论得到蓬勃发展。目前关于极限环的研究主要集中在极限环的存在性、稳定性、个数和它们的

相对位置等问题，特别是在极限环的存在性方面已取得大量结果，至于个数和相对位置问题难度较大。著

名数学家 D. Hilbert [3]在国际数学大会上提出了 23 个数学难题，其中第 16 个问题的后半部分就是：微 

分方程
( )
( )

,d
d ,

n

n

Q x yy
x P x y
=  ( ,n nP Q 是 ,x y 的次数不超过 n 的实系数多项式)最多有几个极限环？相对位置如何？ 

关于这个问题法国数学家 H. Dulac [4]证明了上述方程极限环的个数是有限的。关于极限环论，我国许多数

学家对平面二次系统极限环的存在性、唯一性、个数和相对位置做出许多突出贡献。史松龄[5]、王明淑和

陈兰荪[6]举出了二次系统存在 4 个极限环的例子，破除了上界是 3 的传统猜测。叶彦谦先生给出了著名的

叶彦谦分类将平面二次系统分为三类进行研究。对于第 I 类方程，叶彦谦[7]已经证明了在不同参数值下，

恰有 47 种不同的全局结构图。而对于 II 类、III 类方程情况复杂，暂时还未形成完整的结果。 
对于平面三次多项式系统，由于种类繁多，研究起来会比较麻烦不易得到系统的结论，因此只是对

特定的三次系统进行研究，目前已经有许多学者[8] [9] [10] [11] [12]对不同系数的三次系统进行研究。本

文研究形如： 

( )

( ) ( )

2 3 2
1 2 3 4

5

d ,
d
d 1 ,
d

x y a x a x a y a xy P x y
t
y x a y Q x y
t

 = − + + + + =

 = + =


                           (1) 

的三次系统，其中 1a ， 2a ， 3a ， 4a ， 5a 均为实常数。从线性近似入手，通过不同系数的添加讨论系统

(1)的奇点的存在性、奇点的局部稳定性和极限环的存在性。 
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2. 预备知识 

2.1. 奇点定义[13] [14] 

给定平面系统
( )

( )

d ,
d
d ,
d

x X x y
t
y Y x y
t

 =

 =


，其中 ( ),X x y ， ( ),Y x y 在区域 2D R⊆ 上连续。若 ( )0 0 0,P x y D∈ 满足

( ) ( )2 2
0 0 0 0, , 0X x y Y x y+ = ，则称 ( )0 0 0,P x y 是系统的奇点。 

2.2. 奇点的类型[13] [14] 

对于平面线性系统
d
d
X AX
t
= ，其中

11 12

21 22

a a
A

a a
 

=  
 

，
x

X
y

 
=  
 

，记 ( )11 22a aσ = − + ， 

11 22 12 21det A a a a a∆ = = − ，于是特征方程为： 2 0λ σλ+ + ∆ = ，特征根为：
2

1,2
4

2
σ σλ − ± − ∆

= 。当 0∆ ≠  

时，根据 A 的特征根的不同情况其初等奇点可能出现四种类型：结点型、鞍点型、焦点型、中心型。当 0σ <
时，结点和焦点是不稳定的；当 0σ > 时，结点和焦点是稳定的。 

2.3. Hopf 分支问题[15] [16] 

定理：考虑系统 

( )

( )

d , ,
d
d , ,
d

x P x y
t
y Q x y
t

λ

λ

 =

 =


                                       (2) 

其中 P 与 Q 是 ( ), ,x y λ 的解析函数。设参数 0λ = 时，系统(2)以 ( )0,0 为中心型的稳定(不稳定)焦点。参

数 0λ > 时，系统(2)以 ( )0,0 为不稳定(稳定)焦点，则对充分小的 0λ > ，系统(2)在点 ( )0,0 附近至少有一

个稳定(不稳定)的极限环。 

3. 奇点分析 

解方程组 

( )

2 3 2
1 2 3 4

5

0
1 0
y a x a x a y a xy

x a y

− + + + + =


+ =
                               (3) 

得：1) 系统(1)有奇点 ( )0,0O ； 

2) 若 3 0a > ，则系统(1)有奇点 ( )1 00,A y ， ( )2 00,A y− ，其中 0
3

1y
a

= ； 

3) 若 5 0a ≠ ，则系统(1)有奇点 3 1
5

1,A x
a

 
− 

 
， 4 2

5

1,A x
a

 
− 

 
，其中

4
1 2

5
1

22

aa
a

x
a

 
− + + ∆ 
 = ， 

4
1 2

5
2

22

aa
a

x
a

 
− + − ∆ 
 = ，

2

34
1 22 3

55 5

14
aaa a

aa a
   

∆ = + − −   
   

。 
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3.1. 奇点 ( )0,0O  

对于奇点 ( )0,0O ，其线性近似系统的系数矩阵为
1 1

1 0
a − 
 
 

，特征方程为 2
1 1 0aλ λ− + = ，特征根

2
1 1

1,2

4
2

a a
λ

± −
= ，由此得如下定理： 

定理 1：1) 当 12 0a− < < 时 ( )0,0O 为系统(1)的稳定焦点， 10 2a< < 时为不稳定焦点。 
2) 当 1 2a ≤ − 时 ( )0,0O 为系统(1)的稳定结点， 1 2a ≥ 时为不稳定结点。 
3) 当 1 0a = 时 ( )0,0O 为系统(1)的中心型奇点(中心或者细焦点)。 

3.2. 奇点 ( )1 00,A y  

对于奇点 ( )1 00,A y ，其线性近似系统的系数矩阵为

4
1

3

5

3

2

1 0

aa
a

a
a

 + 
 
 
+  

 

，特征方程为 

2 54
1

3 3

2 1 0
aaa

a a
λ λ

  
− + − + =       

，其特征根为：

2
54 4

1 1
3 3 3

1,2

8 1

2

aa aa a
a a a

λ

    
+ ± + + +           = ，由此得如下

定理： 
定理 2：1) 若 5 3a a= − ，则有零特征根， ( )1 00,A y 为系统(1)的高阶奇点。 
2) 若 5 3a a> − ，则特征根为异号实根， ( )1 00,A y 为系统(1)的鞍点。 
3) 若 5 3a a< − ，则 

i) 当
2

54
1

3 3

8 1 0
aaa

a a

  
+ + + >       

时特征根为同号实根， ( )1 00,A y 为系统(1)的结点， 4
1

3

0
aa
a

+ > 时不稳

定， 4
1

3

0
aa
a

+ < 时稳定。 

ii) 当
2

54
1

3 3

8 1 0
aaa

a a

  
+ + + <       

时特征根为共轭复根， ( )1 00,A y 为系统(1)的焦点， 4
1

3

0
aa
a

+ > 时不

稳定， 4
1

3

0
aa
a

+ < 时稳定。 4
1

3

0
aa
a

+ = 时 ( )1 00,A y 为系统(1)的中心型奇点(中心或者细焦点)。 

3.3. 奇点 ( )2 00,A y−  

对于奇点 ( )2 00,A y− ，其线性近似系统的系数矩阵为

4
1

3

5

3

2

1 0

aa
a

a
a

 + 
 
 
−  

 

，特征方程为 

2 54
1

3 3

2 1 0
aaa

a a
λ λ

  
− + − − =       

，其特征根为：

2
54 4

1 1
3 3 3

1,2

8 1

2

aa aa a
a a a

λ

    
+ ± + + −           = ，由此得如下

定理： 
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定理 3：1) 若 5 3a a= ，则有零特征根， ( )2 00,A y− 为系统(1)的高阶奇点。 

2) 若 5 3a a< ，则特征根为异号实根， ( )2 00,A y− 为系统(1)的鞍点。 

3) 若 5 3a a> ，则 

i) 当
2

54
1

3 3

8 1 0
aaa

a a

  
+ + + >       

时特征根为同号实根， ( )2 00,A y− 为系统(1)的结点， 4
1

3

0
aa
a

+ > 时不

稳定， 4
1

3

0
aa
a

+ < 时稳定。 

ii) 当
2

54
1

3 3

8 1 0
aaa

a a

  
+ + + <       

时特征根为共轭复根， ( )2 00,A y− 为系统(1)的焦点， 4
1

3

0
aa
a

+ > 时不

稳定， 4
1

3

0
aa
a

+ < 时稳定。 4
1

3

0
aa
a

+ = 时 ( )2 00,A y− 为系统(1)的中心型奇点(中心或者细焦点)。 

3.4. 奇点
 
 
 

3 1
5

1,A x
a

−  

对于 3 1
5

1,A x
a

 
− 

 
，其线性近似系统的系数矩阵为

34 4
1 2 1 12

5 55

5 1

3 2
2 1

0

aa aa a x x
a aa
a x

 + + − + − 
 
 
 

，对应的特征方

程为 2
1 2 0d dλ λ− + = ，特征根为

2
1 1 2

1,2

4
2

d d d
λ

± −
= ，其中 4

1 1 2 1 5 1 2
5

2
ad a a x a x
a

 
= + + + 
 

， 

4
2 5 1 1 2 1 2

5

2
ad a x a a x
a

 
= + + 

 
。由此得如下定理： 

定理 4：1) 当 2 0d = 时有零特征根， 3 1
5

1,A x
a

 
− 

 
为系统(1)的高阶奇点。 

2) 当 2 0d < 时， 3A 为系统的鞍点。 
3) 若 2 0d > ，则 
i) 当 2

1 24 0d d− ≥ 时，特征根为同号实根， 3A 为系统(1)的结点， 1 0d > 时不稳定， 1 0d < 时稳定。 
ii) 若 2

1 24 0d d− < 时，特征根为共轭复根， 3A 为系统(1)的焦点， 1 0d > 时不稳定， 1 0d < 时稳定。 1 0d =

时 3A 为系统(1)的中心型奇点(中心或者细焦点)。 

3.5. 奇点
 
 
 

4 2
5

1,A x
a

−  

对于 4 2
5

1,A x
a

 
− 

 
，其线性近似系统的系数矩阵为

34 4
1 2 2 22

5 55

5 2

3 2
2 1

0

aa aa a x x
a aa
a x

 + + − + − 
 
 
 

，特征方程为

2
3 4 0d dλ λ− + = ，特征根

2
3 3 4

1,2

4
2

d d d
λ

± −
= ，其中 4

3 1 2 2 5 2 2
5

2
ad a a x a x
a

 
= + + + 
 

， 

4
4 5 2 1 2 2 2

5

2
ad a x a a x
a

 
= + + 

 
，由此得如下定理： 
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定理 5：1) 当 4 0d = 时有零特征根， 4 2
5

1,A x
a

 
− 

 
为系统(1)的高阶奇点。 

2) 当 4 0d < 时， 4A 为系统的鞍点。 
3) 若 4 0d > ，则 
i) 当 2

3 44 0d d− ≥ 时，特征根为同号实根， 4A 为系统(1)的结点， 3 0d > 时不稳定， 3 0d < 时稳定。 
ii) 若 2

3 44 0d d− < 时，特征根为共轭复根， 4A 为系统(1)的焦点， 3 0d > 时不稳定， 3 0d < 时稳定。 3 0d =

时 4A 为系统(1)的中心型奇点(中心或者细焦点)。 

3.6. 细焦点 

我们仅对 ( )0,0O 点讨论。当 1 0a = 时，系统化为 

2 3 2
2 3 4

5

d
d
d
d

y y a x a y a xy
t
y x a xy
t

 = − + + +

 = +


                                 (4) 

定理 6：1) 当 4 0a > 时， ( )0,0O 是系统(4)的一阶不稳定细焦点。 
2) 当 4 0a < 时， ( )0,0O 是系统(4)的一阶稳定细焦点。 
3) 当 4 0a = 时， ( )0,0O 为中心。 
证明：利用形式级数判别法[16] [17]对(4)进行中心焦点的判定。令

( ) ( ) ( )2 2
3 4, , ,F x y x y F x y F x y= + + + +，其中 ( ),kF x y 是 x 与 y 的 k 次齐次多项式，且 3,4,k = ，则： 

( )

( )

( )

1

2 3 23 4
2 3 4

3 4
5

d
d

2

2

F F Fx y
t x y

F Fx y a x a y a xy
x x

F Fy x a xy
y y

∂ ∂
= +
∂ ∂

∂ ∂ = + + + − + + + ∂ ∂ 
∂ ∂

+ + + + + ∂ ∂ 

 





                       (5) 

令右端三次项为零，则有： 3 23 3
2 52 2 0

F F
a x y x a xy

x y
∂ ∂

− + + =
∂ ∂

，将上式取极坐标 cosx r θ= ， siny r θ=

并消去 3r 得： 

( )3 23
2 5

d
2 cos cos sin

d
F

a aθ θ θ
θ

= − +                                 (6) 

因
2π 3 2

3 50
cos cos sin 0a aθ θ θ+ =∫ ，故对(6)式两边进行积分得： 

( ) 3 3 2
3 2 5 2

4 2cos ,sin sin sin 2 sin cos
3 3

F a a aθ θ θ θ θ θ= − − − ，即 ( ) 3 2 3
3 2 2 5

4 2, 2
3 3

F x y a y a x y a y= − − −  

令(5)式右端四次项为零，则有： 
3 2 2 2 3 34 4

3 4 2 52 2 0
F FF Fa xy a x y a x y a xy x
x x y y

∂ ∂∂ ∂
+ + − + + =

∂ ∂ ∂ ∂  

即 ( ) ( )2 3 2 3 2 2 4 4
3 2 5 5 2 2 5 42 4 2 4 2 2 0

F Fa a a a xy a a a x y a x y x y
y x

∂ ∂
− − − + + + − =

∂ ∂
，将上式取极坐标 cosx r θ= ，

siny r θ= 并消去 4r 得： 
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( ) ( ) ( )2 3 2 3 2 24
2 5 5 3 2 5 2 4 4

d
4 2 2 cos sin 2 4 cos sin 2 cos sin cos ,sin

d
F a a a a a a a a Hθ θ θ θ θ θ θ θ
θ

= + − + + − = −  

当 4 0a ≠ 时， ( )2π 2π 2 2 4
4 40 0

π
cos ,sin d 2 cos sin d 0

2
aH aθ θ θ θ θ θ= = ≠∫ ∫ ，因此当 4 0a ≠ 时， 

( )2π 4
4 40

1 cos ,sin d 0
2π 4

aC H θ θ θ= = ≠∫ ，且 4C 与 4a 同号。 

于是改取 4F 满足方程 4
4 4

d
d
F H C
θ

= − + ，其中 ( )2π
4 40

1 cos ,sin d
2π

C H θ θ θ= ∫ 。 

设 ( ) 2 2
3 4,x y x y F Fϕ = + + + ，那么

( )
( )4 4

4
1

d
d

r C r
t
ϕ ο= + ，进而有结论： 

1) 当 4 0a > 时， ( )0,0O 是系统(1)的不稳定细焦点。 
2) 当 4 0a < 时， ( )0,0O 是系统(1)的稳定细焦点。 
当 4 0a = 时，因 ( ) ( ), ,P x y P x y− = ， ( ) ( ), ,Q x y Q x y− = − ，由对称原理得 ( )0,0O 为中心。 
定理得证。 

4. 极限环的存在性 

定理 7：下列条件之一成立时，系统(1)在奇点外至少存在一个极限环，且当 1 0a < 时所产生的极限

环不稳定，当 1 0a > 时所产生的极限环稳定。 
1) 4 0a > ， 1 0a < 且 1 1a  ； 
2) 4 0a < ， 10 2a<  。 
证明：当 4 0a > ， 1 0a = 时， ( )0,0O 为不稳定的细焦点，而当 12 0a− < < 时系统(1)以 ( )0,0O 为稳定

焦点。由 Hopf 分支问题的 Liapunov 第二方法[17] [18]可知在条件(1)下，系统(1)在奇点 ( )0,0O 外至少产

生一个不稳定极限环。 
当 4 0a < ， 1 0a = 时 ( )0,0O 为稳定的细焦点，而当 10 2a< < 时系统(1)以 ( )0,0O 为不稳定焦点。由

Hopf 分支问题的 Liapunov 第二方法可知在条件(2)下，系统(1)在奇点外至少产生一个稳定极限环。 
定理得证。 
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