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摘  要 
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+ = + − 的稳定性研究，当N > 2时是一个具有挑战性的难题。

本文使用离散Lyapunov矩阵不等式结合复域空间二次型函数，利用二次型符号及连续函数的特性将稳定

性计问题转换成多变量的极值问题，获得了时滞线性离散系统强稳定的充分必要条件，且表达形式较现

有成果更简洁，具有较低的计算复杂度，较之现有计算复杂度n2，论文只需在n规模上进行。文末借助

经典实例，通过与现有方法的对比，进一步论证了本文结论的可行性和有效性。 
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Abstract 
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the discrete Lyapunov matrix inequality with the time-domain spatial quadratic function, a novel 
sufficient and necessary condition for strong stability which is more concise than the existing re-
sults is obtained. It transfers the problem of spectral radius into that of judging sign of a quadric 
form by using the properties of continuous function with multi-variables. Finally, the feasibility 
and effectiveness of the proposed method are further verified by comparing with the existing me-
thods with the classical examples. 
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1. 概述 

时滞是工程实际中广泛存在的一种现象。时滞系统也因此备受学术界关注。其中，时滞系统的稳定

性问题是大家关注的焦点[1] [2] [3] [4]。对于线性系统而言，时滞环节的存在使得系统的动态特性更加复

杂，会在一定程度上破坏系统的实际性能，系统的稳定性也因此变得复杂[5] [6] [7]。 

对于线性多时滞离散系统 

[ ] [ ] [ ]1
2

1
N

i i
i

x k A x k A x k d
=

+ = + −∑ 。                             (1) 

其中， iA 是方阵， 0id ≥ 为非负整数，N 为正整数。对 N > 2 情形的强稳定性研究，鲜少有文献报道，可

能的原因之一是，多时滞问题本身巨大的复杂性，另一原因可能是采用 K-L 泛函，在处理问题的过程中

导致 LMI 规模异常膨胀。 

本文尝试解决 N > 2 情形下的强稳定性问题。 

系统(1)的强稳定性定义由 Hale 于 1993 年提出，随后 Michiels 强化了稳定性的定义，即将系统(1)的
稳定分为时滞独立稳定(强稳定)与时滞相关稳定。众所周知，系统(1)的稳定与系统矩阵的谱半径有关，

其时滞相关稳定的边界在复平面的单位圆上。文献[2]通过解三对解多项式矩阵的正定解来解决这一问题，

得到的结论是 5 个 LMI (Linear Matrix Inequality)条件，而 LMI 是否有解是首先要解决的问题，目前的数

值求解方法或多或少具有一定的盲目性。对这一问题较早的研究可追溯到文献[1] [3] [4]。现有的研究成

果大都以充分条件出现，这种判断系统稳定性的准则的优点是计算费用较小，缺点是对某些系统的稳定

性检验是失效的。近年来出现了研究系统强稳定的充分必要条件[5] [6] [8]，这一类研究结果避免了检验

失效的问题，但计算复杂度是系统矩阵规模的平方，这在系统规模较大时实际计算不可行。 

对式(1)进行傅立叶(Fourie)变换，得到系统稳定的充分必要条件为： 

( )1
2

det e e 0, ,i
N

j dj
i

i
I A A ωω ω−

=

 ∆ = − − ≠ ∀ ∈ −∞ ∞ 
 

∑ 。                     (2) 

式(2)表明，对于稳定的系统， 1
2

e i
N

j
i

i
A A θ−

=

+∑  ( i idθ ω= )的特征值不能位于单位圆上。 
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∑ ，若存在某一组 2 , , Nθ θ 使得 1
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e 1i
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 + > 
 

∑ ，由于谱半径是关于

2 , , Nθ θ 的连续函数，则必存在某一 [ ]0,i iϕ θ∈ 值使得 1
2

e 1i
N

j
i

i
A A ϕρ −

=

 + = 
 

∑ ，此时(2)式不成立，系统是不

稳定的。 
定义 1：对系统(1)，如果对任何 0id ≥ ，(2)成立，则称系统(1)是强稳定的。 

考虑到 1
2

e i
N

j
i

i
A A θ−

=

+∑ 是关于 iθ 的周期函数(周期为 2π )，为方便后文描述，将上述分析概括为下列引

理 1： 
引理 1 系统(1)强稳定的充分必要条件为： 

[ ]1
2

e 1, ,i
N

j
i i

i
A A θρ θ−

=

 + < ∀ ∈ − 


π π


∑ 。                            (3) 

当 Ai 为实矩阵时，式(3)的验证区间可缩短 [ ]0,iθ ∈ π (因为 1
2

e i
N

j
i

i
A A θ−

=

+∑ 与 1
2

e i
N

j
i

i
A A θ

=

+∑ 具有相同的特

征值集合)。 
近年来，关于上述问题的研究，大多采用线性矩阵不等式，但 LMI 方法计算规模大，计算复杂度以

指数形式增长。文献[5]给出的算法，其计算复杂度为 3n2，而文献[6] [7]给出算法的计算复杂度为 2n2，

虽然与文献[5]相比，文献[6] [7] [8]的算法有所改进，但并没有从本质上改变计算复杂度，特别是当系统

矩阵规模较大时，上述计算将变的不可行。截至目前，关于本专题的研究翰若烟海，感兴趣的读者可以

进一步参看综述类文献[4] [9] [10] [11]。 

本文利用二次型与矩阵负定的特性，将矩阵特征值在复平面的分布问题转换为二次型符号的判断问

题，进而根据连续周期信号的极值来研究二次型关于参数θ 在一个周期内的符号变化，并通过二次型在

极值点处的值来判断其符号的变化过程，并以此研究时滞系统的稳定和强稳定问题。与以往文献不同的

是，本文方法避免了构造泛函的复杂工序，推导过程也不需要复杂的处理技巧，但结论相对简洁，计算

复杂度与原矩阵规模一致。 

注 1：为方便论述，后文中引出下列符号： 0X > 表示矩阵 X 为正定矩阵， 0X < 表示矩阵 X 为负定

矩阵， 1j = − 为虚数单位， ,n n nC C × 分别表 n 维向量空间和 n n× 维复空间。 ( )Xρ 表示矩阵的谱半径，

( )Aλ 表示矩阵的特征值向量， ( )i Aλ 表示矩阵的第 i 个特征值，I 为单位矩阵， i n∈ 表 1,2, ,i n=  。 

2. 主要研究成果 

2.1. 具单时滞系统强稳定的充分必要条件 

本节讨论具单时滞系统稳定的条件，它是下一节多时滞强稳定的基础。 

二次型的符号与矩阵的特征值有密切关系，如下列引理 2 所示： 

引理 2 对任一非零 nx C∈ ，二次型 ( )0H H n nx Ax A A C ×< = ∈ 的充分必要条件为 ( ) 0,i A i nλ < ∈ 。 
对于含有连续参数的二次型，为了判断二次型的符号，根据连续函数的性质，可以求得二次型关于

参数的驻点，如果所有驻点处的二次型函数值均小于零，则可以断定参数矩阵是稳定的。 

引理 3 设 A 具有线性无关的特征向量， ( ) 1e , 1, 2, ,ij
i iA r i nϕλ = =  ，是矩阵 A 的非零特征值， 1n 为非

零特征值的个数。二次型为： 

( ) ( )e e , 0H H j jf x A A x xθ θθ −= + ∀ ≠ ，                          (4) 
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取极值的条件为： 

1, 0, 1; 1,2, ,i k k i nθ ϕ+ = = ±π =  。                            (5) 

证明：令 ( ) ( )e e 0H H j jf jx A A xθ θθ −′ = − + = ，有 
Te ej H j Hx A x x Axθ θ− = 。                                (6) 

设 1 2, , , nv v v 是 A 的一组线性无关的单位正交特征向量，则任一向量 x 可表示为
1

n

i i
i

x a v
=

= ∑ 。于是有

1 1

n n

i i i i i
i i

Ax a Av a vλ
= =

= =∑ ∑ ，进一步得到 

2

1 1 1

n n n
H H

i l i l i i i
l i i

x Ax a a v v aλ λ
= = =

= =∑∑ ∑ ，                           (7) 

将式(7)代入式(6)可得：
2 2

1 1
e e e ei i

n n
j jj j

i i i i
i i

a r a rϕ ϕθ θ−−

= =

=∑ ∑ 。 

化简上式，得到 ( )
1 2

1
sin 0

n

i i i
i

a r θ ϕ
=

+ =∑ ，由于 x 为任意非零向量， ia 具有任意性，故(5)式成立。引

理证毕。 
定义 2：称满足式(5)的相位角θ 的集合为脆弱相位集，并记为 cθ ，脆弱相位对应的系统称为脆弱系

统。 

脆弱系统包含了系统时滞导致系统最坏稳定状态的情形，当脆弱系统稳定时，系统在各种不同时滞

影响下必稳定。 
引理 4 线性离散系统 

[ ] [ ] [ ]1 ix k Ax k Bx k d+ = + − ，                          (8) 

强稳定的充分必要条件是 

( ) 1e 1, 1,2, ,ijA B i nφρ −+ < =  。                         (9) 

式中 ( ) 1e , 0, 1, 2, ,ijH
i i iA PB r r i nφλ = > =  ，P 是正定矩阵，满足 

( ) ( )e e 0i i
Hj jA B P A B Pϕ ϕ− −+ + − < 。                      (10) 

证明：考虑下列二次型 ( ) ( ) ( )e e
HH j jF x A B P A B P xθ θθ − − = + + −  

， 

展开上式可得： 

( ) ( ) ( )e eH H H H H j H jF x A PA B PB P x x A PB B PA xθ θθ −= + − + + 。 

由引理 3 可知， ( )F θ 在一个周期内所有可能的极值点为： , 0, 1; 1,2, ,i k k i nθ φ+ = ± ±π = =  。对任 
取 11, 2, ,i n=  ，若 ( ) 0iF ϕ < ，因 ( )iF ϕ 为极值，故 ( ) ( ) [ ]max 0, ,ii n

F Fθ φ θ
∈

≤ ∀ ∈ −π< π 。由引理 1 可知，

若条件成立，必有 

( ) ( ) ( )0 e e 0i i
Hj j

iF A B P A B Pϕ ϕϕ − −< ⇒ + + − < 。                 (11) 

这等价于式(9)成立。定理证毕。 

注 2：计算 TA PB 的特征值需要先指定正定阵 P，从计算简单考虑初始矩阵可以取为单位矩阵 I，或
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者通过解离散 Lyapunov 方程 ( ) ( )TA B P A B P I+ + − = − 来设定。可能此初定的 P 不能满足式(10)，但若

此时条件(9)成立，由离散 Lyapunov 理论可知，一定存在某个正定阵 P 使式(10)成立，可由解 LMI(10)获
取 P，并用来代替 P 的初始矩阵。重复以上步骤，直到得到结论。定理 1 的算法整个流程可概括如下： 

Step1：设定 P； 
Step2：计算特征值对应的相角 iϕ ； 
Step3：检查式(9)是否成立，如成立转 Step4，如不成立，系统非强稳定，停止； 
Step4:检查式(11)是否成立，如是，系统强稳定，停止。否则按(10)使用 MATLAB 的 dlyap 函数，计

算 P，转 Step2。 
当 HA PB 的所有非零特征值为实数时， 0 or ,i i nϕ = π ∈ ，于是有下面的推论： 

推论 1 设 ( ) 1A Bρ + < ，若存在正定阵 P 满足 

( ) ( )T 0A B P A B P+ + − < ，                          (12a) 

或 

( ) ( )T 0A B P A B P− − − < ，                          (12b) 

使 TA PB 所有非零特征值为实数，则离散系统(8)强稳定的充分必要条件为： 

( ) 1A Bρ − < 。                                 (13) 

注 3：对于 N = 2 的情形，已有文献的结论表明，需要在 ( ) ( )2 22 ~ 3 2 ~ 3n n× 的规模上验证 LMI。而

本文引理 4 至多需要计算 n 个常数矩阵的谱半径，更确切地说，实际上只需要计算矩阵 HA PB 的非实数

特征值个数；当 HA PB 为实矩阵时，考虑到实矩阵的复数根是共轭的，则计算量减半。值得一提的是，

当 n 较大时，计算谱半径不是件容易的事，由 ( )A Aρ ≤ ，可用范数来代替谱半径，这种处理手段以牺

牲保守性为代价，但可以降低计算复杂度。 

2.2. 多时滞系统强稳定的充分必要条件 

定理 1 系统(1)是强稳定的，当且仅当存在正定矩阵 1 2, , , NP P P ，满足 ( ) ,
1 , e i mjH

i i i i mA P A r φλ − = ，

1,2, , im n=  ，使 { }, ,0,c m
i iθ φπ∈ − π  

( ) 1iAρ < ，for 1, ,i N=  ，                            (14) 

这里 ( )1 1 1e , , 2, ,
c
ij

i i iA A A A A i Nθ−
−= + = =  

 。 

证明：本证明采用数学归纳法。 

设 ( )
1

e i
k

j
k i

i
W A θθ −

=

= ∑ ，当 k = 1，2 时，由引理 4 知，结论成立，假设 k = i 时，定理成立，现考虑 k = 

i+1 的情形。 
考虑二次型： 

( ) ( ) ( )H H
k k k kf x W P W P xθ θ θ = −  ，

( ) ( ) ( ) ( ) ( )H
k kH H

k k k
k k k

f W W
x P W W P x

θ θ θ
θ θ

θ θ θ
 ∂ ∂ ∂

= + 
∂ ∂ ∂  

。 

令上式等于 0，得到 ( ) ( )1 1 0H H H
i k k ijx A PW W PA xθ θ− − − =  ，用脆弱系统 ( )1

c
kW θ− 代替 ( )1kW θ− ，然后

利用引理 4 同样的技术，可知结论成立。 
因此 k = i 时，定理依然成立，由归纳法原理，定理对所有 1,2, ,i N=  都是成立的。定理证完。 
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3. 数值释例 

本节采用经典的数值例子来解释本文结果的应用。例 1 解释引理 4 的应用，例 2 解释正定矩阵 P 的

确定过程，例 3 是一个以往文献常采用的实例，这里我们给出了不一样的结论。 

例 1 [8]考虑系统(8)，其中
0.8 0 0.1 0

,
0 0.36 0.1 0.1

A B
− −   

= =   − − −   
。 

取 P I= ，计算可得： ( ) [ ]T 0.08 0.036A Bλ = ，显然 TA PB 有 2 个线性无关的特征向量，可由推论 1
讨论其稳定性。容易验证 ( ) ( )T 0A B A B I− − − < ，故 P I= 是满足式(12b)的，又 ( ) 0.9000 1A Bρ − = < ，

由引理 4 知，系统是强稳定的。图 1 是例 1 在一周期内，谱半径的变化过程，所有谱半径均小于 1，说

明本文结果是正确的。 
 

 
Figure 1. Example 1 Spectral radius change in one period 
图 1. 例 1 在一个周期内的谱半径变化 

 
下面例 2 解释正定矩阵 P 的确定过程。 

例 2 [5]考虑系统(1)，其中
0.4 0.3 0.1 0.25

,
0.1 0.15 0.9 0.1

A B
− − −   

= =   − −   
。 

取 P I= ，计算 ( ) [ ]T
1 20.2462 0.0262 0,A PBλ ϕ ϕ= − ⇒ = = −π。对于 2ϕ ，( ) ( )TA B A B I− − − 非负定，

但 ( ) 0.6519 1A Bρ − = < 。故 P 的选择不当，解下列矩阵方程(在式(12b)中右端选择负定阵-I)： 

( ) ( )TA B P P A B I− + − = − ，可以得到
1.8293 0.7605
0.7605 2.6123

P
− 

=  − 
。 

重新计算 ( ) [ ]T
1 20.0961 0.2819 0,A PBλ ϕ ϕ= − ⇒ = = −π，容易验证 ( ) ( )T 0A B P A B P− − − < ，故 P

为所求。进一步由推论 1， ( ) 0.6519 1A Bρ − = < ，故系统是强稳定的。 

例 3 ([12]，例 2)考虑离散系统(1)，其中
0.7 0.1
0.05 0.7

A c  
=  

 
，

0.1 0.1
0.1 0.2

B c
− 

=  − − 
。 

1) 对 c = 1，取 P I= ，计算可得： ( ) [ ]T 0.1025 0.0636 0.1025 0.0636A B j jλ = − + − − ，显然 TA PB 有

2 个线性无关的特征向量，计算有 1,2 0.5553ϕ = ± ， ( )1e 0.6515 1jA B ϕρ −+ = < ， ( )( )1e 0.9100 1jA B ϕρ − −π+ = < 。

容易验证， ( ) 0, 1,2iF iφ < = ，由定理 1 可知，系统是强稳定的。 
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2) 对 c = 1.2，取 P I= ，计算可得 ( ) [ ]T 0.1476 0.0961 0.1476 0.0916A B j jλ = − + − + ， 1,2 0.5553ϕ = ± ，

( )( )1e 1.0920 1jA B ϕρ − −π+ = > ，由此判断系统不是强稳定的。 

目前，针对上述案例，文献[12] [13] [14] [15]的结论均表明系统不是强稳定的，而本文的研究表明系

统是强稳定的。图 2 给出了系统矩阵 e jA B θ−+ 在 c = 1 时，一个周期内的谱半径的变化情况，从图上可以

看出，该系统对应的谱半径小于 1，表明系统确实是强稳定的。图 3 为 c = 1.2 的情形，可以看出，系统

矩阵 e jA B θ−+ 存在大于 1 的谱半径(事实上， ( ) 1.08 1A Bρ − = > )，故系统不是强稳定的。 
 

    
(a)                                                   (b) 

Figure 2. (a) Spectral radius of the example 3 for c = 1; (b) Spectral radius of the example 3 for c = 1.2 
图 2. (a) 例 3 的谱半径曲线(c = 1)；(b) 例 3 的谱半径曲线(c = 1.2) 
 

 
Figure 3. The range of system matrix spectral radius change of the Example 4 
图 3. 例 4 系统矩阵谱半径变化范围 

 

例 4 [16]考虑系统(1)，其中 1 2 3

0.4 0.3 0.1 0.25 0.07 0.175
, ,

0.1 0.15 0.9 0.1 0.63 0.07
A A A c

− −     
= = =     − − − −     

。 

对 c = 1，按下列步骤分析稳定性： 

Step1：因为 ( ) 1A Bρ − < ，选择 P 为下列离散 Lyapunov 方程的解： ( ) ( )T 0.1A B P A B P I− − − = − ，

解得 1

0.2708 0.0703
0.0703 0.1734

P  
=  
 

，计算 ( ) [ ]1 1 2 0.0096, 0.0282HA P Aλ = − ，得 1 2ϕ π= ±， , 2
cθ = π。 
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脆弱相位为 { }2 0,cθ = π ，注意到 ( ) ( )1, 1A B A Bρ ρ+ < − < ，由推论 1 知第一个两路径反馈系统是稳定

的。 

Step2：计算 2
2 1 2e

cjA A A θ−= + ， 2
2 1 2e

cjA A A θ−= + ，按第一步同样的方法，可得 2 1P P= ，计算

( ) [ ]2 2 3 0.0893 0.0142HA P Aλ = − ， 1 2ϕ π= ±， ， { }3 0,cθ = π ， 

{ }3
3 2 3 1 2 3 1 2 3 1 2 3 1 2 3e , , ,

cjA A A A A A A A A A A A A A Aθ−= + = + + + − − + − −  。 

经计算，可以得到 ( )3 1Aρ < ，由定理 1 知，系统是强稳定的。 
图 3 给出了一个周期内系统矩阵谱半径的范围，由图 3 可知，所有谱半径均小于 1，系统确实是强

稳定的。 

4. 结论 

本文以二次型极值方法讨论了离散线性时滞系统的强稳定(时滞无关稳定)及时滞相关稳定性问题。将

单时滞离散系统的稳定问题转换为二次型极值问题，通过极值的符号建立系统矩阵特征值在复平面上的

分布关系。论文还讨论了系统时滞相关稳定的问题，提出了时滞边界的估计方法。所得结论为充分必要

的，因而不存在保守性问题。从结果看，与现有方法相比，本文提出的方法较大程度地减少了计算量，

稳定性的判别条件也更为简单。数值实例也验证了本文方法的有效性和可行性。此外，本文所提的方法

可进一步推广到控制器的设计以及多时滞系统的稳定性判断等研究中。 
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