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摘  要 

针对多重边复杂网络的牵制同步控制节点选取问题，提出一种基于图论的优化牵制节点组选择的策略。

根据网络中边的性质不同，基于网络拆分的思想，通过引入时延将网络进行拆分。根据李雅普诺夫稳定

性理论，使用自适应牵制控制器以及图论和矩阵分析等知识，得到可以优化多重边复杂网络牵制节点组

选择的方案：当牵制节点个数固定时，从网络的对称拉普拉斯矩阵中删除受控节点所对应行和列后所得

子矩阵的最大特征值，用此来衡量牵制方案的有效性。即：网络中单个节点的动力学系统与耦合强度给

定时，最大特征值越大，牵制方案越有效。与此同时，对最大特征值的谱特性进行分析，以此对优化牵

制方案提供理论支持。 
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Abstract 
Aiming at pinning synchronization control node’s selection in multi-edges complex networks, a 
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strategy based on graph theory to optimize the selection of pinning node groups is proposed. Ac-
cording to the edges’ properties that is different in the network, based on the network splitting’s 
idea, the network is split by introducing delay. According to Lyapunov stability theory, using adap-
tive pinning controller, graph theory and matrix analysis’s knowledge, a scheme that can optimize 
pinning node groups’ selection in multi-edges complex networks is obtained: When the pinning 
nodes’ number is fixed, the maximum eigenvalue of the sub matrix obtained by deleting the rows 
and columns corresponding to the controlled nodes from the symmetric Laplacian matrix of the 
network is used to measure the pinning scheme’s effectiveness. That is, when the dynamic system 
and nodes’ coupling strength in the network are given, the larger the maximum eigenvalue, the 
better the effectiveness of the pinning scheme. At the same time, the spectral characteristics of the 
maximum eigenvalue are analyzed, which provides a theoretical support for the optimization of 
the pinning scheme. 
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1. 引言 

随着研究人员对各个领域研究的不断深入，其中对于复杂网络的研究已经成为人们关注的热点话题。

复杂网络是根据网络中的连接拓扑结构将众多节点相互连接，从而表现其动力行为的一门新兴的交叉学

科。自复杂网络产生开始，学者们就将目光投射到了它的身上，并且沿着图论继续发展从而成为了一门

交叉学科，因此可以将图论作为复杂网络发展的源头。自 1736 年“哥尼斯堡七桥问题”被 Euler 研究后，

在数学方面一个全新的领域被图论和几何拓扑所打开，但是在研究复杂网络方面图论虽然是一个非常实

用的数学工具，但是它却局限于规则网络模型；直到 1960 年随机图理论被数学家 Erdős 和 Rényi [1]建立，

这是一个可以通过概率来衡量两个节点之间是否存在连接关系的新方法，为人们研究随机网络提供了理

论基础；在接下来的几十年里，随着社会科学发展和研究者们的不断深入，小世界网络模型在 1998 年时

被 Watts 和 Strogatz [2]提出，并对网络的小世界效应进行了分析；随后在 1999 年 Barabási 和 Albert [3]
又提出了网络连接具有幂律分布规律的无标度网络模型[4]，新研究的这些成果无疑为复杂网络的发展提

供了强大的推动力，为研究者们之后的探索提供了坚实的基础，使得复杂网络理论开始迅猛发展。 
由于复杂网络在现实生活中被不断应用，那么控制复杂网络便成为了研究复杂网络的终极目标，所

以使复杂网络同步逐渐提升为网络科学中的热门话题。同步[5]是一种集体行为，在现实生活中是一类备

受关注的非线性现象，它展现了复杂系统之间一种互相合作的关系，即起始状态不同的系统可以在经过

一段时间的调整后最终呈现出相同模式的状态。现如今，在很多通信系统、激光系统等领域，同步已经

占领着非常重要的地位。对此，很多同步控制方法随之产生[6]：自适应控制[7]、牵制控制[8]、线性反馈

控制[9]、脉冲控制[10]等。 
在实际网络中，一方面大多数策略侧重于设计方法和实现手段，而牵制控制着重于对网络的结构进

行研究；另一方面随着复杂网络结构的复杂性不断提高，如果对网络中的所有节点全部施加控制，这无

疑是一个既浪费成本又浪费人力资源的一种手段，所以如果通过恰当的使用牵制方法，以此加入控制器
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给网络中的一部分点，使得全部节点之间相互作用，从而对网络整体进行控制。牵制控制首次被 Chen [11]
提出，并且使无标度网络达到了同步状态。Chen [12]发现当牵制控制增益足够大时，复杂网络可以通过

一个控制器就可使整个系统达到同步。Zhou [13]等人提出了在一般的复杂网络中，牵制自适应同步的一

些局部和全局的准则。Chen [14]通过使用自适应技术，在找到合适的耦合强度下实现了复杂网络的同步，

并且发现在任何的线性牵制方案下，复杂网络都可以通过自适应调整耦合强度来实现同步。 
以往在研究复杂网络同步时，我们主要针对的是节点的选择，对此学者们已经做了大量的研究。其

中针对复杂网络的牵制控制策略有很多的研究成果：随机牵制控制策略[15]、基于度的牵制控制策略[16] 
[17]、基于中介数(BC)的牵制策略[18]等。Rong 和 Li [18]提出了基于中介数的牵制策略，决定优先选择

介数中心度较大的节点进行牵制；文献[19]通过利用 K-shell 分解法对复杂网络中心位置的节点进行查找，

发现牵制 k-core 数大的节点可以使复杂网络同步的效果更好；一种基于数据流的牵制控制策略被 Wang
和 Liu [20]提出，它使复杂网络达到同步的效果与基于中介数的牵制方案很接近，但是可以使计算量减少。

以上众多成果都是对于单个节点选择进行不断优化，但是当牵制节点个数给定时，如何选择一组合适的

节点组来优化牵制效果却没有过多的研究。对此，在本文我们将对多重边的网络进行研究，因为在以往

大多数文章中多偏向于对单边复杂网络进行研究，但是在现实生活中，如：交通网、人际网、通信网等

都是由多种性质的子网络构成的多重边融合复杂网络[21]，这种网络相对于单边复杂网络而言有更加复杂

的拓扑结构、节点动力学特征，所以对于两个节点之间的多重边不能进行简单的合并，需要找到稳妥的

方式对其进行划分。不仅如此，我们还引入了时延，因为在真实的网络中，由于信号在传播的过程中的

速度是有限的、节点和节点之间的物理距离有些时候也会变得很远、有些时候也会受到网络宽带速度等

限制等多种原因，会导致在自然界和社会的很多真实的网络中出现时延[22] [23]，因此时延在日常生活中

是一种普遍存在的客观现象。在此我们以交通网为例：一个交通网是由很多种不同的交通运输工具所构

成的大型网络，如：航空网、地铁网、公交网等等，为了便于管理，研究者们将这种含有多种交通方式

的网络进行划分，将具有相同运输方式的网络，即传输速度相同的作为一个子网，传输速度最快的网络

被称为“零子网”，其他网络的传输速度相比它总是慢的，所以在传输过程中产生时延，即其他网络传

输速度都是低于零子网的。基于上述原因，笔者基于边之间传输速度的不同对复杂网络进行划分，建立

了多重边的复杂网络模型，并对其优化牵制效果的节点组选择方案进行了系统深入的研究。 
本文其他章节的安排如下：第二部分讲解了多重边复杂网络模型，并且对全文所能应用到的假设和

引理进行梳理；第三部分对多重边复杂网络牵制同步控制进行研究，得到了在自适应牵制控制器作用下

复杂网络全局同步的准则，并且对对称子拉普拉斯矩阵的最大特征值的谱特性展开研究；第四部分进行

了数值仿真，对所得到的理论成果进行验证。 

2. 模型准备及描述 

本考虑由 N 个节点构成的连续时间线性耦合动态网络模型： 

( ) ( )( ) ( )
1

   1, 2, ,
N

i ij j
j

x t f x t c P Hx i N
=

= − =∑
                      (1) 

其中 ( ) ( ) ( ) ( )( )T
1 2, , , n

i i i inx t x t x t x t R= ∈
是节点 i 在 t 时刻的状态变量，f 为连续可微函数，常数 c 为网

络的耦合强度，H 为各个节点状态变量之间的内耦合矩阵[24]，矩阵 N ij N N
P p

×
 =   表示网络中的外部耦合 

矩阵，可以用来展示网络间的拓扑结构，并且满足耗散耦合条件
1

0
N

ij
j

p
=

=∑ ，其中网络的拓扑结构还可以 

用图 ( ),G = υ ε 来进行描述，节点集为 { }1,2, , N= υ ，边缘集为 ε υ υ⊆ × ，矩阵 N ij N N
P p

×
 =   是图 G 的

相应拉普拉斯矩阵，定义为：如果节点 i 和节点 j 之间有边连接，则 1ijp = − ，否则为 0 [25]。 
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本文针对的是多重边的复杂网络，根据节点之间信息传输速度的不同，通过引入时延对该网络进行

拆分。在本文我们基于网络中边的不同性质的拆分原则，以许多子网络组合在一起的形式将多重边复杂

网络进行拆分[26]。在此网络中有 N 个相同动力学系统的节点，假设网络中不同性质的边有 1k + 种，w
表示网络两个节点之间的最大重边数，拆分后的网络也可能具有多重边[26]，第 l 个子网的最大重边数为

( )1,2, ,lz l k=  且 lz w≤ ，那么具有相同性质的边和 N 个节点所构成的子网络就会有 1k + 个。其中对于

传输速度最快的边和 N 个节点构成的网络为基准网络，即 0 0=τ ，其他剩余的边和 N 个节点所构成的 l
个子网络对于基准网络来说都存在时延 ( )0,1, ,l k=  ，因此， 1k + 个子网络就划分成功。 

下面是具有 N 个相同动力学系统的节点构成的含 w 重边的时延复杂网络模型，其中含有 1k + 个不同性

质的边。基于上述的拆分思想，我们将该网络[21]划分成 1k + 个子网络，其中第 i 个节点的网络状态方程为： 

( ) ( )( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( )

0 1 1 2 20 1 2
1 1 1

1

,
N N N

i i ij j ij j ij j
j j j

N

k ij j kk
j

x t f x t t c p Hx t c p Hx t c p Hx t

c p Hx t

= = =

=

= − − − − −

+ − −

∑ ∑ ∑

∑





τ τ

τ
           (2)

 
其中： ( ) ( ) ( ) ( )( )T

1 2, , , n
i i i inx t x t x t x t R= ∈

是节点 i 在 t 时刻的状态变量， 1,2, ,i N=  ， : n nf R R→ 为

连续可微的非线性向量函数； 0, 1, ,lc l k> =  为第 l 个子网络的耦合强度； n nH R R∈ × 代表子网络中各

个节点之间的内耦合矩阵(本文假设所有拆分后的子网络的内部耦合矩阵是相同的)，且为正定矩阵；矩阵 

( ) ( )ijN r r N N
P p

×
 =   表示第 r 个子网络的外部耦合矩阵，此处我们将其以拉普拉斯矩阵的形式表现出来，

0,1, ,r k=  ，可以用来展示网络间的拓扑结构，并且满足耗散耦合条件，其中矩阵 N ij N N
P p

×
 =   定义如 

下：如果节点 i 和节点 j 之间有边连接，则 ( ) ( ) 1ij jir rp p= = − ，否则为 0。 
定义 1 当 t →∞ 时，孤立节点 ( )s t  [14]和各个节点 ( )ix t 之间满足 ( ) ( ) ( ) ( )1 2 Nx t x t x t s t→ → → → ，

即： 

( ) ( )lim 0,   1, 2, , .it
x t s t i N

→∞
− = = 

                         (3) 

则称复杂网络趋于同步状态，其中对于孤立节点 ( )s t ，有： 

 
( ) ( )( ),s t f s t t=                                 (4) 

定义误差向量为： 

 
( ) ( ) ( ) ,    1, 2, , .i ie t x t s t i N= − =                           (5) 

接下来为使网络模型中的所有节点可以在一定的时间段内达到同步状态，我们选择对节点

1,2, ,i l=  施加自适应牵制同步控制器(1 l N≤ < )，因此被牵制的复杂网络模型(1)可以被重新描述为： 

( ) ( )( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )0 0
1 1 1

, ,     1, 2, ,
N k N

i i ij j r ij j r ir
j r j

x t f x t t c p Hx t c p Hx t u t i lτ
= = =

= − − − + =∑ ∑ ∑
  

( ) ( )( ) ( ) ( ) ( ) ( )0 0
1 1 1

, ,         1, 2, , .
N k N

i i ij j r ij j rr
j r j

x t f x t t c p Hx t c p Hx t i l l Nτ
= = =

= − − − = + +∑ ∑ ∑
        (6) 

其中自适应牵制同步控制器为： 

( ) ( ) ( ) ,    1
0,                      1

i i
i

d t He t i l
u t

l i N
− ≤ ≤= 

+ ≤ ≤
                            (7) 

其中自适应更新律为： ( ) ( ) ( )T
i i i id t p e t He t= ， ip 是正常数(1 i l≤ ≤ )。 
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因此，我们得到误差系统为： 

( ) ( )( ) ( )( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )0 0
1 1 1

, ,
N k N

i i ij j r ij j r ir
j r j

e t f x t t f s t t c p He t c p He t u tτ
= = =

= − − − − +∑ ∑ ∑  

( ) ( )( ) ( )( ) ( ) ( ) ( ) ( )0 0
1 1 1

, ,
N k N

i i ij j r ij j rr
j r j

e t f x t t f s t t c p He t c p He t τ
= = =

= − − − −∑ ∑ ∑              (8) 

假设 1 [14]此处存在一个常数ϑ ，有以下的不等式成立： 

( ) ( ) ( )( ) ( ) ( )T T ,  , mx y f x f y x y H x y x y Rϑ− − ≤ − − ∀ ∈                    (9) 

其中ϑ 为常数，所有向量 , nx y R∈ 。 
引理 1 [27]若 ijB b =  为一个 N N× 的实对称矩阵，则： 

( ) [ ] [ ] ( )1 1 1
min maxii ii Ni N i N

B b b Bλ λ
≤ ≤ ≤ ≤

≤ ≤ ≤                            (10) 

( )1 Bλ 和 ( )N Bλ 分别表示矩阵 B 的最小特征值和最大特征值。 
引理 2 (Schur 补引理[20])：假设矩阵 ( ) ( )TU x U x= ， ( ) ( )TW x W x= ，如果有以下的线性矩阵不等式

给出： 
( ) ( )
( ) ( )T 0,

U x S x
S x W x
 

< 
 

                                  (11) 

与下面的条件之一等价： 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )T 1(1) 0,  0,U x W x S x U x S x−< − <  

( ) ( ) ( ) ( ) ( )1 T(2) 0,  0.W x U x S x W x S x−< − <                        (12) 

引理 3 (柯西交错定理[28])：A 为一个 N N× 的实对称矩阵，B 为实对称矩阵 A 通过删除行和列所对

应的 1N − 阶主子矩阵。在此处，让 iλ 和 iµ 分别表示矩阵 A 和 B 的特征值，且 1 2 N≤ ≤ ≤λ λ λ ，

1 2 1N −≤ ≤ ≤µ µ µ 。则： 

1 1 2 2 1 1N N Nλ µ λ µ λ µ λ− −≤ ≤ ≤ ≤ ≤ ≤ ≤                         (13) 

引理 4 [29]对于任何的向量， , mx y R∈ ，并且存在一个正定的矩阵 m mW R ×∈ ，则会有以下的矩阵不

等式成立： 
T T T 12x y x Wx y W y−≤ +                              (14) 

引理 5 [30]对于克罗内克积，满足如下性质：其中 , ,m n r s n pU R Y R Z R× × ×∈ ∈ ∈ ，其中 s tP R ×∈ 。 

( )T T T(1) ;U Y U Y⊗ = ⊗  

( )( ) ( ) ( )(2) .U Y Z P UZ YP⊗ ⊗ = ⊗                           (15) 

引理 6 [22]若 ijB b =  为一个 N N× 的实对称矩阵且 ( ) ( )1 NB B≤ ≤λ λ 。让 ( )1 2
2

1
N

iix x
=

= ∑ 。则： 

( ) T

1
maxN x

B x Bxλ
=
 =                                   (16) 

3. 多重边复杂网络同步分析 

3.1. 同步稳定性分析 

定理 1 在假设 1 成立的条件下，且存在适当的正常数 ( )1,2, ,r r k= γ ，如果满足下面的条件： 

( ) ( )
2

0 0
1 1 1

1
2 2

k k k

N r r rN l r N l
r r r

c P c P cτλλ ϑ γ− −
= = =

 − + < − − − 
 

∑ ∑ ∑                      (17) 

https://doi.org/10.12677/dsc.2023.122007


高鑫蕊 等 
 

 

DOI: 10.12677/dsc.2023.122007 68 动力系统与控制 
 

( Nλ 表示对称矩阵 ( ) ( )
2

0 0
12

k

rN l r N l
r

c P c P− −
=

− + ∑λ
的最大特征值， τλ 表示矩阵 H 的最大特征值。) 

那么多重边的复杂网络模型(6)在自适应牵制同步控制器(7)的作用下可以实现同步： 
证明：构造 Lyapunov-Krasovskii 泛函为： 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )
( )( )2

*T T

1 1 1 1

1 1d
2 2l

N k N lt i
i i r i it

i r j i i

d t d
V t e t e t e t He t t

pτ
γ

−
= = = =

−
= + +∑ ∑∑ ∑∫  

沿误差系统(8)的任意轨线，并结合假设 1， ( )V t 关于时间的导数为： 

( ) ( ) ( )( ) ( )( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( ) ( )( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

T
0 0

1 1 1 1

T T T
*

1 1 1 1 1

T T T
0 0

1 1 1 1
 

N N k N

i i j r j r i iij r
i j r j

k N k N l

r i i r i r i r i i i
r j r j i

N N N N

i i i ij j i r r ij
i i j i j

V t e t f x t f s t c p He t c p He t d t He t

e t He t e t He t d t d e t He t

e t He t c e t p He t e t c p

τ

γ γ τ τ

ϑ

= = = =

= = = = =

= = = = =

 
= − − − − − 

 

+ − − − + −

≤ − −

∑ ∑ ∑ ∑

∑∑ ∑∑ ∑

∑ ∑ ∑ ∑



( )

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

1 1

T T T
*

1 1 1 1 1

k N

j r
r

l k N k N

i i r i i r i r i r
i r j r j

He t

d t e t He t e t He t e t He t

τ

γ γ τ τ

=

= = = = =

−

− + ⋅ − − −

∑∑

∑ ∑∑ ∑∑

   (18) 

此处使用引理 4 和引理 5，可将上式变成如下形式： 

( ) ( )( ) ( ) ( ) ( )( ) ( ) ( ) ( )( ) ( )

( )( ) ( ) ( )( ) ( ) ( )( ) ( )

( )( ) ( )

( ) ( )

( ) ( ) ( )

T T T 2
0 0

1

T T T
*

1 1

T

1

T

1 1

T 2
0 *0

1 1 1

2
1
2

1
2 2

k

N rN r N
l

k k

r N r N
r r

k

r r N r
r
k N

r i r i r
r j

k k k

N r r N r NN r N
r r r

V t e t I H e t c e t P H e t c e t P H e t

c e t I H e t e t D H e t e t I H e t

e t I H e t

e t He t

e t I c P c P c I D I

=

= =

=

= =

= = =

≤ ⊗ − ⊗ + ⊗

+ ⊗ − ⊗ + ⊗

− − ⊗ −

≤ − − −

+ − + + − +

∑

∑ ∑

∑

∑∑

∑ ∑ ∑



τ

τ

λ
ϑ

γ

γ τ τ

γ τ τ

λ
ϑ γ ( )H e t

 ⊗  
  

      (19) 

(其中 ( ) ( ) ( ) ( )( )1 2, , , Ne t e t e t e t=  ， * 1, , , ,0 , ,0l N
l

D diag d d d +

 
=   

 
 



。)

 易知 ( ) ( )T

1 1
0

k N

r i r i r
r j

e t He t
= =

− − − <∑∑γ τ τ ，并且基于李亚普诺夫稳定性理论，如果微分不等式 ( ) 0V t < ，

那么便可证明复杂网络达到同步状态：当存在足够大的正常数 *d 使得对称矩阵 

( ) ( )
2

0 0
1 1 1

1 0
2 2

k k k

N l r r N l r N lN l r N l
r r r

I c P c P c I I H− − −− −
= = =

 − + + + ⊗ < 
 

∑ ∑ ∑τλϑ γ ，则复杂网络达到全局同步的状态。 

令 

( ) ( )
2

0 *0
1 1 1

1
2 2

k k k

N r r N r NN r N
r r r

F I c P c P c I I Dτλϑ γ
= = =

= − + + + −∑ ∑ ∑ *
ˆ

l
T

N l

F D MF
M F −

 −
=  
 

       (20) 

根据引理 2，可以得到： 

( ) ( )
2

0 0
1 1 1

1 0
2 2

k k k

N l r N l r r N lN l r N l
r r r

I I c P c P c Iτλϑ γ− − −− −
= = =

+ − + + ⋅ <∑ ∑ ∑ ，即 
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( ) ( )
2

0 0
1 1 1

1
2 2

k k k

N r r rN l r N l
r r r

c P c P c− −
= = =

 − + < − − − 
 

∑ ∑ ∑τλλ ϑ γ ，由此得到多重边复杂网络模型(6)同步的准则，

由此来衡量牵制方案的有效性。 

(其中： ( ) ( )ij l N l
M m

× −
= ， ( )ij ijm f= ， * 1 2

ˆ , , , l

l

D c diag d d d
 
 = ×
 
 





， ( )r N lP − 表示删除受控节点后的对称

子拉普拉斯矩阵， Nλ 表示对称矩阵 ( ) ( )
2

0 0
12

k

rN l r N l
r

c P c P− −
=

− + ∑τλ 的最大特征值。) 

定理 2 如果满足以下条件： 

( )
2

max
1 1 1

1
2 2

k k k

r r rr N
r r r

c P cτλλ ϑ γ
= = =

  + < − − 
 

∑ ∑ ∑                     (21) 

1 1

1
2

k k

r r
r r

c
= =

< − −∑ ∑ϑ γ                                  (22) 

则受控复杂网络(6)将会达到同步状态。 
证明： 

由 ( ) ( )
2

0 *0
1 1 1

1
2 2

k k k

N r r N r NN r N
r r r

F I c P c P c I I D
= = =

= − + + ⋅ + −∑ ∑ ∑τλϑ γ 可以得到： 

( )( ) ( )
2

0 max max0
1 1 1

1 0
2 2

k k k

r r r NN r N
r r r

F c P c P c I
= = =

  ≤ + − + + + <  
  

∑ ∑ ∑τλϑ λ λ γ          (23) 

注 1 由条件看出当
1 1

1
2

k k

r r
r r

c
= =

< − −∑ ∑ϑ γ 时受控的含时延多重边的复杂网络才可以达到同步，但是在文 

献[14]中由条件看出当 0<ϑ 的时候网络不需要施加任何的控制器就可以自身达到同步，而当 0>ϑ 时需要

对部分节点加上控制器才可以使得网络达到同步，这一点与具有时延的多重边复杂网络是不同的。说明

含时延的多重边复杂网络对网络的动力学要求比较严苛，同时也说明了普通复杂网络的牵制控制策略对

于含时延的多重边复杂网络并不是完全适用的。 

3.2. 牵制节点组的选择 

定理 3 令受控节点集 { }1 2, , , lv i i i=  ，下面给出了删除受控节点集后对称子拉普拉斯矩阵和原矩

阵的特征值关系： 

( ) ( ) ( ) ( )
2 2

1 0 00 0
1 12 2

k k

N r N l rN l r N l N r N
r r

c P c P c P c Pτ τλ λ
λ λ− −− −

= =

   − + ≥ − +      
∑ ∑             (24) 

证明：结合引理 3 得到： 

( ) ( ) ( )1 1 1N N l N N NP P Pλ λ λ− − −≥ ≥ ≥                           (25) 

所以我们可以得出： 

( ) ( ) ( )1  1, 2, ,N N l N i NP P i N lλ λ− − −≥ = −                         (26) 

定理 4 针对牵制不同的受控节点数，发现子矩阵的最大特征值随着受控节点个数的增多而减小。 

( ) ( ) ( ) ( )
2 2

0 00 0 1 1
1 1

max max
2 2

k k

N r N rN l r N l N l r N l
r r

c P c P c P c Pτ τλ λ
λ λ− − − − − −

= =

      − + ≥ − +      
      

∑ ∑      (27) 
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证明：根据引理 3 得出： 

( ) ( )1N N l N N lP P− − −≥λ λ                               (28) 

由此可以得到： 

( ) ( ) ( ) ( )
2 2

0 00 0 1 1
1 12 2

k k

N r N rN l r N l N l r N l
r r

c P c P c P c P− − − − − −
= =

   − + ≥ − +   
   

∑ ∑τ τλ λ
λ λ            (29) 

定理 5 在用来表示网络拓扑结构的图 G 中，其中 ( )DI N 表示所有节点的入度和， iDk 表示受控节点

i 的出入度和，
1

N l

ii
i

p
−

=
∑ 表示 N lP − 矩阵的对角线元素之和。则有： 

( ) ( )
1

1 1

N l l

i N ii i
i i

Dk DI N N l h Dkλ
− −

= =

′′≤ + − × − −∑ ∑                     (30) 

证明：此处， ( )( )( )T
0 1 1, ,1a N l= −  为一个 ( )N l− 行 1 列的向量，由引理 6 我们得到： 

( ) ( )

( )
( )

( )

T T

1

T T
0 0 0 0

maxN N l x
P a L J a a a

x L J x x x

DO I b
N l

DO I
N l

λ − =
 = + Λ 

≥ + Λ

−
≥

−

≥
−

 

( ) ( ) ( )N N lDO I N l Pλ −⇔ ≤ − ×  

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) NDO N DS N DI M DS I N l λ′′⇔ − + + ≤ − ×  

( ) ( ) ( ) ( ) NDS I DI N DI M N l λ′′⇔ ≤ − − − ×  

( ) ( ) ( )
1

N l

ii N
i

DS I DI N l N l λ
−

=

′′⇔ ≤ − + − ×∑   

( ) ( )1 2
1

N l

l ii N
i

Dk Dk Dk DI N l N l λ
−

=

′′⇔ + + + ≤ − + − ×∑ 

                    (31) 

(DO 表示节点的出度和，DS 表示节点的出入度和，I、M、N 分别表示受控节点集、未受控节点集和

所有节点，b 表示受控节点集之间的出度和。 ( )L J 表示未受控节点的对称拉普拉斯矩阵。

( ) ( )( )1 , , N ldiag DO im DO im −Λ =  ，其中 ( )jDO im 表示受控节点集到未受控节点的出度和。) 
注 2 
1) 将实对称矩阵 B N N∈ × 的特征值按照依次递增的顺序进行排列： 

( ) ( ) ( ) ( )1 2 N l NB B B B−≤ ≤ ≤ ≤λ λ λ λ                         (32) 

2) 在节点总数为 N 的复杂网络中， { }1, , lI i i=  表示多重边复杂网络中受牵制的节点集，

{ }1, ,l N lM m m+ −=  表示该网络中未受牵制的节点集。 

3) 通过该定理，我们可以对一些不符合条件的节点进行筛选，从而减少计算量。从中我们可以看

出，针对时延复杂网络，会优先选择度比较小的节点而放弃度比较大的节点，这与一般复杂网络是不

同的。 
算法步骤： 
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步骤 1：在找到满足牵制条件的候选节点的基础上，由此可以对节点进行排序：首先是 ( ) 0DI i = 的

节点，接下来的节点按照 ( )DO i 依次递减的的顺序进行排列。如果其中有某些节点的 ( )DO i 相同，那么

这些节点按照 ( )DS i 依次递减的顺序进行排列。这样对网络中的节点进行初步筛选后，继续对节点组的

重要性排序进行研究。(其中 ( ) ( ) ( )DS i DO i DI i= − ) 
步骤 2：按照步骤 1 对节点进行排序后，结合此时所需要的牵制节点数量，将排序的前 l 个节点作为

初始节点，计算这些节点对应的 Nλ ，依此作为最初的 N′′λ 。
 步骤 3：基于多重边复杂网络中受控节点的度对所有节点进行筛选，从而找到符合定理 5 的节点集。 

步骤 4：对所有节点进行筛选后，对剩余的节点进行组合，计算不同节点组所对应的 Nλ ，从而

找到最大的 Nλ ，进而优化网络的牵制效果。

 
4. 数值仿真 

为了验证前面的理论结果，在本章节我们考虑有三种性质的复杂网络来进行仿真研究。 

( ) ( )( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
10 10 10

0 1 1 2 20 1 2
1 1 1

,i i ij j ij j ij j
j j j

x t f x t t c p Hx t c p Hx t c p Hx t
= = =

= − − − − −∑ ∑ ∑ τ τ         (33) 

该网络由 10 个节点组成，第 i 个节点的动力学方程为： 

( )
1

2 1 3

3 1 2

30
60
30

i

i i i i

i i i

x
f x x x x

x x x

−
= − +
− −

                                 (34) 

结合假设 1 我们可以得到： 

( ) ( ) ( )( )

[ ]

( )

T

1

1 2 3 2 1 3 3 1 1 3

3 1 2 2 1 1 2

2 2 2
1 2 3 3 1 2 1

2 2 2 T
1 2 3

30
    60

30

30 60 30

30 2

i i

i

i i i i i i i i

i i i i i

i i i i i

i i i i i

x s f x f s

e
e e e e s e s e e e

e s e s e e e

e e e s e s e

e e e e Heϑ

− −

− 
 = − + + + 
 − − − − 

= − − − + −

= − + + ≤

                         (35) 

在该仿真系统中，内部耦合矩阵 ( )1, 2,1H diag= ，选择 20ϑ = − 满足假设 1 的条件。耦合强度

0 1 0.2c c= = ， 2 0.1c = ， 1 2 1γ γ= = ，信息传输的时延 1 1τ = ， 2 2τ = ，最大重边数 0 1 2 1w w w= = = ，外部

耦合矩阵 ( ) ( ) ( )0 1 2, ,P P P 分别为 

( ) ( )0 1

2 0 0 1 0 0 0 1 0 0
0 4 1 1 0 0 1 0 1 0
0 1 6 1 0 1 1 0 1 1
1 1 1 3 0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 2 0 1 0 1 0
0 0 1 0 0 1 0 0 0 0
0 1 1 0 1 0 5 1 0 1
1 0 0 0 0 0 1 3 1 0

0 1 1 0 1 0 0 1 5 1
0 0 1 0 0 0 1 0 1 3

P P

− − 
 − − − − 
 − − − − − −
 
− − − 
 − −
 = =

− 
 − − − − − 
− − − 
 − − − − − 
 − − − 
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( )2

4 1 0 1 0 1 0 0 1 0
1 3 0 0 1 0 0 1 0 0

0 0 6 1 1 0 1 1 1 1
1 0 1 2 0 0 0 0 0 0

0 1 1 0 5 0 1 0 1 1
1 0 0 0 0 1 0 0 0 0

0 0 1 0 1 0 5 1 1 1
0 1 1 0 0 0 1 5 1 1
1 0 1 0 1 0 1 1 6 1

0 0 1 0 1 0 1 1 1 5

P

− − − − 
 − − − 
 − − − − − −
 − − 
 − − − − −

=  
− 
 − − − − −
 

− − − − − 
 − − − − − − 

− − − − −  

 

基于上述算法，我们将所有节点进行排列：3、9、7、8、10、2、5、1、4、6。 
通过仿真，我们验证了对于时延复杂网络的节点组的选择不同于一般的网络，为使牵制效果更好，

它会优先牵制度比较小的节点。下面画出了当牵制七个节点时候的同步误差图 1，以及随着受控节点个

数的增加特征值谱特性的变化趋势图 2。 
 

 
Figure 1. Synchronization error diagram of complex network (6) under adaptive controller (7) when the number of pinning 
nodes 7l =  
图 1. 牵制节点数 7l = 时，复杂网络(6)在自适应控制器(7)下的同步误差图 

 

 
Figure 2. With the increase of the number of controlled nodes l, ( )max Nλ  large nodes and N l−λ  change trend chart 

图 2. 随着受控节点个数 l 的增加， ( )max Nλ 、度大的节点和 N l−λ 变化趋势图  
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1) 当牵制 3 个节点时，选取排序中的前 3 个节点{3、9、7}，此时 7.6100N =λ ；但是根据上述算法，

我们计算出当牵制节点组{10、2、1}时， 17.6647N =λ 更大，此时牵制效果会更好。 
2) 当牵制 5 个节点时，选取排序中的前 5 个节点{3、9、7、8、10}，此时 6.6727N =λ ；但是根据上

述算法，我们计算出当牵制节点组{10、2、5、1、6}时， 17.2756N =λ ；更大，此时牵制效果会更好。 
下面给出了牵制节点个数为 7l = 自适应控制器下的同步误差图以及相应的最优受控节点集。 

当 7l = 时： ( ) ( ) ( )
2 2

0 1 20 1 2max 16.5264
2 2N N l N l N lc P c P c P− − −

  + + =  
  

τ τλ λ
λ ，当选取排序中的前 7 个节点{3、

9、7、8、10、2、5}进行牵制时，其所对应的： ( ) ( ) ( )
2 2

0 1 20 1 2 5.4686
2 2N N l N l N lc P c P c P− − −

 + + = 
 

τ τλ λ
λ ，然而基

于本文的理论，我们发现当节点 8、10、2、5、1、4、6 时， Nλ 更大，使得牵制效果更好。 

5. 结论 

本文针对多重边网络的节点集优化进行了研究，并且引入了时延，使得所研究的模型更加广泛、符

合实际。通过应用 Lyapunov 稳定性理论、自适应控制方法，在给出具有时延的多重边复杂网络全局同步

的准则后，又结合图论和矩阵分析等工具，通过删除网络的对称拉普拉斯矩阵中需要牵制节点所对应的

行和列，从而得到新矩阵的最大特征值，同时结合网络的拓扑信息分析了最大特征值的谱特性，找到最

优的受控节点组，以此来实现更好的牵制同步效果。最后通过数值仿真对本文得到的理论结果的准确性

和有效性进行了验证。 
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