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摘  要 

研究了一类具有同时受乘性噪声和无限马尔可夫跳参数影响的离散时间随机系统的控制问题。首先，给

出了一个关于黎卡提方程解的线性不等式，通过求解线性不等式，构造了一个控制器，其次，利用算子

理论和随机分析等知识给出离散时间随机系统的无限时域的有界实引理，并且通过一个耦合的黎卡提方

程，证明了线性不等式的解和有界实引理之间的等价性。最后关于随机系统的一个线性反馈控制方案以

黎卡提方程稳定解的线性矩阵不等式形式被提出，保证了随机控制系统的内部均方稳定性。 
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Abstract 
The control problem of a class of discrete-time stochastic systems affected by multiplicative noise 
and infinite Markov jump parameters is studied. Firstly, a linear inequality about the solution of 
Riccati equation is given, and a controller is constructed by solving the linear inequality. Secondly, 
the bounded real lemma in infinite time domain of discrete-time stochastic systems is given by 
using the knowledge of operator theory and stochastic analysis. Through a coupled Riccati equa-
tion, the equivalence between the solution of linear inequality and bounded real lemma is proved. 
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Finally, a linear feedback control scheme for stochastic systems is proposed in the form of linear 
matrix inequality of the stable solution of Riccati equation, which ensures the internal mean square 
stability of stochastic control systems. 
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1. 引言 

马尔科夫跳跃系统是一类常见的随机系统，它常用于描述存在突变因素的系统，例如金融经济、管

理科学、飞机控制等。而对于随机系统的一个热点研究方向是控制器的设定，而 H∞控制理论是控制理论

中重要的鲁棒控制设计方法，因为它的工程应用是为了去消除独立外部输入扰动 ( )v t 的影响，所以它能

保证控制系统的稳定性。目前针对马尔科夫跳跃系统的 H∞控制的成果有很多，文献[1]研究了离散时间广

义马尔可夫跳跃系统的随机稳定性和鲁棒控制，文献[2]研究了一类具有时变时滞不确定马尔可夫跳变线

性系统的鲁棒输出反馈 H∞控制。文献[3]研究了周期马尔科夫跳变系统的 H∞滤波问题；文献[4]研究了一

类离散时间马尔可夫跳变系统在状态和控制变量约束下的二次型最优控制问题。文献[5] [6]研究了一类具

有随机突变和未知的转移概率，但在每种模式的已知界限之间变化的离散时间线性系统，重新讨论了这

类系统的 H∞控制问题。 
带马尔科夫和乘性噪声的随机系统是一类特殊的随机系统，近些年针对它的研究也有很多，文献[7]

讨论了在方差约束下带马尔科夫和乘性噪声的随机系统的鲁棒控制问题，给出了具有方差约束的鲁棒控

制器设计方法。文献[8]研究了一个具有白噪声扰动和马尔可夫跳变的随机系统的 N 个参和者的最优控制

问题。文献[9]针对某些系统在一定的采样间隔内转移概率不变或者变化缓慢的情况，提出了分段带乘性

噪声的齐次离散时间 Markov 跳跃系统模型，并研究了系统 H∞估计问题。文献[10]研究了具有乘性噪声

和马尔可夫链的部分观测值的马尔可夫跳跃线性系统的控制问题。文献[11]针对一类带乘性噪声的离散时

间不确定奇异随机马尔可夫跳跃系统，研究了异步输出 H∞反馈控制问题。 
上述文献主要讨论的是有限时域或者有限状态的 Markov 跳跃系统的 H∞控制问题。而文献[12]研究

了一类具有无限马尔可夫跳变和乘性噪声的离散时滞随机系统的控制问题。文献[13] [14]中提出了一个随

机版本的有界实引理。受上述文献的启发，本文将文献[13]的有界实引理推广到具有无限马尔可夫跳变参

数和乘性噪声的无限时域离散时间时变系统，然后应用到 H∞控制问题。 
本文主要研究了在状态反馈控制器设计情况下探寻闭环系统的稳定性和 H∞控制问题，得到了代数黎

卡提方程稳定解与系统内部稳定性、线性矩阵不等式之间的等价性。首先介绍了所考虑系统的一些预备

知识，比如系统的指数均方稳定性、扰动算子的定义以及舒尔补引理。然后利用舒尔补引理得到线性矩

阵不等式、黎卡提方程稳定解的等价性、系统内部均方稳定性之间的等价性。 

2. 预备知识与模型描述 

本小节首先给出常用符号说明；其次简单介绍马尔可夫链相关的定义和随机系统中常用的稳定性定
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理；最后提供主要的数学引理。 
本文中， nR 表示 n 维欧氏空间； n mR × 表示 n m× 实矩阵线性空间，  表示 nR 欧氏范数或者 m nR × 算

子范数， nS 表示 n 阶对称矩阵； TA 表示矩阵(向量) A 的转置， ( )0 0A A> ≥ 表示 A 是正定(半正定)；记

( ), ,n nI I I=  ， nI 表示 n 阶恒等矩阵， { }1,2,S =  ， { }1,2,D =  ， { }0,1,2,Z+ =  ； AN ∗等价于 TANA ，

A∗等价于 TAA ，特别的 

T

A B A B
B C C

   
=   ∗   

, 

∗表示对称项；表示一致正， ( )Aσ 表示由 A 生成的最小σ 代数，Ω表示样本空间， ( )P  表示事

件发生的概率， ( )|P A B 表示给定事件 B 情形下事件 A 发生的条件概率， [ ]E A 表示事件 A 发生的数学期

望， [ ]|E A⋅ 表示关于事件 A 发生的条件期望。 
在给定完备概率空间 ( ), ,PΩ  中，考虑带有无限马尔可夫跳参数、乘性噪声和独立外部输入扰动的

离散随机系统如下： 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

0 0
1 1

0
1

1
r r

t k t k t k t k
k k

r

t k t k
k

t t t

x t t x t t u t

t v t

z t x t u t v t

η η ω η η ω

η η ω

η η η

= =

=

   + = + + +      
 + +  

= + +

∑ ∑

∑

A A B B

M M

C D G

                         (1) 

( ) ( ) ( ) ( ),, ,u v zn n nnx t R u t R v t R z t R∈ ∈ ∈ ∈ 分别表示系统状态、外部控制、外部扰动输入、控制输出。

( ){ } ( ){ } ( ){ } ( ){ } ( ){ } ( ){ }, , , , ,k t k t t t t k tt t t t t t
η η η η η ηA B C D G M 都是具有合适维数的实矩阵序列。 

( ) ( ) ( ) ( )( )1 2, , , rt t t tω ω ω ω=  是互相独立的随机向量序列，也称为乘性噪声 ( ) ( )T
rE t t Iω ω  =  ， 

( ) 0E tω  =  。 

令 { }, 0 ,0 1t k s k t s tσ η ω= ≤ ≤ ≤ ≤ − ，当 0t = 时，有 ( )0 0σ η= 。{ }t t Z
η

+∈
和{ }t t Z

ω
+∈
相互独立。{ }t t Z

η
+∈

是取值于可列可数集 S 中的马尔可夫链，其切换依赖于一个平稳非退化转移概率矩阵： ( )P ,p i j =    

( ) { }1, ,t tp i j P j i j Sη η+= = = ∈                               (2) 

且具有性质： 

( )

( )
1

, 0,

, 1.
j

p i j

p i j
∞

=

 ≥

 =

∑

                                     (3) 

记 ( )2 0, ; ml R∞ 表示 mR 值随机过程 ( ){ },y t ω 满足 t可测和 ( )2
0 tt E y∞

=
< ∞∑ 的空间，故 ( )2 0, ; ml R∞  

是实 Hilbert 空间，其范数由通常的内积诱导： 

( ) ( )( )2
22

00, ;

1 2

m ttl Ry E y∞

=∞
= < ∞∑ . 

记 1Hm n× 表示集合 ( ) ( )( ){ }H H H 1 ,H 2 ,=   ( )H m ni R ×∈ 这其中 ( )1 Hi i∞

=
< ∞∑ ，很容易得到 1Hm n× 是具

有范数 ( )11H Hi i∞

=
=∑ 的 Banach 空间；同理定义 Banach 空间Hm n×

∞ ，其范数 ( )H sup H
i S

i
∞

∈
= 。 

当m n= ， ( )1H Hn m n m× ×
∞ 可简记为 ( )1H Hn n

∞ 。若 ( )H ni S∈ ， ( )H 0i ≥ ，i S∈ ，用 ( )1H Hn n+ +
∞ 代替 ( )1H Hn n

∞ 。
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对 1, Hn+∈X Y ， ≤X Y 表示对所有 ( ) ( )i i≤X Y ，且具有性质 1 1≤X Y 。假设所考虑系统(1)中所有的参

数矩阵都具有有限范数
∞
 ， { }sup

i S
A A

∞
∈

= < ∞。此外 ( )  表示从 到 的所有有界线性算子组成的

线性空间。 ( )BΓ∈  ，它的诱导范数用 Γ

表示。 

在后续的研究中，为了公式记法的简便，对 H , Hn m n×
∞ ∞∀ ∈ ∈U F 我们将运用如下标记： 

( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

1

T

0

T

0

T T
1

0

T T
2

0

T T 2
3

0

,

v

i
j

r

i k i k
k

r
F
i kK k i kK k

k
r

i
k i k

k
r

i
k i k

k
r

i
k i k n

k

p i j j

i i

i i i i i i

i i i i

i i i i

i i i i γ

∞

=

=

=

=

=

=

=

=

   = + +   

Π = +

Π = +

Π = + −

∑

∑

∑

∑

∑

∑

U U

U A U A

U A M F U A M F

U A U A C C

U A U M C G

U M U M G G I



 

 







                (4) 

经过直接的计算验证了其中 ( )B, Hn+
∞∈  。 

首先对于系统(1)的状态控制律定义为： ( ) ( ) ( ) , Hn
tu t x tη ∞= ∈Κ K 。即上述所考虑的随机系统(1)可改

写成如下闭环系统(5)： 

( ) ( ) ( ) ( )( ) ( ) ( ) ( )( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

0 0
1

0
1

1
r

t t t k t k t t k
k

r

t k t k
k

t t t t

x t t x t

t v t

z t x t v t

η η η η η η ω

η η ω

η η η η

=

=

 + = + + +  
 + +  

 = + + 

∑

∑

A B K A B K

M M

C D K G

                         (5) 

为了书写的方便，随机系统(5)可变形为： 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( ) ( )

0 0
1 1

1
r r

K t kK t k t k t k
k k

K t t

x t t x t t v t

z t x t v t

η η ω η η ω

η η
= =

   + = + + +      
= +

∑ ∑A A M M

C G
           (6) 

其中 

( ) ( ) ( ) ( )kK t k t k t tη η η η= +A A B K , ( ) ( ) ( )K t t tη η η= +C C D K , 

利用线性系统理论，对闭环系统(5)的解有分解如： ( ) ( ) ( )zi zsx t x t x t= + ， ( )x t 是闭环系统(5)关于初

值问题 ( ) 00x x= 的唯一解。 

这里 ( ){ },zi zix x t t Z+= ∈ 是以下零输入系统的唯一解， 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( )

0
1

0

1

0

r

zi K t kK t k zi
k

zi

x t t x t

x x

η η ω
=

 + = +  
=

∑A A
                        (7) 

类似的， ( ){ },zs zsx x t t Z+= ∈ 是以下零初值系统的唯一解， 
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( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( )

0 0
1 1

1

0 0

r r

zs K t kK t k zs t k t k
k k

zs

x t t x t t v t

x

η η ω η η ω
= =

   + = + + +      
=

∑ ∑A A M M
          (8) 

下面是一些关于无限马尔可夫跳系统的基本概念。 

定义 1 [13]：如果对任意初值 ( )0 0, nx R Sη ∈ × ，都有 ( ) 2
lim 0zit

E x t
→∞

  =  
，则称闭环系统(6)是内部均 

方稳定，或系统(7)是指数均方稳定(EMSS)。 
定义 2 [13]：当系统(6)是指数均方稳定(EMSS)时，定义一个关于系统(6)输入输出扰动线性算子 

( ) ( )2 2: 0, ; 0, ;v vn nl R l R∞ → ∞ 形如： 

( ) ( ) ( ) ( )( ) ,K t zs tv t C x t G v t t Zη η += + ∈                           (9) 

其中 ( )2 0, ; ml Rv∈ ∞ ，当 0v = 时，意味着所考虑系统(6)没有外部输入扰动，相应的问题也无研究意义；

当 0v ≠ 时，进一步引诱出一个算子范数： 

( )
0 0

2

, 0
sup ; 0, ; , 0vn

S x

v
v l R v

vη ∈ =

  = ∈ ∞ ≠ 
  


                       (10) 

给定 Zτ +∈ ，类似的定义另一个算子范数： 

( )
0 0

2

, 0
sup ; 0, ; , 0vn

S x

v
v l R v

v
τ

τ τ
η τ∈ =

  = ∈ ∞ ≠ 
  


                      (11) 

假设系统(1)中 ( ) ( )0, 0u t v t≡ ≡ ，即得到系统(12)如下： 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )

0
1

1
r

t k t k
k

t

x t t x t

z t x t

η η ω

η
=

 + = +  
=

∑A A

C
                         (12) 

定义 3 [15]：如果存在 0c > ，使得对所有 0k ≥ ，都有 kf cI≥ ，则称{ } 0k k
f

≥
是一致正， 0kf  。 

引理 1 [16] (舒尔补引理)：给定 ( ) ( )( )1 , 2 , Hn+
∞= ∈U U U  ， ( ) ( )( )1 , 2 , Hn m×

∞= ∈V V V  ， 

( ) ( )( )1 , 2 , Hm+
∞= ∈W W W  。并且 T T,= =U U W W 则下面性质等价。 

1) 0 
 ∗ 

U V
W

 ； 

2) 0U  ，并且 T 1 0−−W V U V  ； 
3) 0W  ，并且 1 T 0−−U VW V  。 
引理 2 [13]：让 

( )
T

1 2

3

,u
u u
ξ ξ

ξ
    

=     ∗    

Q Q
Q

Q
                             (13) 

是定义在 n mR + 上的二次型。如果 3Q 是可逆矩阵，则对所有的 ,n mR u Rξ ∈ ∈ 我们有： 

( ) ( ) ( ) ( )TT 1 T 1 T 1 T
1 2 3 2 3 2 3 3 2,u u uξ ξ ξ ξ ξ− − −= − + + +Q Q Q Q Q Q Q Q Q Q                 (14) 

3. 主要结果 

在给出定理 1 之前，利用式子(4)，基于系统(5)、(6)我们先给出如下标记： 
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( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )T T
1

0

r
i
K kK i kK K K

k
i i i i

=

Π = +∑X A X A C C                      (15) 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )T T
2

0

r
i

K kK i k K
k

i i i i
=

Π = +∑X A X M C G                       (16) 

离散时间随机系统(1)中的控制律定义为 ( ) ( ) ( ) , Hn
tu t K x t Kη ∞= ∈  

定理 1：给定 0γ > ，下面性质等价 
1) 闭环系统(5)内部均方稳定， γ< 。 

2) 下面代数黎卡提方程有一个稳定解 Hn+
∞∈X  

( ) ( ) ( ) ( ) ( )
( ) ( )

1 T
1 2 3 2

22
3 0 0, 0, ,

i i i i
K K K

i

i

I i Sε ε γ

− = Π −Π Π Π

Π < − ∀ ∈ − ∈

X X X X X

X 
                      (17) 

3) 这存在一个 , 0, Hn
nY S Y W +

∞∈ > ∈ 对所有的 i S∈ 满足如下线性矩阵不等式(LMI)： 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( )
( ) ( )

T T T T T T T T T T T T
0 0 1 1

T T T T
0 0 0 1 0 0

T T T
1 1 1 1

T T

T 2
z

r r

r

r

r r r

n

Y Y i i i i i i Y i i i Y i i i

i i Y i i i i i i

i i Y i i i i

i i i i

i i Iγ

 − + + + +
 
∗ − 

 
∗ ∗ − 

 
 
 ∗ ∗ ∗ −
 
 ∗ ∗ ∗ ∗ ∗ − 

A W B YA W B A W B C W D

M M M M M M M G

M M M M M G

M M Y M G

G G







     



(18) 

证明： 
1)⇒ 2)： 
已知闭环系统(5)的内部是 EMSS，并且 γ< 。通过文献[13]性质 8.5，可以推得存在 

( ) ( )( )1 , 2 , Hn+
∞= ∈X X X  满足下面差分方程(19)： 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )
( ) ( )

1 T
1 2 3 2

22
3 0 0, 0, ,

i i i i
K K K

i

i

I i Sε ε γ

− = Π −Π Π Π

Π < − ∀ ∈ − ∈

X X X X X

X 
                      (19) 

接下来只需要证明满足差分方程(19)解的稳定性。给定 0δ > ，定义线性扰动算子如式子(20)： 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )K t zs tv t x t v tδ δ δη η= +C G                           (20) 

( )zsx t 是系统(6)的零初值解，其中 ( ) ( )
TT ,K t K t Iδ η η δ =  C C ， ( ) ( )

TT ,0t tδ η η =  G G 。基于输入输出

算子  的定义，可以推导出对任意充分小的 0δ > ，有 δ λ< 。 

同理，存在 ( ) ( )( ) ( )1 , 2 , , 0,i i Sδ δ δ δ= ≥ ∈X X X X 满足如下代数黎卡提方程 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )
( ) ( )

1 T2
1 2 3 2

22
3 0 0, 0, ,

i i i i
K K K

i

i I

I i S

δ δ δ δ δ

δ δ

δ

ε ε γ

− = Π + −Π Π Π

Π < − ∀ ∈ − ∈

X X X X X

X 
                  (21) 

利用引理 2，通过直接的计算，可以得出存在 ( ){ } un n
t Rη ×Γ ∈ 使得代数黎卡提方程(17)可以改写成如

下方程(22)： 

https://doi.org/10.12677/dsc.2023.123015


何鑫 等 
 

 

DOI: 10.12677/dsc.2023.123015 145 动力系统与控制 
 

( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )

( )
( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( )

( ) ( )( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

T T
T

0 0

T

0

T TT

T 2

T T T 2

0

r r

kK i kK kK i k
k k

r

k i k
k

K K K

r

k i k
k

i i i iI
i

i
i i

I i i i i
i i i I

i i i i i i I

γ

γ

= =

=

=

 
    = ∗     ∗ 
 
    + ∗   ∗ −   

 − − + − ∗ 
 

∑ ∑

∑

∑

A X A A X M
X

M X M

C C C G

G G

F M X Μ G G

         

         

 





Γ

Γ

Γ

             (22) 

其中 ( ) ( ) ( )1 T
3 2
i i

KF i −= −Π ΠX X 。此时，不妨令 ( ) ( )i F iΓ = ，则方程(22)可以推得以下方程(23) 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )( )T T

0

r

kK k i K
k

i i i i i i i
=

 = + ∗+ + ∗ ∑X A M F X C F G               (23) 

类似的，方程(21)可以写成方程(24)如下所示： 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )( )

( ) ( )( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

T T 2

0

T T T 2

0

r

kK k i K
k

r

k i k
k

i i i i i i i I

i i i i i i I

δ δ

δ
δ

δ

γ

=

=

 = + ∗+ + ∗+ 

 − − + − ∗  

∑

∑

X A M F X C F G

F F M X M G G           




           (24) 

其中 ( ) ( ) ( )1 T
3 2
i i

Kiδ
δ δ

−= −Π ΠF X X 。联系式子(5)、方程(23)和(24)得到如下等式： 

( ) ( ) ( ) ( )F
ii i iδ δ− = − + ∆X X X X                            (25) 

这里 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )T

0

r
F
i kK k i

k
i i i

=

 = + ∗ ∑X A M F X   

( ) ( ) ( ) ( )
T2

3
i

i ii I F X F X Xδ
δδ  ∆ = − − Π ∗   

由上诉证明知 ( )3 0
i X Iδ εΠ ≤ − ，故 ( ) 2i Iδ∆ ≥ ；通过文献[17]定理 3.2 可以推得对所有的 i S∈ ，都有

( ) ( )X i X iδ ≥ ，由文献[18]定理 3.2 相对应的算子 F 生成指数稳定演化，闭环系统(5)的零解是指数均方

稳定 EMSS，则对应的代数黎卡提方程(17)的解是稳定解，故 2)得证。 
接着来证明 2)⇒ 1)： 
假设代数黎卡提方程(17)稳定解为 Hn+

∞∈X ，相对应有一个稳定反馈增益 ( ) ( ) ( )1 T
3 2
i i

Ki −= −Π ΠF X X 。 

利用引理 1 的舒尔补技巧，代数黎卡提方程(17)可以等价于下面线性矩阵不等式(26) 

( ) ( ) ( )
( )

1 2

3
v

i i
K K

n ni

i
Iµ +

 Π − Π
≤ − 

∗ Π  

X X X
X

                          (26) 

即有 ( ) ( )1 1
i
K ni IµΠ − ≤ −X X ，这里 10, 0µ µ> > 是常数，对线性矩阵不等式(26)中的 1-1 板块，结合式 

子(4)，我们可以整理得到不等式(27)如下所示： 

( ) ( ) ( ) ( )T

0

r

kK i kK n
k

i i i Iς
=

− ≤ −∑ A X A X                            (27) 

其中 0ς > 是常数。由文献[18]定理 5.4 可知，系统(7)的零态平衡是指数均方稳定，故闭环系统(5)是内部

均方稳定的。 
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接下来证明 γ< 。给定 Zτ +∈ ，由性能指标函数以及引理 2 可以得到如下等式(28)： 

( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( )
( )

( ) ( ) ( )
( )

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )( ) ( )

2 22

0

T 1 2
1

0 3

TT 1 T
1 3 2 3

0

0, ,

1 1

1 1

t t

t

t t t

t

zs K K
zs zs

t

zs zs K zs
t

J v E z t v t

x t i
E x X x E

v t

E x x E v t x t

τ

η ητ

τ η

τ
η η η

τ

τ γ

τ η τ

τ η τ

=

+
=

−
+

=

 = −  

    Π − Π = − + + + ∗       ∗ Π      
  = − + + + +Π Π Π ∗    

∑

∑

∑

X X X
X

X X X X

 (28) 

从上面已证明部分，可得闭环系统 (5)是内部均方稳定，由文献 [12]，当 ( )2 0, ; vnv l R∈ ∞ 时，

( ) ( )2 0, ; nx t l R∈ ∞ ；故我们让τ →∞时，下式成立： 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )( ) ( )

( ) ( ) ( )( ) ( )

T1 T
3 2 3

0

T
3

0

0, ,

0

i i i
K zs

t

i
zs

t

J v E v t x t

E v t F i x t

∞
−

=

∞

=

 ∞ = +Π Π Π ∗  

 = − Π ∗ ≤  

∑

∑

X X X

X
                (29) 

往证 ( ) ( ){ }2 0, ; ,sup 0, , 0; 1 0vnlJ v R vv< ∞ =∞ <∈  

利用反证法，即存在一个序列{ } 1j j
v

≥
∈使得 1jv = ，并且 ( )0,lim , 0jj

J v
→∞

∞ = ，则从(29)式得出： 

( ) 2

0
lim 0jj t

E f t
∞

→∞ =

  =  
∑                                 (30) 

其中 ( ) ( ) ( ) ( )
jj j vf t v t i x t= − F ， ( )

jvx t 是闭环系统(5)关于外部扰动输入 ( )jv t 和初值条件 ( )0 0jx = 的解，

并且关于解 ( )
jvx t 相对应的闭环系统(5)可以改写成如下等式(31)： 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )( )

( ) ( ) ( ) ( ) ( )( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )( )

0 0 0

1

0
1

1
j

j

j

v t t t t t

r

k t k t t k t t k v
k

r

t k t k j t v
k

x t

t x t

t v t x t

η η η η η

η η η η η ω

η η ω η

=

=


+ = + +


+ + + 

 + + −  

∑

∑

A B K M F

A B K M F

M M F

               

               

             (31) 

由于 ( )tηF 是稳定反馈增益，所以我们可以推得 ( )
2

0
lim 0

jvj t
E x t

∞

→∞ =

  =  
∑ ，与此同时有： 

( ) ( ) ( ) ( )
22

lim 2 lim 2 lim 0
t jjj j j t vE v t E f t x tEη η

→∞ →∞ →∞

    ≤ + =        
F  

显然，上式与 1jv = 矛盾。因此 ( )0, , 0J v∞ < ，即 γ
∞
< ，故 1)成立。 

最后来证明 2)⇒ 3)： 
已知代数黎卡提方程(17)的稳定解为 Hn+

∞∈X ，运用舒尔补技巧，我们可以得到对所有的 i S∈ ，代数

黎卡提方程(17)等价于下面线性矩阵不等式 LMI 

( ) ( ) ( ) ( )
( ) ( )

T T T
1

T2
2

0

0
0

i

i

i i i

I i

I

γ

 − Φ +
 
 ∗ − Φ < 
∗ ∗ − 

 ∗ ∗ ∗ − 

X X C K D

X G


                     (32) 
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其中 

( ) ( ) ( ) ( )( ) ( ) ( ) ( )( )T T T T T T
1 0 0 , ,i

r ri i i i i i Φ = + +  
X A K B X A K B X  

( ) ( ) ( )T T
2 0 , ,i

ri i Φ =  X M X M X  

{ }
1

, , ,
r

diag
+

= X X X



  

对上面线性矩阵不等式(32)左乘和右乘 { }1 1, , ,diag I I− −X  得到如下不等式 

( ) ( ) ( ) ( )( )
( ) ( )

T T T1 1 1 1
1

T2 1
2

1

0

0
0

i

i

i i i

I i

I

γ

− − − −

−

−

 − Φ +
 
 ∗ − Φ < 
 ∗ ∗ −
 

∗ ∗ ∗ −  

X X X X C K D

X G






               (33) 

其中令 ( ) ( )1 1, i i− −= =Y X K W Y ，则对所有的 i S∈ ，从上面线性矩阵不等式(33)可以推得以下不等式 

( ) ( ) ( )
0

2 T T T
0

0

0 0
0

0

r

rI i i i

I

γ
− Ξ 
 ∗ − 
 ∗ ∗ −

< 
 
 ∗ ∗ ∗ −
 
∗ ∗ ∗ ∗ −  

Y
M M G

Y

Y







     





Φ Φ

                      (34) 

对于上面不等式中的 2Iγ− 板块，利用舒尔补定理，我们可以得到上式等价于下面线性矩阵不等式

(35)：

 
( ) ( )
( ) ( )

( ) ( )
( ) ( )

0 1
T2

00 01 0 0
T2

11 1 1

T2

T2

0

z

r

r

r

rr r

n

i i

i i

i i

i i I

γ

γ

γ

γ

−

−

−

−

− Ξ 
 
∗ Τ − Τ Τ 

 
∗ ∗ Τ − Τ  < 

 
 ∗ ∗ ∗ Τ −
 
 ∗ ∗ ∗ ∗ − 

Y

Y M G

Y M G

Y M G

G G







     





Φ Φ Φ

                (35) 

不等式(35)左、右乘 { }
3

, , ,
r

diag I I Iγ γ γ
+





，并且让 2Yγ 作为新的变量，则对所有的 i S∈ ，线性矩阵不

等式(35)可以等价为线性矩阵不等式(18)。 
故 2)⇔ 3)证毕 
综上所述定理 1 得以证明。 

4. 结束语 

近几年，关于随机系统有界实引理的研究被广泛应用于 H∞控制问题中。本定理考虑的是在离散时间

无限马尔可夫无限时域 H∞控制问题，利用舒尔补技巧得到线性矩阵不等式、黎卡提方程稳定解的等价性、

系统内部均方稳定性之间的等价性，即 H∞控制问题和系统内部均方稳定性之间的等价性，为控制器的设

计提供了新的方法。 
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