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Abstract 
In this paper, we consider that the price processes of risky assets are driven by fractional Brow-

nian motion ( 1
2
< <H 1 ). With the Wick-Itô integral and the quasi-conditional expectation, we 

compute the value of multi-period return guarantees under CM strategy and under CPPI strategy. 
Through the numerical simulation, the influence on the value of multi-period return guarantees 
under the two strategies is compared and analyzed, which is made by the periods of multi-period 
return guarantees and the important parameters of the financial market and asset allocation 
strategy. 
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摘  要 

本文考虑Hurst指数大于二分之一的分数布朗运动驱动的风险性资产价格过程，结合Wick-Itô积分和拟

条件期望，讨论了分数布朗运动环境下结合CM策略和CPPI策略的多期收益保证价值，通过数值模拟，

比较分析了多期保证期限、金融市场重要参数和资产配置策略参数对两策略下多期保证价值的影响。 
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1. 引言 

风险和投资是金融市场两大不可分割的主题。目前，随着全球金融市场波动性的加剧，越来越多的

投资者更倾向于回避风险，追求收益的投资理念，他们期望在市场价格上升时，能获得一定的收益；在

市场价格下跌时，又能保证投资头寸的安全。传统的投资理财工具无法满足投资者的这一需求，而以收

益保证为特点的新金融产品(下文中称收益保证型金融产品)降低了风险，增加了收益的组合方式，正符合

投资者的这一投资理念，因而受到了广大投资者的青睐。 
收益保险型金融产品的核心思想是投资机构向投资者提供的收益保证，也相当于卖给投资真一个期

权，对投资机构来说则相当于拥有一项或有负债，故存在到期日因收益保证导致的偿付能力不足的风险。

因此对收益保证型金融产品投资机构来说，测算收益保证的价值，即或有负债的价值具有十分重要的意

义。Brennan 和 Schwartz [1]指出，通常情况下，投资机构可以决策采取哪种资产配置策略，于是可以通

过采取某种避险策略来降低或规避期末不能偿付收益保证的风险，即降低测算出的收益保证价值。最近，

有学者研究了资产配置策略下收益保证价值的测算方法，见张飞、刘海龙[2]与王亦奇、刘海龙[3]。但他

们的研究是建立于经典的 Black-Scholes 市场模型的框架下(见 Black and Scholes [4])。 
在经典的 Black-Scholes 模型中，假设风险资产的价格过程是布朗运动驱动的随机微分方程。但大量

的金融实证研究表明，金融资产的收益率呈现出尖峰厚尾的分布特点，且资产价格呈现出长程相关性

Shiryaev [5]，这并不符合布朗运动的特性。为了准确描述波动的长程相关性，很多学者用分数布朗运动 

替换标准布朗运动来研究金融问题。但当
1H
2

≥ 时，分数布朗运动既不是马氏过程，也不是半鞅，这使 

得经典的随机积分理论无法对其进行分析。为此，以 Roger [6]为代表定义了分数轨道积分(fractional 
pathwise integrals)；Cheridito 等[7]-[9]指出 Black-Scholes 模型在分数轨道积分意义下的存在套利，因此分

数轨道积分不适用于金融领域的研究。Hu-Øksendal [10]基于 Wick 积(Wick product)建立了分数 Itô 积分和

分数 Black-Scholes 模型，并指出分数 Black-Scholes 市场是完备的。Necula [9]通过引入拟鞅定价方法推

出了分数 Itô 积分意义下的分数 Black-Scholes 公式。虽然 Biagini-Hu [11]通过引入市场观察者的概念指出

在 Wick 自融资和 Wick 资产组合价值概念下，分数 Black-sholes 定价模型存在弱套利；Björk-Hult [7]也
指出 Wick 资产组合价值和 Wick 自融资概念只能视为纯数学概念，并没有合理的经济学解释，但这至今

仍存在很大的争议。随后，Rostek-Schobel [12]讨论了市场微观模型，指出：若市场参与者都是活跃的，

则价格过程服从几何布朗运动；若市场参与者表现出惰性，则价格过程趋向于几何分数布朗运动，且在

这两种情况下市场都无套利。基于此，在分数布朗运动的环境下研究金融问题既有理论意义，也有实际
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意义。 
本文结构安排如下：在第 2 节，我们介绍相关准备知识，主要包括分数布朗运动与金融市场。第 3

节给出 CM 资产配置策略和 CPPI 资产配置策略下收益保证价值的测算方法。在第 4 节我们给出一些数值

模拟与分析。 

2. 准备知识 

2.1. 分数布朗运动 

为了方便表达，我们首先重述相关概念。设 ( )Ω, , 为一概率空间， ( )0,1H ∈ 为常数，具有 Hurst

参数 H 的分数布朗运动是一个连续高斯过程 { },H H
tB B t += ∈ 使得 0 0, 0H H

tB EB= = ，且 

( )2 2 21
2

H H HH H
t sEB B t s t s= + − − ， ,s t +∈ ， 

显然，当
1
2

H = 时，为标准布朗运动，记为 Bt。对任意的 { }\ 0n∈ ，记 H
tB 的自相关函数为 

( ) ( ) ( )
1 1

2 2
1 1

0

1: 2 d d .
2

n
HH H H

n n
n

R n EB B B H H u v u v
+

−
+

 = − = − − 
  ∫ ∫  

当
10,
2

H  ∈ 
 

时， ( ) { }
2 1

\ 0
H

n n ZR n n −

∈ ∈
< ∞∑ ∑ ，称分数布朗运动 H

tB 是短记忆的；当
1 ,1
2

H  ∈ 
 

，

( ) { }
2 1

\ 0
H

n n ZR n n −

∈ ∈
= ∞∑ ∑ ，称分数布朗运动 H

tB 是长记忆的。 

本文仅考虑
1 ,1
2

H  ∈ 
 

的情形。 

引入 Hermite 多项式 

( ) ( )
2 2

2 2d1 e e
d

x xn
n

n nh x
x

− 
 = −
 
 

， 

定义 

( ) ( ) ( )1 1: , ,
m mh e h eα α αω ω ω=  ， 

其中， ( )1 2, , , mα α α α= ∈  ， 表示有限维非负整数指标集。 
引入下面的对偶空间： 
(1) ( )HS 为分数 Hida 检验泛函空间，若对任意的 ( ) ( )HSψ ω ∈ 有 

( ) ( ) ( )2a Lα ααψ ω ω
∈

= ∈∑ 

 ， 

使得对 k ∈ ， 

( )2 2
, : ! 2 k

H k a α
ααψ α

∈
= < ∞∑ 


， 

其中， ( ) ( )2 2 jk k
j jα α=∏ ， ( )1 2, , , mα α α α= ∈  。 

(2) ( )*HS 为分数 Hida 分布空间，若对任意的 ( )*Φ HS∈ 都具有如下展开形式： 

( ) ( )Φ bα ααω ω
∈

= ∑ 
 ， 

使得存在 q∈ ， 
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( )2 2
, : ! 2 q

H q b N α
αα α −

∈−
Φ = < ∞∑ 

。 

令 ( )*: HSΦ → ，满足对任意的 ( )HSψ ∈ ，有 ( ) ( )1, ,dt L tψΦ ∈ 
，则存在唯一的 ( ) ( )*d Ht t SΦ ∈∫



使得对任意的 ( )HSψ ∈ ， 

( ) ( )d , , dt t t tψ ψΦ = Φ∫ ∫
 

                            (1) 

其中，
( )*, : ,

HSψ ψΦ = Φ ， ( ) : !HS a bα αα α
∈

= ∑ 
，若(1)成立，则称 ( )tΦ 是 ( )*HS 可积的。 

令 ( ) ( ) ( )*Ha Sα ααω ω
∈

Φ = ∈∑ 
 ， ( ) ( ) ( )*Hb Sα ααω ω

∈
Ψ = ∈∑ 

 ，定义 Wick 积如下： 

( ) ( ) ( )*,( ) Ha b Sα β α βα βω ω+∈
Φ◊Ψ = ∈∑ 

 。 

令 ( )*: HX S→ ， ( ) ( )d:
d

H
HW t B t

t
= 为分数白噪声，若 ( ) ( )HX t W t◊ 是 ( )*HS 可积的，则 X 的分数

Wick-Itô 积分定义为： 

( ) ( ) ( ) ( )d : dH
HX t B t X t W t t= ◊∫ ∫

 

。 

引入重积分： 

( ) ( ) ( )
1

1 1d : ! , , d dn
n

n H H
H n ns s

f B n f s s B s B s⊗

< <
=∫ ∫

 

  。 

称 q−Φ∈Π ( )q∈ ，若Φ可表示为 

( ) ( )0
dn nn

n
Hs B sϕ ⊗∞

=
Φ = ∑ ∫



， 

且使得 

( )
2

2 2

0
! e

n

qn
n L

n
n ϕ

∞
−

=

Φ = < ∞∑


。 

令 *
qq −∈

Π = Π




，定义 *Φ∈Π 关于自然域流{ } 0t t≥
 的拟条件期望为： 

[ ] [ ] ( ) ( ) ( ) ( )0,
0 1

: | : dn

n
n

t t t n i Ht
n i

E E s I s B sϕ
∞

⊗

= =

Φ = Φ = ∑ ∏∫


 。 

引理 1：(分数拟鞅定价公式) 
假设为风险中性测度， ( )2S L∈  是有界 T 可测的未定权益，则在任意时刻 [ ]0,t T∈ 的价格为： 

( ) ( ) [ ]e r T t
tS t E S− −=  。 

2.2. 金融市场 

考虑概率空间 ( ), ,Ω  上的无摩擦连续金融市场，市场中存在保守性资产和风险性资产。设保守性

资产为零息票债券，价格过程 tA 满足： 

d dt t tA r A t= . 

考虑风险性资产价格由分数布朗运动
1 ,1
2

H  ∈  
  

驱动，则价格过程 tS 满足： 

d d d H
t t t t tS r S t S Bσ= + 。 

[6]中指出，在分数 Black-Scholes 市场中虽然不存在等价鞅测度，但存在唯一的等价测度，即风险中性
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测度。上式中的市场瞬时无风险利率 ( )r t 由 Vasicek 模型刻画，即 ( )r t 满足： 

( )d d dt t r tr a b r t Bσ= − + ， 

其中，a，b， rσ 均为常数， tB 是概率空间 ( ), ,Ω  上的标准一维布朗运动。 
若投资资产组合是自融资的，则在风险中性测度下，设投资于风险性资产的比例(策略函数)为

( )0 1t tβ β< < ，则 t 时刻投资资产组合的价值 tC 满足： 

( )1
d d dt tt t

t t t
t t

CCC S A
S A

ββ −
= + . 

2.3. 多期收益保证水平的设定 

根据收益保证水平的设定，可以将收益保证分为绝对收益保证与相对收益保证。绝对收益保证是将

收益保证水平设定为一个固定的常数，而相对收益保证的收益保证水平通常与某一资产或资产组合的收

益率挂钩，如证券指数、国债利率等。由于我国金融市场当前的发展尚不完善，所以相对收益保证水平

更适用于我国。本文以市场瞬时无风险利率 tr 为收益保证水平的挂钩收益率。令第 i 期的收益保证水平 ig  
为 

( )1
exp d

i
i i si

G r sα
−

= ∫ ， 1, 2,i = ， 

其中， iα 为第 i 期的收益保证水平参数，通常 0 1iα< < 。 

设收益保证的投资期限为 T 年，每年兑现 n 次收益保证。假设期初的投资额为 0C ，记 1,
1

i
i i

i

C
C

λ −
−

= ，

1, 2, ,i T=  为第 i 期资产组合的收益率。根据[3]中的收益保证价值的测算方法，多期收益保证的支付可

以被表示如下 

( )( ){ } ( )( )0 1, 1, 0 1, 1,1 1 1 1max max , ,0 max ,T T T T
i i i i i i i i i ii i i iC g C gλ λ λ λ− − − −= = = =

− = −∏ ∏ ∏ ∏ ， 

其中，等号是由于 ( )1, 1,max ,i i i i igλ λ− −> ，即 ( )1, 1,1 1max ,T T
i i i i ii igλ λ− −= =

≥∏ ∏ 。 

根据分数拟鞅定价理论，在测度下，多期收益保证的价值为 

( ) ( )( )0 1, 1,1 10
exp d max ,

T T T
s i i i i ii iV C E r s gλ λ− −= =

 = − −  ∏ ∏∫ ，                (2) 

其中， [ ]E ⋅ 表示风险中性测度下的拟条件期望。 

3. 资产配置策略 

3.1. CM 策略 

当投资于风险性资产的比例(策略函数)始终为一个固定常数 k，即 t kβ = 时，我们称资产配置策略为

固定组合策略(constant-mix)，简称为 CM 策略。此时，t 时刻投资资产组合 tC 满足 

( )1
d d d d dt Ht

t t t t t t t
t t

k CkC
C S A r C t k C B

S A
σ

−
= + = + 。                     (3) 

定理 1 
当资产配置策略为 CM 策略时，多期收益保证的价值 V 为 

( ) ( ){ }0 1, 2,1 1T H H
i i i iiV C N d N dα α

=
 = − + − ∏ . 
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其中， ( )N ⋅ 为正态分布函数，
( ) ( )( )

( )

22 2 2

1, 22

1ln 1
2

1

HH
i

H
i HH

k i i
d

k i i

α σ

σ

− + − −
=

− −
，

( ) ( )( )
( )

22 2 2

2, 22

1ln 1
2

1

HH
i

H
i HH

k i i
d

k i i

α σ

σ

− − − −
=

− −
。 

证明：在 ( )*HS 空间下重写(3)得 

( )d
d

t
t t t H

C rC k C W t
t

σ= + ◊ 。 

由 Wick-Itô 积分可知 

( )( ) ( ) 2 2 2
0 0 00 0 0 0

1exp d d exp d exp d
2

t t t tH H H
t s H s t s tC C r s k W s s C r s k B C r s k B k tσ σ σ σ◊ ◊  = + = + = + − 

 ∫ ∫ ∫ ∫  (4) 

由(4)式可知，第 i 期资产组合的收益率为 

( ) ( )22 2 2
1, 11

1

1exp d 1
2

i HH H Hi
i i s i ii

i

C r s k i i k B B
C

λ σ σ− −−
−

  = = − − − + −   ∫ 。 

令 ( )1, 1,1
: exp d

i
i t s i ti

r sξ λ− −−
= ∫ ，则根据 Wick-Itô 积分易知， 

1, 1,d d H
i t i t tk Bξ σξ− −= 。 

显然，在风险中性测度下， 1,i tξ − 服从飘移项为 0，波动率为 kσ 的几何分数布朗运动。于是， 1,i tξ −

可看成短期利率为 0 的金融市场上初始价值为 1 的风险性资产。根据分数布朗运动环境下的期权定价结

果， ( )1,max ,0i i iE ξ α− − 
 可视为初始资产价格为 1, 1 1i iξ − − = ，执行价格为 iα ，持续期为 1，无风险利率为

0，波动率为 kσ 的欧式看涨期权的价值。根据分数 Black-Scholes 公式可知， 

( ) ( ) ( )1, 1, 2,max ,0 H H
i i i i i iE N d N dξ α α− − = − 

 ， 

其中， ( )N ⋅ 为正态分布函数，
( ) ( )( )

( )

22 2 2

1, 22

1ln 1
2

1

HH
i

H
i HH

k i i
d

k i i

α σ

σ

− + − −
=

− −
，

( ) ( )( )
( )

22 2 2

2, 22

1ln 1
2

1

HH
i

H
i HH

k i i
d

k i i

α σ

σ

− − − −
=

− −
。 

由(2)式可知 

( )0 1, 1,
1 10

0 1, 0 1,
1 11 1 1

0
1

exp d max ,

max exp d ,exp d exp d

max

T T T

s i i i i i
i i

i i iT T

s i i s i s i i
i ii i i

T

i

V C E r s g

C E r s r s g C E r s

C E

λ λ

λ λ

− −
= =

− −
= =− − −

=

  
= − −  

   
        = − − − −       

         

 
 
 

 
 
 

=



∏ ∏∫

∏ ∏∫ ∫ ∫

∏



 

 { }

{ }

{ }{ }

( ) ( )

1,
0

0 1, 0
1

0 1,
1

0 1, 2,
1

, exp d

max

,

,

max 10

1

T

i i i s T

T

i i i
i

T

i i i i
i

T
H H
i i i i

i

E r s C

C E C

C E

C N d N d

ξ α

ξ α

ξ α α

α α

−

−
=

−
=

=

  
− −  

   

 = − 

  = − + −

 
 
 

  
 

= − + − 
 

 

 
 

∫

∏

∏

∏







， 

其中，第 4 个等号基于分数拟鞅定价公式。 
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3.2. CPPI 策略 

1987 年，Black 和 Jones 最先提出固定比例投资组合保险策略(constant proportion portfolio insurance)，
简称 CPPI 策略。目前，CPPI 策略以模型简单，参数的设定能充分反映不同投资人的风险偏好，且易于

操作与实施等特点备受大型收益保证性金融产品投资机构的青睐。当资产配置策略为 CPPI 策略时，投资

于风险性资产的比例(策略函数) tβ 与 t 时刻资产组合的市场价值 tC 相关，即 ( )t tCβ β=  

( )( )0 ,0 1tt T Cβ≤ ≤ < < ，则 

( ) ( )( ) ( )
1

d d d d dt tt t H
t t t t t t t t

t t

C CC C
C S A rC t C C B

S A
ββ

σβ
−

= + = + 。 

在时点 [ ]1,t i i∈ − ， 1, 2, ,i T=  ，CPPI 策略的价值底线 tD 为 

( )0 0
exp d

t
t sD D r s= ∫ ， 

则缓冲额 ( )0 0
exp d

t
t t t t sV C D C D r s= − = − ∫ 。CPPI 策略的核心思想是在 t 时刻，将 tF 的资金投资于风

险性资产，其余部分投资于保守型资产。 tF 可表示如下： 

,
, 0

0, 0
,

t t t

t t t t

t

C mV C
F mV mV C

mV

≥
= ≤ ≤
 ≤

如果 ，

如果

如果 ，

 

其中，m +∈ 为策略乘数。易知 ( ) t
t

t

FC
C

β = ，则该策略下资产组合 t 时刻的价值 tC 满足 

d d , a.s.
d d , 0 a.s.,
d , 0 a.s..

H
t t t t t t

H
t t t t t t t

t t t

r C t C B mV C
F r C t mV B mV C

r C t mV

σ
σ

 + ≥ −


= + ≤ ≤ −
 ≤ −







如果 ，

如果

如果

 

由于 CPPI 策略下资产组合的市值 tC 是分段函数，不易求得其解析解，所以也很难求得收益保证价

值 V 的解析解，因此我们将力求数值解。数值模拟方法：分别模拟 10,000 条资产组合价值 tC 路径和 10,000
条瞬时利率 tr 路径，每条模拟路径分为 200 步，则每条路径都将有不同的收益率，不同的贴现水平等等，

然后将所有模拟路径下得到的结果求平均值，即可得到收益保证价值 V 的数值解。 

4. 数值分析 
本节将通过数值分析来验证上述测算方法的可行性和有效性，并比较分析收益保证水平，风险资产波

动率，保证期限及资产配置策略参数对两策略下多期收益保证价值的影响。为了便于比较，我们假定收益

保证水平参数 1, 2, , ,i i nα =  为与 i 无关的常数，并令
1

n
iiα α

=
=∏ 。模拟采用的参数设定值如表 1 所示。 

图 1~图 2 反映了在 Hurst 参数为 0.75 的分数布朗运动环境下 CM 策略和 CPPI 策略下的收益保证价

值对金融市场参数的敏感性。虽然两种策略中的期初风险性资产占投资资产组合的比例均为 0.6，但 CPPI
策略下所测算的收益保证价值较 CM 策略下小，这说明 CPPI 策略下期末不能偿付收益保证的风险较低，

进而可被视为一种更安全的策略。原因是因为相对于 CM 策略而言，CPPI 策略的价值底线对资产组合的

资产具有缓冲保护的作用。图 1 中，随着收益保证水平参数的逐渐增大，每期收益保证水平逐渐提高；

图 2 中，随着风险资产的波动率逐渐增大，两策略下期末不能偿付收益保证的风险均不断增大，从而收

益保证价值都逐渐增加。此外，图 2 反映出 CM 策略下收益保证价值对风险资产波动率更为敏感，这是

由于 CPPI 策略具有缓冲保护机制，所以 CPPI 策略下收益保证价值的变化较 CM 下平缓。 
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Table 1. Simulating parameters 
表 1. 模拟参数 

a b rσ  H 𝜎𝜎 α  T n k m 0D  0C  

0.15 0.05 0.1 0.75 0.2 0.8 10 10 0.6 3 0.8 1 

 

 
Figure 1. The influence of volatility 
图 1. 风险性资产波动率的影响 

 

 
Figure 2. The influence of return guarantees 
图 2. 收益保证水平参数的影响 

 
图 3 和图 4 反映了不同保证期限下，资产配置策略参数对 CM 策略和 CPPI 策略下多期收益保证价值

的影响。两幅图都表明，随着保证期限的增加，该资产配置策略所蕴含的风险明显增大，从而收益保值

价值显著增加，说明了若收益保证型金融产品投资机构转变短期收益保证为长期收益保证性时，必须充

分考虑到由于保证期限的变化所引起的收益保证价值的显著变化。图 3 中，随着资产组合中风险性资产

所占比例 k 的逐渐增大；图 4 中，随着策略乘数的增大和期初价值底线的降低，即风险性资产占资产组

合的比例增大，CM 策略和 CPPI 策略所蕴含的期末不能偿付收益保证价值的风险越来越大，即两策略的

安全性越来越差，从而 CM 策略下和 CPPI 策略下的多期收益保证价值逐渐增加，因此使得相对应的受益

保证价值曲线或曲面均是逐渐向上，并且越来越陡峭。 
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Figure 3. The influence of parameter in CM strategy 
图 3. CM 策略参数的影响 

 

 
Figure 4. The influence of parameters in CPPI strategy 
图 4. CPPI 策略参数的影响 
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