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Abstract 
Based on the principle of least squares, this paper studies the point cloud three-dimensional coor-
dinate transformation model and iterative solution method. It introduces a method that solves the 
rotation matrix’s elements as an unknown parameter without seeking the rotation angle, and 
converts the original seven-parameter model into a thirteen-parameter model, and the model and 
solution to solve the parameters are introduced. It compensates for the shortcomings of the tradi-
tional seven-parameter method in the face of large rotation angle. This method can solve the 
three-dimensional coordinate transformation of arbitrary rotation angle. 
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摘  要 

基于最小二乘原理，本文研究了点云三维坐标转换的模型及其迭代解法，介绍了一种不求旋转角度而将

旋转矩阵的元素作为未知参数进行求解的方法，将原本的七参数模型转换成十三参数模型，介绍了求解

参数的模型和解法。弥补了传统七参数法在面对大旋转角时的不足，该方法能够解决任意旋转角的三维
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1. 引言 

三维激光扫描技术是近十几年迅速发展起来的一项三维数据获取的新兴技术。它可以通过对研究对

象数字化，得到大量点的三维坐标集合，称为点云数据。 
点云配准实质是将扫描采样获得的不同扫描坐标系下的两组包含重复区域的点云数据，通过确定公

共点之间的坐标变换参数转换至统一坐标系。 
郑二龙等提出一种非迭代的求解七参数的方法，首先根据奇异值分解求出坐标转换矩阵，再根据最

小二乘法，求解出 3 个平移参数和一个尺度参数[1]。曾文宪等提出了一种适用于任意旋转角的非线性模

型[2]。陈义等提出以方向余弦为参数，构造旋转矩阵，然后对矩阵线性化，利用最小二乘迭代法，求解

出转换参数[3]。 
传统的七参数方法在用于旋转角很小的情况时，会忽略一些互乘项，旋转矩阵的元素由正弦函数和

余弦函数组成，在面对小旋转角时会将正弦相似为 0，余弦相似为 1，相应的尺度参数和该部分互乘项之

间的关系也被忽略，在面对大角度旋转角时，由于这些近似，求解的参数估值会产生偏差，甚至会导致

失真。因此本文我们采用十三参数的模型，采取不求旋转角，求旋转矩阵的方法，将旋转矩阵的九个元

素当作未知参数进行求解，可以解决任意旋转角的坐标转换。 

2. 最小二乘理论 

最小二乘原理及其最优化准则是求解参数最优估值过程中最常用的函数模型，最小二乘的函数模型

和随机模型归纳为[4]： 
函数模型为： 

BX L d= +                                      (1) 

随机模型： 

 
( )

2 2 1
0 0

0E d

D Q Pσ σ −

=


= ∗ = ∗
                                 (2) 

式中，B 为系数矩阵，X 为待估的参数向量，L 为实际观测向量，d 为随机观测误差。D 为 d 的协方

差阵，Q 为协因数阵，p 为观测值权阵。 0σ 为单位权中误差。平差时，一般对参数 X 都取近似值 0X ，令 
0X X x= +                                       (3) 

带入上式并令 

( )0 0l L BX d L L= − + = −                                 (4) 

Open Access

https://doi.org/10.12677/gst.2018.63021
http://creativecommons.org/licenses/by/4.0/


陈坤 等 
 

 

DOI: 10.12677/gst.2018.63021 190 测绘科学技术 
 

上式中， 0 0L BX d= + 为观测方程的近似值，所以 l 是观测值与其近似值之差，由此可得误差方程为： 
V Bx l= −                                       (5) 

由最大似然估计求得的最小二乘最优平差准则为： 
T minV PV =                                      (6) 

在该准则下，针对不同的问题，可以构建不同的平差方法。间接平差方法就是在该平差准则要求下

常用的求解待定参数的方法。按照最小二乘原理，满足上式平差准则的要求。按照数学上求函数自由极

值的方法可得间接平差的解法，可导出求解公式为： 

( ) 1T TX B PB B PB
−

=                                   (7) 

3. 最小二乘的三维坐标转换通用模型 

最小二乘(LS)是求解非线性方程的组的数学解法，在求解三维坐标转换参数中，将观测向量作为待

估参数，三维坐标转换模型可描述为[4]： 

 ( ) [ ]1 2 nC C R I X Y Zµ ε= + ∆ ∆ ∆                               (8) 

式中，n 表示两点集中公共点个数， nI 表示 1n× 的元素为 1 的向量； 1 2,C C 分别为源数据坐标系和目

标数据坐标系下的公共点坐标； ( )R ε 为旋转矩阵。旋转矩阵为正交矩阵，应满足正交矩阵的条件

T TR R RR E= = 。 
旋转矩阵 ( )R ε 为 ( ) ( ) ( )X Y ZR R Rε ε ε 的乘积，其中 ( ) ( ) ( ), ,X Y ZR R Rε ε ε 分别为： 

( ) ( ) ( )
( ) ( )

1 0 0
0 cos sin
0 sin cos

X X X

X X

R ε ε ε
ε ε

 
 =  
 − 

 

( )
( ) ( )

( ) ( )

cos 0 sin
0 1 0

sin 0 cos

Y Y

y

Y Y

R
ε ε

ε
ε ε

− 
 =  
  

 

( )
( ) ( )
( ) ( )

cos sin 0
sin cos 0

0 0 1

z z

Z z zR
ε ε

ε ε ε
 
 = − 
  

 

( )
( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( ) ( )

cos cos cos sin sin sin cos sin sin sin sin cos
cos sin cos cos sin sin sin sin cos sin sin sin

sin sin cos cos cos

Y Z X Z X Y Z X Z X Y Z

Y Z X Z X Y Z X Z X Y Z

Y X Y X Y

R
ε ε ε ε ε ε ε ε ε ε ε ε

ε ε ε ε ε ε ε ε ε ε ε ε ε
ε ε ε ε ε

+ − 
 = − + − 
 − 

 

在三维坐标转换模型中，七参数法是应用最广泛的。所谓七参数包括一个比例参数、坐标原点的三

个平移参数以及三坐标轴旋转的三个角度值。七参数的坐标转换模型为： 

 ( ) ( ) ( ) ( )1 Z Y X

X x x
Y y k R R R y
Z z z

ε ε ε
∆     

     = ∆ + + ∗     
     ∆                             

 (9) 

当两个三维坐标系中，有三个或三个以上的同名点时，即可运用七参数法进行求解。但是七参数法

在欧拉旋转角较小的情况下，不但进行了近似，而且还忽略了一些互乘项，近似化程度过高模型容易失
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真。在三维配准过程中，为实现任意角度的三维坐标配准，有人提出了在不求欧拉旋转角的情况下，求

旋转矩阵 ( )R ε 的方法，即把旋转矩阵的 9 个元素当作未知数进行求解。 
即可得： 

( ) ( ) ( )
11 12 13

21 22 23

31 32 33

X Y Z

a a a
R R R R a a a

a a a
ε ε ε

 
 = =  
  

 

此时未知参数为 11 12 13 21 22 23 13 32 33, , , , , , , , , , , ,x y z K a a a a a a a a a∆ ∆ ∆ 十三个参数。 

对式(9)用 Taylor 级数展开将非线性七参数模型进行线性化。在参数初值 0 0 0 0 0 0 0, , , , , ,x y zx y z k ε ε ε∆ ∆ ∆ ，

根据(9)，令 1K k= + 得： 
0 0

0 0 0 0 0 0

0 0

*
X x x dx x x
Y y K R y dy R y dK K dR y
Z z z dz z z

   ∆       
          = ∆ + ∗ + + +          
          ∆          

                 (10) 

式中， 0 0 0, ,d x d y d z∆ ∆ ∆ 为平移参数改正数，dK 为尺度参数改正数，dR 为旋转矩阵的微分。当两数

据点集中，有足够的对应控制点时(三个或者三个以上)，根据式(10)就可构造三维坐标转换模型，并结合

一定平差方法和最优准则进行求解计算得到参数的最佳估值。 

4. 最小二乘的三维坐标转换模型的解法 

上面介绍了基于最小二乘的三维坐标转换模型的建立，下面将推导该模型的解法。三维坐标转换的

公式为[5]： 

 

i i

X x x
Y y K R y
Z z z

∆     
     = ∆ + ∗     
     ∆     

                               (11) 

式中， [ ]ix y z 为原坐标系下的坐标， [ ]iX Y Z 为目标坐标系下的坐标， [ ]x y z∆ ∆ ∆ 为平移

参数，K 为式(9)中 k+1，R 为旋转矩阵。 

( ) ( ) ( )
11 12 13

21 22 23

31 32 33

X Y Z

a a a
R R R R a a a

a a a
ε ε ε

 
 = =  
  

 

旋转矩阵为正交矩阵，应满足正交矩阵的条件 T TR R RR E= = ，则旋转矩阵的九个元素满足下面的

非线性条件： 
2 2 2
11 12 13
2 2 2
21 22 23
2 2 2
31 32 33

11 12 21 22 31 32

11 13 21 23 31 33

12 13 22 23 32 33

1
1
1

0
0
0

a a a
a a a
a a a
a a a a a a
a a a a a a
a a a a a a

 + + =


+ + =
 + + =


+ + =
 + + =


+ + =

                               (12) 

从而，R 矩阵中仅有三个独立参数，其他 6 个参数可以通过正交条件用三个独立参数表示。 
在以往空间坐标系转换中，若有三个以上的公共控制点，应用最小二乘原理解算式(11)便可得到三个

平移参数、三个旋转参数、一个尺度参数。但由于旋转矩阵中仅有三个独立参数，而其余六个是非线性
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函数，因此直接解算式(11)非常麻烦。因此将 1 个尺度参数、3 个平移参数、9 个方向余弦参数共 13 个参

数设为位置参数。将式(11)用 Taylor 展开得： 

0 0

0 0 0 0

3 3 3 1 3 9
0 0

*
X x x dx
Y y K R y E dy M dK N dR
Z z z dz

× × ×

   ∆   
      = ∆ + + + +      
      ∆                          

 (13) 

其中： 

0 0 0
11 12 13

0 0 0 0
21 22 23
0 0 0
31 32 33

a a a
R a a a

a a a

 
 

=  
 
 

 

1 0 0
0 1 0
0 0 1

E
 
 =  
  

 

0 0 0
11 12 13
0 0 0
21 22 23
0 0 0
31 32 33

i i i

i i i

i i i

a x a y a z
M a x a y a z

a x a y a z

 + +
 

= + + 
 + + 

 

0 0 0

0 0 0

0 0 0

0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0

i i i

i i i

i i i

K x K y K z
N K x K y K z

K x K y K xz

 
 

=  
 
 

 

则可以列出误差方程 

( )

0

0

0

d x
d y

V E M N Ld z
dK
dR

 ∆
 
∆ 

 = −∆
 
 
  

                              (14) 

式中： 
0

0 0 0

0
i i

x x X
L y K R y Y

z z Z

 ∆    
     = ∆ + −     

    ∆     

                             (15) 

则可以表示成间接平差的形式： 

V Bx L= −                                      (16) 

式中， ( )B E M N= ； ( )T0 0 0x d x d y d z dK dR= ∆ ∆ ∆ 。 

接着对 6 个正交约束条件进行线性化，并写为标准形式为： 

0xCx W+ =                                      (17) 

式中： 
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0 0 0
11 12 13

0 0 0
21 22 23

0 0 0
31 32 33

0 0 0 0 0 0
21 11 22 21 32 31
0 0 0 0 0 0
13 11 23 21 33 31

0 0 0 0 0 0
13 12 23 22 23 32

0 0 0 0 2 2 2 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0 2 2 2 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 2 2 2
0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 2 0

a a a
a a a

a a a
C

a a a a a a
a a a a a a

a a a a a a

 
 
 
 

=  
 
 
 
  

 

0 0 0
11 12 13
0 0 0
21 22 23
0 0 0
31 32 33

0 0 0 0 0 0
11 12 21 22 31 32
0 0 0 0 0 0
11 13 21 23 31 33
0 0 0 0 0 0
12 13 22 23 32 33

1
1
1

x

a a a
a a a
a a a

W
a a a a a a
a a a a a a
a a a a a a

 + + −
 

+ + − 
 + + −

=  
+ + 

 + +  + + 

 

附有限制条件的间接平差的数学模型为： 

,,1 ,1 ,1
ˆ

n un u n
V B x l= −                                     (18) 

 
, ,1 ,1

ˆ 0xs u u s
C x W+ =                                     (19) 

2 2 1
0 0D Q Pσ σ −= =  

法方程为： 
Tˆ 0bb sN x C K W+ − =                                  (20) 

式中， T
bbN B PB= ； TW B PL= ； ( )1 1

s cc BB xK N CN W W− −= + ； 

则得到其解为： 

( )1 1 T 1 1 1 T 1
BB BB cc BB BB cc xx N N C N CN W N C N W− − − − − −= − −                        (21) 

应用本方法进行坐标转换，可按以下步骤实现： 
1) 近似值的确定。一般情况下，取 

0 1K = , 

0

0

0

0
0
0

x
y
z

 ∆  
   ∆ =   
   ∆   

, 0

1 0 0
0 1 0
0 0 1

R
 
 =  
  

 

2) 按式(16)组成误差方程，若有 n 个点，则可有 3n 个误差方程； 
3) 按式(17)组成约束条件方程。 
4) 根据附有限制性条件的间接平差来求解参数的最新值，此时需要注意的是矩阵 B 的条件数非常

大，在求逆时需要使用广义逆矩阵的方法求 bbN 。 
5) 迭代的终止条件是上一次计算出来的参数与本次计算得到的参数之间的差值的绝对值小于 10-6。

根据参数的大小判断是否满足收敛要求，重复步骤 2~4，直到满足收敛要求。 

5. 实验分析 

为验证附上述两节中三维坐标转换的模型和解法的可行性。本文结合 MATLAB 程序语言，利用三

维激光扫描仪在常州地铁扫描的数据中的两站点云数据来演示点云坐标的配准过程： 
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1) 利用上述方法根据标靶球的坐标来求解转换参数。 
转换参数结果如下： 

1 7.3651 0.8680
7.3651 1 0
0.8680 0.960 1

R
 
 = − 
 − 

 

 
Table 1. 1, 2 Station target ball coordinates 
表 1. 1、2 测站标靶球坐标 

序 
号 

源数据点 目标数据点 

x y z X Y Z 

1 2.107484 12.212549 −101.853825 −0.242471 −9.304229 −101.208775 

2 −0.049283 10.694711 −101.382187 −2.282473 −10.978848 −100.737045 

3 0.454784 9.404896 −101.723618 −1.681765 −12.227415 −101.079466 

4 1.063523 11.735919 −101.825103 −1.248179 −9.857202 −101.180641 

5 2.555473 9.67305 −101.614822 0.393676 −11.80323 −100.969852 

 

 
Figure 1. Unregistered point cloud 
图 1. 未配准点云图 

 

 
Figure 2. Two-site cloud with registration 
图 2. 配准完的两站点云 
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2) 利用上述求得的转换参数对两站的点云数据进行配准。源数据点和目标数据点坐标如表 1 所示，

未配准点云如图 1 所示，配准完点云如图 2 所示。 

6. 小结 

在配准过程中，常用的七参数模型在面对小旋转角时会进行相似以及忽略一些互乘项，因此当旋转

角为大旋转角时便会由于近似化程度过高使程序失真。本文采取在不求欧拉旋转角的情况下，求旋转矩

阵的方法，即把旋转矩阵的 9 个元素当作未知数进行求解的十三参数的方法，该方法适用于求解任意旋

转角的三维坐标转换，大大提高了该方法的适用性。 
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