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3. 贝克莱悖论的问题讨论 

为了便于说明问题，我们将 y = x2的标准求导过程列于表 1 之中。 
 
Table 1. Analysis of the Derivation Process of y = x2 
表 1. y = x2的求导过程剖析 

 
 
 
 

极限微积分 

求极限之前对函数的运算(求极限之前求增量的商) 开始求极限 结果 

(a) (b) (c) (d) (e) (f) 

 
 

2 2

0
lim

x

x x x
x x x 

  
  

  2

0

2
lim

x

x x x
x 

  


  
0

lim 2
x

x x
 

    
0 0

lim 2 lim
x x

x x
   

   2x + 0 2x 

古典微积分 
 
 

2 2x x x
x x x
  
  

  2
2x x x

x
  


 2x + ∆x --- 2x + 0 2x 

 

在极限微积分中，从(a)到(f)的每一步都是非常严格的逻辑推衍过程。不存在“无穷小量同时是零和

非零的问题”。只是在不同的条件下(作不同的处理或运算)，无穷小量的值才不同。在古典微积分过程中，

只有 2 2 0x x x    这一步有问题。在未求极限或者干脆不求极限的情况下，∆x = ξ， 

 
 

 2 22 2
2

x x x x x x
x x

x x x x
     

   
   

的运算过程是正确的或者说是非常严格的。只要 

 
 

 2 22 2
2

x x x x x x
x x

x x x x
     

   
   

的运算过程没有错， 

 
 

   
2 22

0 0 0

2
lim lim lim 2
x x x

x x x x x x
x x

x x x x     

     
   

   
的运算过程就没有错(求极限的符号还带在函数式的 

前面，表示求极限的操作还没有作用于后面的函数)。 

我认为沈卫国在文[3] [4]中对待上面的求导过程存在四个错误。沈卫国的第一个错误：沈卫国却认为

从(b)到(c)这一步是错误的。沈卫国的第二个错误是在文献[3] [4]中表达了这样的意思：在极限还没有求

出来的之前就认为(b)式的结果是 0/0。读者不知道他是怎么得到这种结果的。他仍然将求极限的符号带在 
函数式的前面，求极限的操作还没有作用到函数式之中，就取∆x = 0 (即将

0
lim
x

x
 

 的极限求出来了)。极 

限的符号还没有消失，极限就求出来了。这陷入了一种矛盾之中：极限到底是求出来了还是没有求出来？

沈卫国的第三个错误是认为不能对(b)式进行约分。在没有求极限的时候，∆x = ξ，怎么就不能约分呢？

即使令∆x = 0，(b)式也是可以约分的。认为这时不能约分，是数学的基本运算规则有问题，而不是约分

过程不符合逻辑。举例来说，给出一个分母是未知数 x 函数式，如果该式能简化的话，大家会毫不犹豫

地进行约分，而不管分母 x 是否为零(x 的值是零，约分的结果也是对的)。换言之，即使先将极限求出来，

而得到了 0/0 的结果，这样的 0/0 也不是没有意义，而是难以求出其具体的形式，导致求导工作无法完成。

沈卫国从第(b)步中得出 0/0 的结果是怎么回事呢？他是先求极限而后求增量之商。从而得出分母为零没

有意义的结论。根据数学运算法则，先求增量之商而后求极限也是可以的。这两种顺序我们应该选择哪

一种呢？这要看哪一种顺序方便(哪一种顺序能避免出现不确定的因素)。沈卫国选择的顺序使运算进入了

一个死胡同。因此，不可取。我们应该选择先约分而后求极限的运算顺序。这样就可以使运算过程顺利

进行。“认为 0/0 一律没有意义”是沈卫国的第四个错误。沈卫国在文[4]中还有一个错误是，认为 y = x2

的微分的精确结果是(2x + Δx)dx，而 2xdx 的结果是不精确的。丁小平先生和莫绍揆教授所说的微积分的
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结论是，包含求极限过程的求导结果准确，而不包含求极限过程且保留了包含自变量增量的求导结

果反而不准确。 

5. 求微积分的准确性问题 

师教民认为，求微分的过程有问题。对于 y = x2来说，
   

2
2

d 2 dd 2 d
x x x

x x x
x

y x xx
 

  





。在 

这个过程中，直接将 Δxdx 当作零了[5]。他也是针对古典微积分而言的。极限微积分方法问世之后，他

所指出的这个问题也不复存在了。 

微分在数学中的定义：由函数 B = f(A)，得到 A、B 两个数集，在 A 中当 dx 靠近自己时，函数在 dx
处的极限叫作函数在 dx 处的微分。微分的中心思想是无穷分割。微分的几何意义是在微分点上函数曲线

的切线的斜率与自变量的增量之积。根据据这个定义，一元可微分函数的微分通式为  d dy f x x  。对

于 y = x2这个函数，其正确的的微分过程如下： 

   
2

0 0 0 0

2
lim d lim 2 d lim 2 lim d 2d d
x x x x

x x x
x x x x x x x x x

x
y

       

                    
            (1) 

标准的求微分过程都可以转变成求导数的过程。在求 dy 的积分的时候，根据正确的微分公式来求，

就不会出现概念问题和逻辑问题。也就不存在什么师教民等所说的错误。微积分的大量应用都没有出错

就是强硬的证明。有人说，实践是检验真理的唯一标准。我们为什么不相信实践的结果呢？一旦相信微

积分的大量正确的应用实例，就不会怀疑其中存在逻辑问题和概念问题了。 

师教民多次提到“矢量微元 dr 到底是曲线还是直线”的矛盾[6]。这也是在极限微积分中忽略求极限

导致的。因为，微元 dr 的极限就是近似的直线。它实际上是曲线，不求极限它也是曲线。当线段长度无

穷小时，这段曲线与对就的弦线(直线)重合了。求极限后得到的结果才是精确的结果(师教民所说的“曲

线-直线矛盾”是考虑近似结果惹的祸)。这一点在图 1 和图 2 中都表示得很清楚，不存在师教授所说的矛

盾。 

在教科书和互联网上很容易找到微分的定义。函数的微分是函数增量的主要部分，且是 Δx 的线性函

数，故函数的微分是函数增量的线性主部(∆x → 0)。在数学中，微分是对函数的局部变化率的一种线性

描述。微分可以近似地描述当函数自变量的取值作足够小的改变时，函数的值是怎样改变的。微分：是

函数在一点处由于自变量微小变化所引起的改变量的近似值。虽然微分的定义有多种不同的表述方式，

但是，其主要思想是相同的，就是认为微分是一个近似的表达，是函数改变量的主部。其本意就是认为

微分结果是不精确的。原因被认为是忽略了∆x 的项及与∆x 的积的项。这是凭直觉得到的结论而不是根据

严密的逻辑得到的结果。 

古典微积分的范围内，y = x2的导数中的∆x，(2x + ∆x)dx 的积分求不出来。原因是，  2 dx x x  中

的 dx x 项无法求出来。此处的 Δx 既不是常数又不是具体的函数式，而是一个无穷小量，且 dx x 不是 

求双重积分(即使 Δx = dx 这一项的积分也求不出来)。 

根据函数关系在平面上作图所得到的曲线(一般都简称为“函数曲线”)上点的导数是该点上的切线的

斜率。只有在当 Δx 趋于零时才能求得。当 Δx = ξ不为零时，求得的增量之商是弦线的斜率，且 Δx = ξ
越大，增量之商就与切线斜率相差越大(见图 1 与图 2 的差别)。这可以与作圆的内接多边形类比。等份划

得越多，所得到的内接正多边形与圆越接近。当划分的等份数为无穷大(内接正多边形的边长越于零)时，

圆内接正多边形才能与圆完全重叠。“圆内接正多边形的边长越短”相当于“Δx 越小”，“圆内接多边
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形才能与圆完全重叠得越好”相当于“求得的导数越精确”(“求导时求自变量增量的极限”相当于“求

圆内接正多边形的边长的极限”)。 

换一个角度考虑。对于 y = f(x)的导数而言，Δy/Δx 是切割函数曲线的一段弦的斜率(见图的割线)。Δx 
= ξ一般是一个很小的量。Δx 越大，这样的弦线连接成的曲线与 y = f(x)函数的曲线差别越大。只有当 Δx 
→ 0 时，弦线的连线才与 y = f(x)函数的曲线重合。这表明，y = f(x)函数的导数的时候，利用包含求极限

过程的方法求得的导数是最准确的。微分也一样：包含求极限过程的微分是最准确的微分结果。令 Δx = ξ
并保留这一项的微分反而是不准确的。 

微分的准确性完全在于求得的导数的准确性，积分的准确性的依赖对象同增是导数的准确性。 

综上所述，对于求函数的导数，求极限使无穷小量趋于零，结果更精确，而不是保留了无穷小量结

果更精确。因此，目前广泛使用的微分结果不能称为主部。 

微分的几何的表示方法是示意图。对于向量微元，精确的是曲线，近似的是弦线。当无限分割时，

弦线与曲线重合。对于表示微分的几何意义，精确的几何图是无限分割导致两根垂线重叠(分割出的线段

长度为无穷小)。将它们“放大”而使那两根重合的垂线分开(也使分割出的曲线及其弦线与有明显的分离)，

是为了便了直观地理解，并不是真的那么的粗略和近似。因此，师教民先生的文[6]中说向量微分的几何

意义的表示方式的矛盾不存在。师教民和沈卫国说求导过程中 Δx 不该舍掉，也是没有道理的。 
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