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C 球心对平面的旁切球半径： 3Er ，球心坐标  3 3 3 3, ,x y zE E E E 。 
D 球心对平面的旁切球半径： 4Er ，球心坐标  4 4 4 4, ,x y zE E E E 。 
6 个棱旁切球半径及其球心坐标为： 
AB 棱旁切 C，D 对平面的旁切球半径： 34Er ，球心坐标  34 34 34 34, ,x y zE E E E 。 
AC 棱旁切 B，D 对平面的旁切球半径： 24Er ，球心坐标  24 24 24 24, ,x y zE E E E 。 
BC 棱旁切 A，D 对平面的旁切球半径： 14Er ，球心坐标  14 14 14 14, ,x y zE E E E 。 
AD 棱旁切 B，C 对平面的旁切球半径： 23Er ，球心坐标  23 23 23 23, ,x y zE E E E 。 
BD 棱旁切 A，C 对平面的旁切球半径： 13Er ，球心坐标  13 13 13 13, ,x y zE E E E 。 
CD 棱旁切 A，B 对平面的旁切球半径： 12Er ，球心坐标  12 12 12 12, ,x y zE E E E 。 

2.2. 内切球和 10 个旁切球半径及其球心坐标的同构公式， 

以及内切球与外接球球心间距公式 

4 球正交构成的垂心四面体的 1 个内切球，4 个面旁切球和 6 条棱旁切球。共 11 个内旁切球的半径

及其球心坐标仅区别于相关面的正负号的同构公式。 

2.2.1. 内切球和 10 个旁切球半径公式 

正交 4 球形成垂心四面体的内切球，4 个面旁切球、6 个棱旁切球的同构半径公式。 
定义：内切球和 10 个旁切球半径：等于 3 倍的垂心四面体体积与其表面积的商减去 2 倍的旁切面面

积元：同构公式(1)为： 

  1 2 3 4
1 2 3 4

1
63

1 22
2

n
n

n

v vr
s s s s ss s s s s

 
       

V                       (1) 

这里 r 代表半径，下标V为或，I 为内切，E 为旁切；1，2，3，4 为 4 球心 A，B，C，D 的对平面。

2 ns 为 2 倍的旁切面的面积元之和。 

2.2.2. 以内切球球心坐标为基准的 10 个旁切球球心坐标： 

旁切球球心坐标定义：以内切球球心坐标为基准，4 面旁切球坐标、6 棱旁切球(也可称：与该棱共

线 2 面的旁切球)的坐标，等于内切球球心坐标为基准，对应旁切面面积元前变更为负号。 
以内旁切球球心坐标为基准： 

 
 
 
 
 
 

1 4

4 1 2 3 4

2 4

4 1 2 3 4

3 4

4 1 2 3 4

I

I

I

bc abc v as s
x

s s s s s

ac abc v bs s
I y

s s s s s

ab abc v cs s
z

s s s s s

  


  


  
  


     

                                  (2) 

2.2.3. 内切球球心与外接球球心间距公式： 

定义：外接球心 O 与内切球心 I 距离的平方等于外接球半径平方与 3 倍的内切球半径平方之和减去

内切球半径与垂心至 4 球心距离和的积。公式为： 
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 2 2 23O I IOI R r r AH BH CH DH                                   (3) 

例：各内旁切球的半径及其球心坐标为： 
 内切球半径，因无旁切面， 

公式(1)其半径为： 

1 2 3 4 1 2 3 40I
v vr

s s s s s s s s
 

      
                              (4) 

其球心坐标为基准坐标：即为：公式(2) 

 
 
 
 
 
 

1 4

4 1 2 3 4

2 4

4 1 2 3 4

3 4

4 1 2 3 4

I

I

I

bc abc v as s
x

s s s s s

ac abc v bs s
I y

s s s s s

ab abc v cs s
z

s s s s s

  


  


  
  


     

                                  (5) 

 A 球心对平面 BCD 面为 1 面的旁切球半径为：(将旁切面 1s 代入公式(1)的 2 ns ) 

1
1 2 3 4 1 1 2 3 42E

v vr
s s s s s s s s s

 
       

                            (6) 

其球心坐标在内切球基准坐标公式(2)中将 1s 前变更为负号： 

 
 
 
 
 
 

1 4
1

4 1 2 3 4

2 4
1 1

4 1 2 3 4

3 4
1

4 1 2 3 4

E

E

E

bc abc v as s
x

s s s s s

ac abc v bs s
E y

s s s s s

ab abc v cs s
z

s s s s s

  


   
   

   
   
    

                                 (7) 

 AB 棱旁切球(即旁切 3s 和 4s 2 个面)半径为：(将旁切面 3 4s s 代入公式(1) 2 ns ) 

 34
1 2 3 4 3 4 1 2 3 42E

v vr
s s s s s s s s s s

 
       

                         (8) 

(当 34 0Er  时成立) 
其球心坐标在内切球基准坐标公式(2)中将 3s 和 4s 前变更为负号： 

 
 
 
 
    

 
 
 

1 4
34

4 1 2 3 4

2 4
34 34

4 1 2 3 4

3 4 3 4
34

4 1 2 3 4 4 1 2 3 4

E

E

E

bc abc v as s
x

s s s s s

ac abc v bs s
E y

s s s s s

ab abc v c s s ab abc v cs s
z

s s s s s s s s s s

  

   

   
   

        
        

                    (9) 

其余单面旁切球、2 面(棱)旁切球半径，及其球心坐标详见表 1。 
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Table 1. List of radius and center coordinates of inscribed sphere and escribed sphere of orthocentric tetrahedron 
表 1. 垂心四面体的内切球和旁切球半径及球心坐标一览表 

序 名称 旁切 球心 分坐标 x 分坐标 y 分坐标 z 半径 

1 内  I 
 
 

1 4

4 1 2 3 4

bc abc v as s
s s s s s

 
  

  
 

2 4

4 1 2 3 4

ac abc v bs s
s s s s s

 
  

  
 

3 4

4 1 2 3 4

ab abc v cs s
s s s s s

 
  

 
1 2 3 4

I

vr
s s s s


  

 

2 外 1 BCD 1E  
 
 

1 4

4 1 2 3 4

bc abc v as s
s s s s s

 
   

  
 

2 4

4 1 2 3 4

ac abc v bs s
s s s s s

 
   

  
 

3 4

4 1 2 3 4

ab abc v cs s
s s s s s

 
   

 
1

1 2 3 4
E

vr
s s s s


   

 

3 外 2 ACD 2E  
 
 

1 4

4 1 2 3 4

bc abc v as s
s s s s s

 
  

  
 

2 4

4 1 2 3 4

ac abc v bs s
s s s s s

 
  

  
 

3 4

4 1 2 3 4

ab abc v cs s
s s s s s

 
  

 
2

1 2 3 4
E

vr
s s s s


  

 

4 外 3 ABD 3E  
 
 

1 4

4 1 2 3 4

bc abc v as s
s s s s s

 
  

  
 

2 4

4 1 2 3 4

ac abc v bs s
s s s s s

 
  

  
 

3 4

4 1 2 3 4

ab abc v cs s
s s s s s

 
  

 
3

1 2 3 4
E

vr
s s s s


  

 

5 外 4 ABC 4E  
 
 

1 4

4 1 2 3 4

bc abc v as s
s s s s s

 
   

  
 

2 4

4 1 2 3 4

ac abc v bs s
s s s s s

 
   

  
 

3 4

4 1 2 3 4

ab abc v cs s
s s s s s

 
   

 
4

1 2 3 4
E

vr
s s s s


  

 

6 外 12 CD 12E
 
 

1 4

4 1 2 3 4

bc abc v as s
s s s s s

 
   

  
 

2 4

4 1 2 3 4

ac abc v bs s
s s s s s

 
   

  
 

3 4

4 1 2 3 4

ab abc v cs s
s s s s s

 
   

 
12

1 2 3 4
E

vr
s s s s


   

7 外 13 BD 13E
 
 

1 4

4 1 2 3 4

bc abc v as s
s s s s s

 
   

  
 

2 4

4 1 2 3 4

ac abc v bs s
s s s s s

 
   

  
 

3 4

4 1 2 3 4

ab abc v cs s
s s s s s

 
   

 
13

1 2 3 4
E

vr
s s s s


   

8 外 14 BC 14E
 
 

1 4

4 1 2 3 4

bc abc v as s
s s s s s

 
    

 
 

2 4

4 1 2 3 4

ac abc v bs s
s s s s s

 
    

 
 

3 4

4 1 2 3 4

ab abc v cs s
s s s s s

 
    

 
14

1 2 3 4
E

vr
s s s s


   

9 外 23 AD 23E
 
 

1 4

4 1 2 3 4

bc abc v as s
s s s s s

 
  

  
 

2 4

4 1 2 3 4

ac abc v bs s
s s s s s

 
  

  
 

3 4

4 1 2 3 4

ab abc v cs s
s s s s s

 
  

 
23

1 2 3 4
E

vr
s s s s


  

 

10 外 24 AC 24E
 
 

1 4

4 1 2 3 4

bc abc v as s
s s s s s

 
   

  
 

2 4

4 1 2 3 4

ac abc v bs s
s s s s s

 
   

  
 

3 4

4 1 2 3 4

ab abc v cs s
s s s s s

 
   

 
24

1 2 3 4
E

vr
s s s s


  

 

11 外 34 AB 34E
 
 

1 4

4 1 2 3 4

bc abc v as s
s s s s s

 
   

  
 

2 4

4 1 2 3 4

ac abc v bs s
s s s s s

 
   

  
 

3 4

4 1 2 3 4

ab abc v cs s
s s s s s

 
   

 
34

1 2 3 4
E

vr
s s s s


  

 

2.3. 验证公式(1)、公式(2)、公式(3) 

分别验证内切球，4 个面旁切球和 6 条棱(与棱共线的 2 面旁切)旁切球 3 类半径及其球心坐标。 

2.3.1. 验证内切球半径及其球心坐标，计算内切球与外接球球心间距公式 

即：验证公式(3)、公式(4)、公式(5)。 
 根据正交 4 球球心，可以列出 4 组 3 球心组成的 4 个平面方程为： 

BCD 球心为 1s 的平面方程： 

 2 2 2 2 2 2
0 0

0 0 0
0 0 0 0

x y z c
bct act abt c b c t bc ab t ac t x bc ty b ctz

b c

  
          

  
               (10) 

ACD 球心为 2s 的平面方程： 

 2 2 2 2 2 2
0 0

0 0 0
0 0 0 0

x a y z
bct a act abt a c t ac tx ac a bt bc t y a ctz

a c

  
          

  
               (11) 

ABD 球心为 3s 的平面方程： 
 2 2 2 2 2 20 0 0

0 0

x bct y act z abt
bct b act abt a b t ab tx a bty ab a ct b ct z

a bct act abt

  
          

  
               (12) 
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ABC 球心为 4s 的平面方程： 

0 0
0 0 0 0 0

0 0 0 0

x y b z
a b abc bcx acy abz

b c

  
       

  
                          (13) 

 根据点到平面距离 D 的联立方程为： 

     
     

     
     

3 3 2 2 2 3 2 3 2 2 3 3 2 2

2 2 22 3 2 3 2 2 3 3 2 2

3 3 2 2 2 3 2 3 3 2 2 3 2 2

2 2 22 3 2 3 3 2 2 3 2 2 

I

I

I

a b c a b v a b c ab v x a b c a bv y a b a cv b cv z
D r

a b c ab v a b c a bv a b a cv b cv

a bc a c v a bc ac v x a c a bv bc v y a bc a cv z
D r

a bc ac v a c a bv bc v a bc a cv

a
D r

        
 

     

        
 

     


 

     
     

3 3 2 2 3 3 2 2 2 3 2 3 2 2

2 2 23 3 2 2 2 3 2 3 2 2

2 2 2 2 2 2
I

b c b c v b c ab v ac v x ab c bc v y ab c b cv z

b c ab v ac v ab c bc v ab c b cv

abc bcx acy abzD r
a b a c b c

 












     

   











 

  
 

 

           (14) 

 解方程求得内切球球心  , ,I x y z 坐标为： 

 
 
 
 
 
 

1 4

4 1 2 3 4

2 4

4 1 2 3 4

3 4

4 1 2 3 4

I

I

I

bc abc v as s
x

s s s s s

ac abc v bs s
I y

s s s s s

ab abc v cs s
z

s s s s s

  


  
   

  
   
   

 

 将上述坐标代入公式(14)得内切球半径 

     
     

     
     

3 3 2 2 2 3 2 3 2 2 3 3 2 2

2 2 22 3 2 3 2 2 3 3 2 2 1 2 3 4

3 3 2 2 2 3 2 3 3 2 2 3 2 2

2 22 3 2 3 3 2 2 3 2 2

I

I

a b c a b v a b c ab v x a b c a bv y a b a cv b cv z vr
s s s sa b c ab v a b c a bv a b a cv b cv

a bc a c v a bc ac v x a c a bv bc v y a bc a cv z
r

a bc ac v a c a bv bc v a bc a cv

        
 

  
     

        


     

     
     

2 1 2 3 4

3 3 2 2 3 3 2 2 2 3 2 3 2 2

2 2 23 3 2 2 2 3 2 3 2 2 1 2 3 4

2 2 2 2 2 2 1 2 3 4

I

I

v
s s s s

ab c b c v b c ab v ac v x ab c bc v y ab c b cv z vr
s s s sb c ab v ac v ab c bc v ab c b cv

abc bcx acy abz vr
s s s sa b a c b c
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经验证：内切球半径公式(4)、球心坐标公式(5)成立 

 再根据外接球和内切球 2 球心坐标验证公式(3) 

     

     

     

     

 

2 2 22

2 2 2

2 2 2

2 2 2

2 2 2

2 2 2 2

0 0

2

O

O I O I O I

O A O A O A

O I O I O I

O O O

I I I O I O I O I O

OI R OI OA

x x y y z z

x x y y z z

x x y y z z

x a y z

a x y z ax x x y y z z

  

     

       

     

       

        

 

将外接球和内切球 2 球心坐标代入： 

 
 

 
 

 
 

 
 

2 2 2

1 4 2 4 2 42 2 2

4 1 2 3 4 4 1 2 3 4 4 1 2 3 4

1 4

4 1 2 3 4

1 2 1 22
2 2

O
bc abc v as s ac abc v bs s ac abc v bs s

OI R a
s s s s s s s s s s s s s s s

bc abc v as sv abc v abca a bct a bct
v s s s s s v

ac abc

          
          

                  

                  




 
 

 
 

 

2 4

4 1 2 3 4

3 4

4 1 2 3 4

22 2 2 2
1 2 3 4

1 2 3 4 1 2 3 4

2

1 2
2

1 2
2

3

3I I

v bs s v abcb act
s s s s s v

ab abc v cs s v abcc abt
s s s s s v

a s b s c s d s v v
v s s s s s s s s

AH BH CH DH r r

       

          

     
            

     

 

整理上式得： 

 2 2 23O I IOI R r AH BH CH DH r       

命题得证：公式(3)成立。 

因此公式(3)、公式(4)、公式(5)均验证成立。 

2.3.2. 验证面旁切球半径及其球心坐标公式 

即：验证公式(6)、公式(7)。 
验证 A 球心对平面 BCD 面为 1s 面的旁切球半径及其球心坐标。 
将 1s 面的平面方程乘以负号： 

   2 2 2 2 2 2

0 0
0 0 0

0 0 0 0

x y z c
bct act abt c b c t bc ab t ac t x bc ty b ctz

b c

  
          

  
              (15) 

将公式(15)代入点到平面距离公式(14)第 1 行为： 
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3 3 2 2 2 3 2 3 2 2 3 3 2 2

1
2 2 22 3 2 3 2 2 3 3 2 2

3 3 2 2 2 3 2 3 3 2 2 3 2 2

1
2 2 22 3 2 3 3 2 2 3 2 2 

E

E

E

a b c a b v a b c ab v x a b c a bv y a b a cv b cv z
D r

a b c ab v a b c a bv a b a cv b cv

a bc a c v a bc ac v x a c a bv bc v y a bc a cv z
D r

a bc ac v a c a bv bc v a bc a cv

D r

       
 

       

        
 

     


     

     

3 3 2 2 3 3 2 2 2 3 2 3 2 2

1
2 2 23 3 2 2 2 3 2 3 2 2

1
2 2 2 2 2 2

E

ab c b c v b c ab v ac v x ab c bc v y ab c b cv z

b c ab v ac v ab c bc v ab c b cv

abc bcx acy abzD r
a b a c b c

        


     



















  
 

 

          (16) 

解方程求得 1s 面 BCD 旁切球球心  1 1 1 1, ,E E EE x y z 坐标为： 

 
 
 
 
 
 

1 4
1

4 1 2 3 4

2 4
1 1

4 1 2 3 4

3 4
1

4 1 2 3 4

E

E

E

bc abc v as s
x

s s s s s
ac abc v bs s

E y
s s s s s
ab abc v cs s

z
s s s s s

  


   
   

   
  


   

 

将上述坐标代入公式(16)得 1 面 BCD 旁切球半径为 

     
     

     
   

3 3 2 2 2 3 2 3 2 2 3 3 2 2

1
2 2 22 3 2 3 2 2 3 3 2 2 1 2 3 4

3 3 2 2 2 3 2 3 3 2 2 3 2 2

1
2 22 3 2 3 3 2 2 3 2 

E

E

a b c a b v a b c ab v x a b c a bv y a b a cv b cv z vr
s s s sa b c ab v a b c a bv a b a cv b cv

a bc a c v a bc ac v x a c a bv bc v y a bc a cv z
r

a bc ac v a c a bv bc v a bc

       
 

   
       

        


      
     

     

22 1 2 3 4

3 3 2 2 3 3 2 2 2 3 2 3 2 2

1
2 2 23 3 2 2 2 3 2 3 2 2 1 2 3 4

1
2 2 2 2 2 2 1 2 3 4

 

E

E

v
s s s sa cv

ab c b c v b c ab v ac v x ab c bc v y ab c b cv z vr
s s s sb c ab v ac v ab c bc v ab c b cv

abc bcx acy abz vr
s s s sa b a c b c








     

         
  
    

     
     
     

 

因此公式(6)、公式(7)验证成立。 
同理：可验证：旁切 2s 平面、旁切 3s 平面、旁切 4s 平面的旁切球心坐标及其半径。它们的半径及其

球心坐标见表(1)。 

2.3.3. 验证棱(双面)旁切球半径及其球心坐标公式 

即：验证公式(8)、公式(9)。 
 验证 AB 棱旁切球(即旁切 3s 和 4s 2 个面)半径及其球心坐标。 

将 ABD 球心的 3s 面，和 ABC 球心的 4s 面的 2 个平面方程公式(12)、公式(13)均乘以负号： 
ABD 球心为 3s 的平面方程公式(12)乘以负号为： 
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   2 2 2 2 2 20 0 0
0 0

x bct y act z abt
bct b act abt a b t ab tx a bty ab a ct b ct z

a bct act abt

  
          

  
              (17) 

ABC 球心为 4s 的平面方程公式(12)乘以负号为： 

 
0 0

0 0 0 0 0
0 0 0 0

x y b z
a b abc bcx acy abz

b c

  
         

  
                        (18) 

将公式(17),公式(18)代入点到平面距离公式(14)第 3 行和第 4 行为： 

     
     

     
     

3 3 2 2 2 3 2 3 2 2 3 3 2 2

34
2 2 22 3 2 3 2 2 3 3 2 2

3 3 2 2 2 3 2 3 3 2 2 3 2 2

34
2 2 22 3 2 3 3 2 2 3 2 2 

E

E

a b c a b v a b c ab v x a b c a bv y a b a cv b cv z
D r

a b c ab v a b c a bv a b a cv b cv

a bc a c v a bc ac v x a c a bv bc v y a bc a cv z
D r

a bc ac v a c a bv bc v a bc a cv

D r

        
 

     

        
 

     


     

     

3 3 2 2 3 3 2 2 2 3 2 3 2 2

34
2 2 23 3 2 2 2 3 2 3 2 2

34
2 2 2 2 2 2

E

E

ab c b c v b c ab v ac v x ab c bc v y ab c b cv z

b c ab v ac v ab c bc v ab c b cv

abc bcx acy abzD r
a b a c b c

       


        

   















 
 






          (19) 

解方程求得旁切 AB 棱(即旁切 3s 面， 4s 面的旁切球球心  34 34 34 34, ,E E EE x y z 坐标为： 

 
 
 
 
 
 

1 4
34

4 1 2 3 4

2 4
34 34

4 1 2 3 4

3 4
34

4 1 2 3 4

E

E

E

bc abc v as s
x

s s s s s
ac abc v bs s

E y
s s s s s
ab abc v cs s

z
s s s s s

  


   
       
  


   

 

将上述坐标代入公式(19)得旁切 3s 面， 4s 面的旁切球半径为 
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3 3 2 2 2 3 2 3 2 2 3 3 2 2

34
2 2 22 3 2 3 2 2 3 3 2 2 1 2 3 4

3 3 2 2 2 3 2 3 3 2 2 3 2 2

34
2 22 3 2 3 3 2 2 3 2 

E

E

a b c a b v a b c ab v x a b c a bv y a b a cv b cv z vr
s s s sa b c ab v a b c a bv a b a cv b cv

a bc a c v a bc ac v x a c a bv bc v y a bc a cv z
r

a bc ac v a c a bv bc v a bc

        
 

  
     

        


      
     

     

22 1 2 3 4

3 3 2 2 3 3 2 2 2 3 2 3 2 2

34
2 2 23 3 2 2 2 3 2 3 2 2 1 2 3 4

34
2 2 2 2 2 2 1 2 3 4

E

E

v
s s s sa cv

ab c b c v b c ab v ac v x ab c bc v y ab c b cv z vr
s s s sb c ab v ac v ab c bc v ab c b cv

abc bcx acy abz vr
s s s sa b a c b c


  



       
 

  
     






  

   















 
   

  (19) 

(当 34 0Er  时公式成立) 
同理可验证：旁切 1 2s s 平面、旁切 1 3s s 平面、旁切 1 4s s 平面、旁切 2 3s s 平面、旁切 2 4s s 平面的 5 个棱

旁切球心坐标及其半径 0Eijr  时公式成立。它们的半径及其球心坐标见表(1)。 
 说明：6 个棱旁切球的半径必须大于零 0Eijr  时，棱旁切球才成立。 

当正交 4 球半径均相等时： ∵此时 6 个棱旁切球半径分母都等于零， ∴6 个棱旁切球都不存在。 
当正交 4 球半径均不相等时： ∵此时 6 个棱旁切球半径：其中：与最小球心相连的 3 棱旁切球半径大于零，与最小球心对平面相交

的 3 棱旁切球半径小于零。 ∴6 个棱旁切球仅与最小球心相连的 3 棱旁切球半径大于零。 
例： 
正交 4 球半径分别为： 3, 4, 5, 6A B C Dr r r r    时：6 棱旁切球半径分别为： 

12 34
1 2 3 4 1 2 3 4

13 24
1 2 3 4 1 2 3 4

14 23
1 2 3 4 1 2 3 4

8.2896; 8.2896;

17.9983; 17.9983;

265.1992; 265.1992

E E

E E

E E

v vr r
s s s s s s s s

v vr r
s s s s s s s s

v vr r
s s s s s s s s

    
      

    
      

    
      

 

因此公式(8)、公式(9)验证成立(当 34 0Er  时公式成立)。 

3. 总结 

1、以内切球的半径为基准，所有 10 个旁切球半径仅变更旁切面积元为负。公式(1)成立。 
2、以内切球心坐标公式(2)为基准，所有 10 个旁切球心坐标仅变更旁切面积元为负。 
3、内切球心与外接球心间距公式(3)成立。 
4、内切球和 4 面旁切球任何情况均成立。 
5、6 棱旁切球：当：正交 4 球心均相等时没有棱旁切球；正交 4 球心不等时，仅见 3 个与最小球心
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相连的 3 棱旁切球，而与最小球心对平面 3 棱的旁切球不存在。 
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