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Abstract 
Based on a massive multiple-input, multiple-output (MIMO) uplink system, the pair-wise error 
probability (PEP) of the maximal ratio combining (MRC) decoder on the receiver is analyzed. The 
channel is assumed to be slow flat fading, and the base station (BS) knows the instant channel 
state information. Firstly, the MRC decoder is defined for the system. Secondly, a formula calculat-
ing the PEP of the system with the decoder is derived. Thirdly, asymptotic analyses of the PEP 
based on two different situations are given. These analyses reveal facts: 1) The PEP cannot go to 
zero even when signal-to-noise (SNR) goes to infinity; 2) The PEP goes to zero when the number of 
antennas at BS is increased to infinity and SNR is fixed. Finally, power scale law on PEP is dis-
cussed. Numerical simulations firm the above conclusions. 
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摘  要 

研究基于大规模天线上行系统，对接收端采用最大比合并(MRC)解码法的成对错误概率(PEP)进行了分析。

假定信道慢平坦衰落，基站已知信道状态信息。第一，介绍了MRC解码器的解码方法；第二，基于此方

法，推导了系统的PEP公式；第三，针对两种不同情况推导出PEP的渐近趋势。分析表明：1) 当天线数

固定时，信噪比趋于无穷大所得到的PEP不为零；2) 当信噪比固定时，天线数趋于无穷大时PEP降为零。

最后，讨论了能量尺度律(power scale law)。数值仿真证实了上述结论的正确性。 
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1. 引言 

多用户多输入多输出(MU-MIMO)无线通信系统在当今通信领域已得到广泛应用[1]，它能提供改善频

谱效率和无线链路传输性能的巨大潜力。一般来说，每个用户与基站(BS)之间的信道需要正交，这就使

得它们之间的通信需处在不同时频资源上，从信息论的观点上看显然不是最佳的。如果不同用户与基站

之间的通信能在同一时频资源上进行，就可以得到更高的频谱使用率[1]，但这需要复杂的解码技术来消

除用户间干扰，如上行系统中的最大似然(ML)解码[2]，下行系统中的脏纸编码(DPC) [3]。 
大规模天线(Massive MIMO)系统[4]-[8]不同于一般的 MIMO 系统，基站拥有大量天线，同时在同一

频段上服务于多个用户终端。根据大数定理，不同用户与基站之间的信道趋于正交[9] [10]，这样小区内

用户间的干扰就可以用简单的线性解码来消除，因此提高了频谱效率[11]。此外，大规模天线还可以减少

系统的发射功率。上行系统减少发射功率可以使终端电池消耗减慢；下行系统基站的电功率消耗来自于

功率放大器、相关电路和冷却系统[12]，故减少发射功率可以削减基站的电力消耗。 

大规模天线系统中，由于巨大的天线数目及多个用户同时同频通信，选择一个低解码复杂度的解码

器显得尤为重要。线性解码器如最小均方误差(MMSE)和迫零(ZF)解码器，其解码复杂度相对于 ML 解码

已大大降低，但是它们都需要求信道矩阵的逆矩阵，当天线数很大时计算复杂度仍然比较高[10] [13] [14]。

另一方面，最大比合并(MRC)解码器是一种简单的线性解码器，它不需要对信道矩阵求逆，计算复杂度

明显降低。文献[9]应用随机矩阵理论，得到了大规模天线系统中 MMSE、ZF 和 MRC 解码可达到的理论

速率。文献[15]给出了 MMSE 和 ZF 解码关于成对错误概率(PEP)的近似表达式。 

本文对大规模天线系统中的 MRC 解码及其性能作出详细的分析，主要工作包括以下几个方面：1)
给出了 MRC 解码方法 PEP 的解析公式。2) 理论证明了①当天线数 M 固定时，随着信噪比 ρ 逐渐增加

并趋于无穷大，用 MRC 解码方法得到的 PEP 会有一个下界；②当 ρ 固定时，随着 M 逐渐增加并趋于无

穷大，用同样解码方法得到的 PEP 降为零。3) 给出并证明了 MRC 解码方法的能量尺度律(power scale law)。
即当 0 1α< < 时，随着天线数的增加，每根天线的能量可以按 E M α 而减少并能保持 PEP 趋于零。而当

1α = 时，上述结论不成立。这个结论纠正了文献[7]中给出的相应结论。最后，仿真证实了上述结论。 

符号说明：斜黑体字母代表矩阵或矢量。 ( )t⋅ 和 ( )+⋅ 分别表示矩阵的转置和共轭转置； ( )tr ⋅ 表示矩阵

的迹运算， ⋅ 表示 Frobenius 范数，( ) j⋅ 表示矩阵的第 j 行，( )ij⋅ 表示矩阵的第 i 行第 j 列分量；运算符 ( )E ⋅

表示数学期望， var( )⋅ 表示方差。 
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2. 系统模型 

假设有这样一个大规模天线蜂窝系统，本文考虑单个小区内用户与基站之间的收发状态。假设小区

内有 1 个基站和 K 个用户，每个用户仅有 1 根发射天线，基站有 M 根天线(M 可能是几十或几百)，其基

本的输入输出方程可以表示为 

ρ= +Y HS W                                     (1) 

其中Y 是一个 M 维列向量，它表示基站接收到的信号；ρ 是接收到的信噪比(SNR)；H 表示信道矩

阵，其维数是 M K× ，其中每个分量分别表示每个用户与基站天线之间的信道增益，即

( )1 ,1ijh i M j K≤ ≤ ≤ ≤ 表示用户 j 与基站天线 i 之间的信道增益。本文假定 ijh 是一个独立同分布，均值为

0、方差为 1 的复高斯随机变量； ( )1 2, , , t
Ks s s= S 是用户发送的信号，其中 is 表示第 i 个用户所发送的

信号，并且假定每个信号的平均能量为 1。同时 i is ∈ ，即 i 是第 i 个用户的星座图；W 表示噪声，它

也是一个 M 维列向量。W 的每个分量也是均值为 0、方差为 1 的复高斯随机变量。在本文中，我们假设

信道是慢平坦衰落的，并且基站知道信道状态信息 H 。 

3. MRC 的解码方法和性能分析 

3.1. MRC 的解码方法 

常用的线性解码方法 ZF/MMSE 解码具有良好的性能，但是它们需要对信道矩阵求逆，因而当 M 很

大时解码复杂度仍然比较高。MRC 解码不需要求逆矩阵，计算复杂度明显降低，本节的目的就在于做出

它的性能分析。 
MRC 均衡器可表示为  

MRC
+=G H                                        (2) 

将此均衡器乘到方程(1)两边得到 

MRC MRC MRCρ= +G Y G HS G W                              (3) 

设 K 维向量 MRCG Y 和 MRCG W 分别为 MRCY 和 MRCW ，它们第 j 个元素分别记为 ,MRC jy 和 ,MRC jw 。这样，

上式可表示为如下 K 个等式 

( ), , , 1, 2, ,MRC j MRC MRC jj
y w j Kρ= + = G H S                        (4) 

对于一个给定的 j ( )1 j K≤ ≤ ，MRC 解码法就是从上述第 j 个方程中解出第 j 个用户的信息 js 。但是

从等式中可以发现，传输信号 ( )1ks k j K≤ ≠ ≤ 都涉及在里面。因此， ks 就会产生干扰，通常的情况是将

这些干扰当作噪声来处理。 
基于上述分析，MRC 解码器的解码方法可以表述为 

( )
2

, ,
ˆ arg min

j j
j MRC j MRC jj j

s
s y sρ

∈
= − G H


                          (5) 

3.2. 成对错误概率公式 

本小节对上述 MRC 解码方法的性能从以下几个方面做出分析：1) 给出系统 PEP 表达式；2) 当基站

天线数 M 固定，信噪比 ρ 趋于无穷大时，分析 PEP 的渐近性能；3) 当信噪比 ρ 固定，基站天线数 M 趋

于无穷大时，分析 PEP 的渐近性能。 
在方程(1)中，我们对各个符号作如下表示： [ ]1 2, , , t

My y y= Y ， [ ]1 2, , , K= H h h h ， [ ]1 2, , , t
Ks s s= S ，
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[ ]1 2, , , t
Mw w w= W 。这样方程(3)可以表示为 

11 1 1 1 2 1 1

22 2 1 2 2 2 2

1 2

K

K

KK K K K K K

s
s

s

ρ

+ + + + +

+ + + + +

+ + + + +

      
      
      = +      
      
           






     



h Y h h h h h h h W
h Y h h h h h h h W

h Y h h h h h h h W

                     (6) 

假设系统有两个不同的码本 ( )1 11 21 1, , , t
Ks s s= S 和 ( )2 12 22 2, , , t

Ks s s= S ，当发射信号 1S ，接收端判

决为 2S 时产生误码。记 ( )1 11 1 1ˆ j j k k K K jw s s sρ + += + + + + + h h h h h W ， ˆ j jy += h Y ，则上述方程组中第 j
个方程可表示为 

1ˆ ˆj j j j jy s wρ += +h h                                    (7) 

为了做出性能分析，假设 ( )1ks k j≠ 为 0 均值、单位方差的复高斯随机变量。因此，根据本文的假设

及高斯分布的性质得到： 

( ) ( ) ( )2 2 2 22
1ˆ ˆ0, varj j j j k j K jE w wσ ρ + + += = = + + + + + h h h h h h h  

从而可以得到下面条件概率密度函数 

( ) ( )2 2
1 1

1ˆ ˆ, exp
πj j j j j jf y s y sρ σ
σ

+ = − 
 

H h h                           (8) 

因此 

{ } ( )2 2
1 2 1

1 ˆ ˆexp d
π 2j j j j j j j

dP s s y s y Qρ σ
σ

+

Σ

  → = − =      
∫H h h                  (9) 

其中积分区域 { }2 1ˆ ˆ ˆ:j j j j j j j j jy y s y sρ ρ+ +Σ − ≤ −h h h h
，Q 为 Q 函数，

2
j s

d
ρ

σ

∆
=

h
， 2 1j js s s∆ = − 。 

由于信道矩阵 H 的概率密度函数 

( ) ( )( ) ( )( )2 2 2
1 2

1 1exp exp
π π KMK MKf tr += − = − + + +H H H h h h                   (10) 

对(9)式中 H 作平均得到 PEP 如下： 

( )( )
1

2 2
1 1

1 exp d d
π 2K

e K KMK

dP Q  
= − + + ⋅  

 
∫


 

h h

h h h h                      (11) 

公式(11)涉及到 Q 函数，很难得到一个显式表达式，但是我们可以做出渐近分析，其主要结果如下。 
定理 1 针对上述给定的系统模型，MRC 解码的 PEP 具有以下性质： 
1) 当天线数 M 固定，信噪比 ρ →∞时，有 

1lim 0eP
ρ

ε
→∞

≥ >                                       (12) 

这里 1ε 是一个正常数。 
2) 当信噪比 ρ 固定，天线数 M →∞时，有 

lim 0eM
P

→∞
=                                        (13) 

证明过程见附录。 
从上面的定理可以看出：当 ρ →∞时，用 MRC 解码所得到的 PEP 不趋于零，最终会有一个下界，
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一般称之为错误平台；而当 M →∞时，最终得到的 PEP 趋于零，说明增加基站天线数可以改善 MRC 解

码方法的性能。 

3.3. 能量尺度律(Power Scale Law) 

在本小节中，假设基站的总能量为 E，而每根天线的接收信噪比 E M αρ = ，其中 0 1α< ≤ 。则可以

得到下面的结论。 
定理 2 在上述的系统模型下，假设每根天线的能量为 E M α ，E 是给定的总能量。选用 MRC 解码

得到的 PEP 满足： 
1) 当 0 1α< < 时，则有 

lim 0eM
P

→∞
=                                       (14) 

2) 当 1α = 时，则有 

2lim 0eM
P ε

→∞
≥ >                                    (15) 

其中 2ε 是一个正常数。 
证明过程见附录。 
可以发现，当 1α = 时，PEP 并不会随着 M 的增加而趋于零，后面的仿真可以清楚地证明这一点。 

4. 仿真分析 

本小节通过仿真来验证所推导的表达式，假设信道是慢平坦衰落的，并且基站已知信道状态信息。

整个仿真分为三个部分：第一、二部分是基于方程式(1)给出的分析，在其它参量不变的情况下，分别给

出了信噪比 ρ →∞和天线数 M →∞时 PEP 的渐近趋势，并各自做出了比较；第三部分探讨的是 power 
scale law 问题，如 3.3 节所给定的假设，讨论了 0.5α = 和 1α = 时 PEP 的趋近情况。 

图 1 是在给定假设用户码本为 BPSK，小区内用户数 8K = ，基站天线数目 M 分别取 20、30、40，
信噪比的取值范围为[−8:2:22] dB。从图中可以看出，随着信噪比的增加，曲线都呈下降趋势，最终出现

错误平台；但如果固定信噪比，则可以看出随着 M 的增加，PEP 越来越小，并且下降的幅度变大。故在 
 

 
Figure 1. PEP of MRC decoding when M equals to 20, 30, 40 respectively 
图 1. M = 20, 30, 40 MRC 解码方法 PEP 
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大规模天线系统中，增加基站天线数目可以明显改善 MRC 解码法的性能，这也证实了前面所推导表达

式的正确性。 
图 2 所选用码本为 4-QAM，用户数目仍然为 8，信噪比分别取 3 dB 和 6 dB，天线数目变化范围为

[20:20:120]。从图中可以看出，随着 M 的逐渐增加，PEP 呈现线性下降趋势，最终趋于零。 
图 3 是在 power scale law 条件下所讨论的关于α 值的变化对 PEP 所产生的影响，给出了 0.5α = 和

1α = 时的对比仿真曲线。这里用户选用的码本仍然是 4-QAM，用户数为 8，信噪比为 6 dB，天线数目

为[30:30:180]。从图中可以看出，当 0.5α = 时，随着天线数目的增加 PEP 趋于零；当 1α = 时，随着天线

数目的增加，PEP 下降得越来越平缓，最终也到达不了零。 
 

 
Figure 2. PEP of MRC decoding when SNR equals to 3, 6 dB respec-
tively 
图 2. SNR = 3, 6 dB MRC 解码方法 PEP 

 

 
Figure 3. PEP of MRC decoding when α equals to 0.5, 1 respectively 
图 3. α = 0.5,1 MRC 解码方法 PEP 
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5. 结束语 

基于大规模天线蜂窝系统，本文研究了对接收端采用 MRC 解码法的 PEP 性能并且分析了不同条件

下 PEP 的渐近趋势，结论显示出信噪比和基站天线数目的增加都有利于降低 PEP。MRC 解码方法的计算

复杂度比 MMSE 和 ZF 都要低，并且随着天线数目的增加，其优势的体现更加明显。而大规模天线是未

来移动通信发展的必然趋势，因而 MRC 解码法将会得到更加广泛的应用。 
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附  录 

定理 1 的证明： 
应用 Q 函数的下界和其 Chernoff 上界公式[16]得到 

( )
2

21 2 1exp exp
4 π 2 2

xx Q x
  − ≤ ≤ −  

   
                            (16) 

故有 

( )( )

2

4 2

2 2 2 2
1

1 2exp
4 π 22

1 exp
4 π

j

j j k j K j

d dQ

sρ

ρ + + +

  
≥ − ⋅  

   
 

∆ 
= − 

 + + + + + 
 

 

h

h h h h h h h

             (17) 

从而 PEP 下界可以表示为 

( )( ) ( )
1

4 2
2 2

1 12 2 2 2
1

1 exp d d
4π πK

j
e K KMK

j j k j K j

s
P

ρ

ρ + + +

 
∆ 

≥ − − + + 
 + + + + 
 

∫


 

 

h h

h
h h h h

h h h h h h h+
 (18) 

所以 

( ) ( )
1

4 2
2 2

1 12 2 2

1

1lim exp d d 0
4π πK

j
e K KMK

j j k j K

s
P

ρ→∞ + + +

 
∆ 

≥ − − + + > 
+ + + + 

 

∫


 

 

h h

h
h h h h

h h h h h h
  (19) 

这里大于 0 是因为被积函数是个正数，在 H 上积分必然大于 0。这样就得到了定理 1 中当信噪比趋

于无穷大时 PEP 的渐近性能，下面继续证明第二种情况。 
由 Q 函数的 Chernoff 上界公式(16)得到 

( )
2 2

22 22 2 2
1 1

1 exp
22 4 cos cos cos 4

j

j k jk K jK

sdQ
ρ

ρ θ θ θ

 ∆   ≤ −     + + + + + 
 

 

h

h h h
              (20) 

然后对 H 求平均，记为下式 

( )
2 2

22 22 2 2
1 1
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2 4 cos cos cos 4
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j k jk K jK

s
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ρ θ θ θ
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因为
2 2

2
1
2j Mχ  ∼  

 
h ，且 

( ) ( )
1

2
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1 exp 0
22
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xf x x x
nχ σσ

−  = − >    Γ 
 

， 

所以得到 
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令
22 22 2 2

1 1cos cos cosj k jk K jKβ θ θ θ= + + + + h h h ，将 β 划分为两个区域： { }AD Aβ= > 和

{ }AD Aβ= ≤ ，对 0A∀ > 。从而 

( ) { }
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∫

∫

∫

                    (23) 

其中不等式是依据 { } 1P Aβ ≤ ≤ ，

2

1 1
4 4

M
sρ

ρβ

−
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 + <
 + 

。由 Markov-Chernoff 不等式得 

{ } ( )
0AE

P A
A
β

β →∞> ≤ → ，而

2

lim 1 0
4 4

M

M

s
A

ρ
ρ

−

→∞
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 + =
 + 

，由此我们就得出了定理 1 第二部分的结论。 

定理 2 的证明： 
依据 3.3 节给出的假设，用类似于定理 1 第二部分的证明过程得到 

( ) { }
2 2

1 1 d
4 4 4 4

M M

D

M s M s
E f P

λ

α α

γ

ρ ρ
γ γ γ λ

ργ ρλ

− −
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这里 
22 22 2 2

1 1cos cos cosj k jk K jK

M α

θ θ θ
γ

+ + + +
=

 h h h
， 

区域 { }Dλ γ λ= > 和 { }Dλ γ λ= ≤ 。 
当 M 趋于无穷大时，上式被积函数应用洛必达法则得到 

2 2
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M s M s a MM
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α α

α

ρ ρ α
ρλ ρλ

−
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    ∆ ∆ ⋅ ⋅     + = − + = −     + + +     
          (25) 

其中
2a sρ= ∆ ， 4 4b ρλ= + 。从最后的等式可以看出，当 0 1α< < 时为结果 0，即此时 lim 0eM

P
→∞

= ；

当 1α = 并不等于 0。为了证明 lim 0eM
P

→∞
> ，需利用 Q 函数的下界公式(16)，下面继续给出证明。 

当 1α = 时，由公式(16)并对 H 求平均得到 
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类似地，可以得到 
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这里得到第二个等式是利用洛必达法则，由此我们得到了想要的结论。 
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