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Abstract: A Crank-Nicolson (CN) finite element reduced-order extrapolating algorithm with second-order accuracy 
based on proper orthogonal decomposition (POD) technique is established for two-dimensional Burgers equation, its 
error estimates are provided for criterions of the CN finite element reduced-order extrapolating algorithm to choose the 
number of POD basis and to renew POD basis. Some numerical experiments are used to show that the advantage of the 
CN finite element reduced-order extrapolating algorithm. It is shown that the CN finite element reduced-order extrapo-
lating algorithm based on POD technique is feasible and efficient for finding the numerical solutions for two-dimen- 
sional Burgers equation. 
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摘  要：建立二维 Burgers 方程基于特征投影分解(POD)方法的时间二阶精度的 Crank-Nicolson (CN)有限元降维

外推算法，给出这种算法的误差估计，并用误差估计作为算法的 POD 基数目选取及 POD 更新的准则。最后用

数值实验说明该算法的优越性，这表明了该算法对于求解二维 Burgers 方程的数值解是有效可行的。 
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1. 引言 

设 是有界的连通凸多边形区域。考虑流体

动力学中的二维非定常 Burgers 方程。 

2R 

t     u u u u

 , ,x y tu  ，        在 上 (1.2) 0,T 

   , ,0 ,x y xu 
T

y



，   在 中        (1.3) 

其中 是未知的流体速度向量，T 是总体时

间，

 1 2,u uu

1 Re  ，Re 是 Reynolds 数， 是已知的源函

数，

f

 , ,x y t 和  ,x y 分别是已知的边值函数和初值

函数。为了便于理论分析，不失一般性，不妨在下面

的理论分析中假定  , ,x y t 和  , x y 均为零向量。 

f ， 在 中  (1.1) 0,T
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内蒙古自然科学基金(批准号：2012MS0106)和内蒙古自治区高等学

校研究项目(批准号：NJ10006)资助项目。 非定常 Burgers 方程是流体力学中一个非常重要
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和基本的偏微分方程，它广泛地应用于空气动力学、

湍流、热传导、交通流、地下水污染等众多领域[1-3]。

非定常 Burgers 方程可以看作是非定常 Navier-Stokes

方程的简化模型，并且可以通过对非定常 Burgers 方

程的数值模拟来研究非定常 Navier-Stokes 方程的性

态，对它的深入研究有助于更好地求解其它非线性偏

微分方程。 

由于非定常 Burgers 方程是非线性方程组，特别

是当源项或计算域不规则时，要求出该方程组的解析

解是很困难的，有效的方法是求其数值解。经典的

Crank-Nicolson (CN)有限元方法是求解非定常 Burgers

方程的高精度数值方法，但是对实际工程问题，非定

常 Burgers 方程经典的 CN 有限元方法包含有大量的

自由度。因此，重要的问题是在保证有足够精度的数

值解的情况下，如何简化计算、节省计算量和存储要

求及减缓计算过程中截断误差的积累。 

特征投影分解(POD)方法是一种能够大量减少自

由度即降低模型维数的有效逼近方法。该方法已经广

泛应用于统计和地球物理中的样本识别和主分量分

析及流体力中的湍流分析[4-7]，但是直到最近几年，该

方法才被与 Galerkin 方法结合起来用于对微分方程的

数值解进行求解[8,9]。我们已经对赤道太平洋模式、非

定常的 Navier-Stokes 方程、Burgers 方程和抛物型方

程及热传导对流方程等方程提出了一些基于 POD 方

法的降维有限差分格式和有限元格式及有限体积元

格式[10-29]，但是对于非定常的 Burger 方程降维有限元

格式只给出时间一阶精度降维格式[20]。特别是现有的

降维方法[8-29]都是相当于用基于POD方法的降维方法

去验证同样时间段的解，没有采用外推算法，相当于

相同时段上做重复计算。 

椐我们所知，到目前为止，还没有关于用 POD

方法对二维非定常的 Burger 方程的经典的 CN 有限元

方法做降维处理的报道。因此，本文用 POD 方法对

二维非定常 Burgers 方程的经典的 CN 有限元方法做

降维处理，给出一种时间二阶精度的 CN 有限元降维

外推算法，并给出这种时间二阶精度的 CN 有限元降

维外推算法的误差估计和外推算法的实现，最后用数

值实验说明数值结果与理论结果是相吻合的。本文与

现有的文献[8-29]的区别在于：这里只用经典时间二阶

精度的 CN 有限元方法求出最初很少时间步的数值解

作为样本点(对于实际工程问题，也可以通过实际物理

问题抽取样本点)，再用 POD 方法求出 POD 基，用最

主要的几个 POD 基张成的子空间代替 Burgers方程经

典的 CN 有限元格式的有限元空间，得到一个只含有

很少几个未知量的 CN 有限元降维外推算法，然后通

过外推和 POD 基更新求出所有需求的数值解。这就

充分发挥了 POD 方法的重要作用，即用已有的数据

资料对未来物理现象做预报预测。因此，本文的工作

是对现有降维方法[8-29]的改进和创新。 

本文安排如下：第 2 节给出二维非定常 Burgers

方程的经典全 CN 有限元方法及瞬像的生成；第 3 节

通过 POD 方法求出 POD 基，并建立 CN 有限元降维

外推算法；第 4 节给出误差分析和 CN 有限元降维外

推算法的实现；第 5 节用数值实验去验证理论结果的

正确性；第 6 节是结论和讨论。 

2. 经典全 CN 有限元方法及瞬像的生成 

2.1. 关于时间半离散化格式 

本文用到的 Sobolev 空间 [30]都是标准的。设

 21
0U H  ，则 Burgers 方程的变分形式为： 

问题 I 求 Uu 使得对于任意  0,t T 满足 

        , , , , ,t U       u v u v u u v f v v (2.1) 

 , ,0x y u 0 ，  在 中               (2.2) 

其中  ,  为  22L  中的内积。 

注意到   ,u w v 有下面的性质[3-31]： 

     , , , , , U     u w v u v w u v w   (2.3) 

  , 0, , U   u v v u v                (2.4) 

设 

  
, ,

0 0

,
sup

U
N






  u v w

u v w

u v w
0

            (2.5) 

则当  21H  f 时，问题 I 至少有一个解，而且当

1

0
2 1N  u 时，问题 I 的解是唯一的[20]。 

设 为正整数，时间步长为N , nk T N t nk  ，

为 在

nu

u  0,1, , N 
t

nt n 点关于时间的半离散化逼近。

则问题 I 关于时间 的半离散化 CN 格式为 

问题 II 求  1,2, ,n U n N u  满足 
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      
   

   

1 1

1 2

1 1

4 , ,

            2 , 4 ,

            4 , 2 , ,

n n n n n

n n

n n

k

k k

k





 



 

   

   

    

u v u u u u v

u v f v

u v u v v U

 (2.6) 

0 u 0 ，  在 中              (2.7) 

其中  1 2
1 2

n
nt


f f 。 

利用[20]中类似的方法可以证明问题 II 存在唯一

的解 满足  1,2, ,n U n N u 

  22 1 1

0 001 1

n n
n i i

i i

k Ck 

 

    u u u f
22i   (2.8) 

而且当问题 I 的解 时，有下面的误差估

计 

 21mH  u

    1 2 2

0 0

n n
n nt k t    u u u u Ck    (2.9) 

其中 是与 k 无关的常数。 C

2.2. 全离散化 CN 有限元格式 

设 为h  的拟一致三角形剖分[3,31,32](其中 是

剖分的最大直径)，有限元空间取为 

h

    2 20 ; ,h h h m hK
U C U P K K     v v  

其中 是 mP K K 上次数不超过 的多项式空

间。则问题 II 的全离散化 CN 有限元格式为： 

 0m m  


问题 III 求 满足  1,2, ,n

h hU n N u 

     
     
    

   

1 1

1 2 1 1

1 1

4 , 2 , ,

, ,

4 , ,

4 , 2 , ,

n n n
h h h h h h h

n n n n
h h h h h h

n n n
h h h h

n n
h h h h h h

k k

k k

k k

k U





 

  

 

    

   

  

     

u v u v u u v

u u v u u v

f v u u v

u v u v v

n

 (2.8) 

0
h u 0 ，  在 中                    (2.9) 

当 1

0
2 hN  u 1时，利用类似于[20]的方法不

难证明问题 III 存在唯一的解满足 

  22 1 1

0 001 1

n n
n i i
h h h

i i

k Ck 

 

    u u u f
22i  (2.10) 

而且当问题 I 的解 时，有下面的误差估

计 

 21mH  u

      1 2 2 1

0 0

n n
n h n ht k t C k h      u u u u

这里和下面用到的C 均是与 和 k 无关的常数，不同

处出现可以不等。 

h

m

。

个

(2.11) 

这样只要给定雷诺数 、初边值条件和源项、

时间步长和空间及有限元空间，通过解问题 III 就可

以得到全离散化 CN 有限元解 u 取最

初的 L 时刻的解

Re

 1, 2, ,n
h n N 

 , , L N  作1,2n n
hu 为样本

解，在 POD 方法中称为瞬像(Snapshots)。 

3. POD 基的构造和降阶外推迭代 CN 格式 

对第 2 节中抽取的瞬像 ，记  1, 2, ,n
h n Lu 

 1, 2, ,n
n h n L W u  及  1 2span , , , LV W W W  如

果  diml V (即V 的维数)，设 
1

l

j j
ψ 是V 的标准正

交基向量函数，则有 

 
1

, , 1,2,
l

i i j j
j

i


   W W ψ ψ , L    (3.1) 

定义 1 POD 方法在于求标准正交基  1, 2,j j ψ  

得对于每个, l 使  1d d l  1,2, ,
差在平均意义下最小，

即求标准正交基

，元素

)的 项和

 n LnW

与(3.1 d 之间的均方误

 1,2, ,j j l   使得 

 
 

1

2

1 1
0

1
min ,

l
j j

L d

i i j
i jL


 

 
    
 

 W W ψ ψ  j   (3.2) 

满足 

 , ,1 ,i j ij i j d    ψ ψ           (3.3) 

问题(3.2)和(3.3)的解 
1

d

j j
ψ d 的 POD 基。 称为秩等于

记相关矩阵  j,i L L
 A W W ，则矩阵 A 是秩

等于 l 的对称非负 特征值被 列为

1 2 0l

定矩阵，它存在正 排

 

 1 2, , ,i i
i a aw

以转

    ，以及对应的标准正交特征向量

 1,2, ,i l  。可以证明求 POD 基Ti
La

化为求的问题可 A的特征值和特征向量问题，而

且 POD 基的构造及相 性质有下面的主要结论[15-23]。 

命题 1 设 1 2 0l

关

      是矩阵 A 非零特征

值，   , ,i i
i La a l w 是相应标准正交

特征向 基表示如下 


T

1 2 , , 1,2,ia i
秩为 d 的标准正交 P量，则 OD

1

1
, 1, 2, ,

L
j ia j d ψ u     (3j i h

ijL 

 .4) 

而且有下面的误差公式 

 
2

1 1
0

1
,

1

l

i i j j j
i j j dL

L d


   

     
 

 
  W W ψ ψ  (3.5) 
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记 。对于每个 1 2span , , ,d
dU  ψ ψ ψ h Uhu

h h

，

定义一 ，即对于个 Ritz 投影 :d d
hP U U Uu 满

足 

  (3

由泛函分析理论[33]知，存在 的一个延拓 

使得

 , , ,h d dP U   u v .6) 

那么

  d
d h  v u v d

dP

:h
hP U U :

h

h d
h dU

P P U U 满足 

    3.7) 

其中 。 )可推导出投影 是有界的： 

, ,h h h hP U     u v u v v     (

由(3.7

,h 

Uu hP

00
,hP    u u u  U      

下面

    (3.8) 

而且有 不等式成立[15-23] 

 
0 0

hP Ch P   u u u

。 

引理 2 对于每个 ，投影算
[20] 

hu       (3.9) 

此外，还有下面结果成立[20,3,31,32]

 1d d l  子 dP 满足

  2

01 1

d i
h

i j d

P
1 i

h jL

L l


  

u  (

其中 是问题 III 的解。而且当

面结论[3,31,3

  u       3.10) 

 1, 2, ,i
h hU i L u 

 21mU H   时，有下u 2] 

  1

10 m
P Ch u

0

h h mP h 


    u u u

这样，利用 基于 POD 方法的

CN 有限元降阶外推算法： 

问题 IV 求 满足 

,     (3.12) 

u  (3.11) 

d 可以得到问题 IIU

 1, 2, ,n d
d U n N u 

 ,
d

n n
d h j  u u ψ ψ

1

, 1,2,j
j

n L


 

      
     
    

   

1 1

1 2 1 1

1 1

4 , 2 , ,

, ,

4 , ,

4 , 2 , ,

, 1, ,

n n n
d d d d d d d

n n n n
d d d d d d

n n n
d d d d

n n
d d d d

d
d

k k

k k

k k

k

U n L N





 

  

 

    

   

  

   

   

u v u v u u v

u u v u u v

f v u u v

u v u v

v 

n

(3.13) 

附注 1 当 是三角形剖分，而且 是分片线性

多项式空间时 题 III 的总体自由度 即未知量总数)

为 其中 中三角形顶点数 3,31,32])，如果

采用更高

IV 的 度

h

，问

h 为

hU

(

目[2 hN (

h

N h

U 次数分片多项式空间，自由度更多；而问

题 自由 为  2 d N 。对于实际科学工程问

， h

d

题  中三角形定点数目是数以万计的，甚至上亿的。

而 d 只是从 N 个瞬 很少的  L L N 个瞬

像所对应的一些较大特征值个数是很小的(例如，在第

5 节中，d

时解中取出

5 ，而 410hN  )。因此， 问题

II 基于 POD 方法的一个 CN 有限元降阶降维外推算

法。特别 问题 现有的其他降维格式[8-29]

做重复的计算，而是将已经求出的很短时段的经典

CN 有限元解投影到 POD 基，然后通过外推迭代去求

其他时段的 CN 有限元降维解。这就是该方法被称为

POD 降维 CN 有限元外推算法的原因。这也是该方法

与现有的其他降维方法(例如，文献[8,9])的主要区别，

是对现有降维方法[8-29]的改进和创新。 

4. CN 有限元降阶外推算法稳定性和收敛 
性及算法实现

问题 IV 是

敛性。主要有

是，

算法

IV 不像

 

IV 的稳

4.1. CN 有限元降维外推算法稳定性和收敛性 

借助于经典有限元法的理论可以证明 CN 有限元

降维外推 问题 定性和收 下

面的结论(详细证明见附录)。 

定理 3 当  21H  f 时，问题 IV 存在唯一的

解  1, 2, ,n d
d U n N u  满足 

  22 21 1 2n i
d
 f

0 001 1

n n
i i

i i

k Ck
 

 u  (4.1) d d  u u

而且，当  hk O 和 2L O  N 时，有下面的误

计

差估

 

 1 2 nku

  

0 0

1 2

2 1 1 2

1

n
h d

l
m

j
j d

n k h C k 

 

   

 
    

 


u u u

   (4.2) 

n n
h d

CM

其中  1, 2, , Niuh hU i   M n   是问题 III 的解，

 0 1 n L   ，而    3
1M n h

3 和(2.11)得

n L L  

理 3 的条件下，当问题 II 的解

n N  。 

结合定 到下面的结论。 

在定

理

4 定理 u  

 21mH  ，问题 IV 的解  1,2,n d
d U n u  

面

, N 有下

的误差估计 

    

   

0 0

1 2

1 2 2 1

1

1

n
n n d

m
j

j d

t k t

C k C M n k h 

 



 
       

 


u u

 (4.3) 

1 2n
d

l

  u u
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   0 1, 2, ,M n n  其中 L ，而    3
M n h n L   

 1, 2, ,n L L N    。 

附注 2 定理 3的(4.1)表明问题 IV的解是稳定的。

3 和 4 的误差估计给出了选取 POD 基数目的指

导，即只要选取 POD 基数目 使得

定理

d 1 2
1

l

jj d
k 

 
  

4 2mk h 


2 即可。定理 3 和 的误差估计中的4

  31mh h n L  是由外推迭代产生的误差，它

们可以作为外推迭代过程中 POD 更新的指南，即当

 

2k

3
1h n L  或C ( C 是某个大 1 小

2, , N  )时，需要考虑更新 POD 基。 

4.2. CN 有限元降阶外推算法的实现 

降阶外 有限元格式问题 IV 可按下面

于 于 10 的定数，

求解 CN 推

的步骤实现。 

1,n L  L

步 1 对所需要的计算精度 ，确定最初用经典

CN 有限元格式问题 III 的时间步长 和空间网格尺寸

及

k

h 插值次数m使得  2 1mk h   ，用问题 III 求出

最初的 L 步的经典 CN 有限元解 

  1,2, ,h hU n L O N  ， 常取 20L  即可)； 

步 2 组成相关矩阵

n u 通

 ,i j L L
(其中 i  A W W W  

hu )，解特征值问题i Aw w 求出正特征值，并排列

为 1 2 l 0    

 T

1 2, , ,i i i
i La a a



i 

，对应的标准正交特征向量为

 1,2, , l  ； 

的数目 d 使得

w

步 3 确定 POD 基 1 2
1

l

jj d
k 

 
  

2 ，并求出 POD 基 

1

1
, 1,

L

2, ,j i
j i h

i

a j d
L 

 ψ u   

d ，解基于 POD

方法的 CN 求出

步 如果

j

步 4 令   span ; 1, 2, ,d
jU j ψ 

有限元降阶外推算法问题 IV

 n N 。 

n d
d Uu  

1, 2, , 

5  3
1h n L  (或 是某个大于 1

值解。

C

要求的数

小于

10 的定数时， 1, 2, ,n L L N    )，则 n d  

就是

d Uu

否则，即 1,2, ,n N 

如果

满足精度

 3
1 (或C 是某

, , N )需要更 POD

h n L 个大于 1小于 10的定数

时， 1, 2n L L   基，

 1,2, ,i L  ，重复步 2 至步 4。 

5. 数值

下面 CN 有限元解和基于

新  

这时令

实验 

给出 Burgers 经典 POD

CN 有限元降阶外推算

CN 有限元降阶外推算法的优越性。 

计算域取为

n i
i h W u

方法的 法解的数值实验，说明

基于 POD 方法的

   0,1 0,1   ，源函数 0f  ，Re   

1000, 4T  ，初始函数和边值函数取为相等，即

     , , , sin π cos π , cos π sin πx y t x y x y x y   。 

将计算域    0,1 0,1   剖分为100 100 个边长

0.01yx 

线将每个小

  小 同一方向

正方形剖分成为两个小三角形构成 h

正方形，然后在 角连结其对

  

，节点数目 410hN 2 0.01 的三角形剖分 h 。时间

步长 0.01k  。 有限元解 为最优

间取为分片一次插值。 

利用经典 CN 有限元格式问题 III 算出 4t

为了使

阶，有限元空

得 CN 的误差

 时

1 中。 

首先用经典CN有限元格式最初20时间步求出的

经典有限元解

的

解画在图

 1, 2, , 20n
h n L u  作为瞬像，取精度

为 2 410k   。按照 4.2 节的 5 个步骤求 PO 基，

经计算得到 

D

1 2
20

4 
 

这样只需取最

1 2

6

2 10j
j

k 


  
 



初的 5 个 POD 基张成子空间 。在求5U

4t  的 CN 有限元降维外推解过程中，当 2t  时更新

POD 基，最后算出的 时的降 画在图

2 中。 

但

CN 有 由度

了一次 4t  维解

比较图 1 和图 2 可看出，它们很相像。 是经典

限元格式在每个时间层有 20,000 个自 ，而

基于 POD 方法的 CN 有限元降维外推算法在每个

 n L 时间层仅有 10 个自由度，即经典 CN 有限元 
 

 

Figure 1. Classical CN finite element solution at t = 4 
图 1. 在 t = 4 处的经典 CN 有限元解 
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Figur

 

方法的计算量是 CN 有限元降维外推方法的 2000 倍，

基于POD方法的CN有限元降维外推算法效果要比经

典 CN 有限元格式好。因此利用 CN 有限元降维外推

算法计算 Burgers 方程的数值解可以极大地减少计算

量，从而会减少计算过程中截断误差的积累。这也说

明了基于POD方法的CN有限元降维外推算法在求解

Burgers 方程是可行有效的。 

图 3 是在 时的经典 CN 有限元解与 CN 有限

元降维外推取 POD 数目的解之间的误差。由此

可见，当 时，误差不超过 ，这与定理 3

的理 理

结果相吻合的。 

e 2. Reduced-order CN finite element solution at t = 4 
图 2. 在 t = 4 处的降维 CN 有限元解 

4t 

不同

5d  42 10

论结果相吻合， 进一步说明了数值这 结果是与

论

如果采用基于 POD 方法时间一阶精度降维有限

元格式[20]求 Burgers 方程的数值解，为了得到 42 10

的精度，时间步长取为 410 ，当计算 4t  的解时，要

计算 44 10 步，而用 CN 有限元降维外推格式只要计 
 

 

Figure 3. The absolute errors at t = 4 between the classic
ution and t

solutions with diffe  number of P asis. 
图 3. t 典 CN 有限元解与取不同 POD 基数目的降维 CN 有

限元解之间的误差 

al CN 
finite element sol he reduced-order CN finite element 

rent OD b
= 4 时经

算 400 步，计算步数减少 10 倍，从而能减少计算过

程中截断误差的积累。而且基于 POD 方法时间一阶

精度降维有限元格式 没有采用外推，相当于重复

计算经典有限元方法在相同时段的解。因此本文的方

法更有应用价值。 

6. 结论和讨论 

本文利用 POD 方法建立了二维非定常 Burgers方

程的 CN 有限元降阶降维外推算法、分析了经典的 CN

有

差估计建 新的准

实现

r

计算经典有限元方法在相同时段

本文是只是在很短的时段上用经典 CN 有限

解作为瞬像，构造 POD 基和建立

基于

傅德薰 流体力学数值 北京 出版社

ric model. Journal of the Atmospheric 
Sciences, 100-2114. 

[8] K. Kunisch, S. Volkwein. Galerkin proper orthogonal decompo-
sition methods for parabolic problems. Numerische Mathematik, 

in proper orthogonal decompo-

uo, J. Chen, Z. H. Xie, et al. A reduced second-order time 

0

]20[

限元解与 CN 有限元降维外推算法解的误差、用误

立了 POD 基数目选取和 POD 基更

则、给出了 CN 有限元降维外推算法 步骤。最后，

用数值实验说明 CN 有限元降维外推算法对于求解二

维非定常 Burgers 方程的数值解是有效和可靠的。 

虽然二维非定常 Bu gers 方程基于 POD 方法时间

一阶精度降维有限元格式[20]已经被建立，但是没有采

用外推，相当于重复

的解。而

元格式求出的样本

POD 方法的 CN 有限元降维外推算法，是具有二

阶时间精度的高精度降维算法，这相当于用已有的信

息去预测预报未来流体流动现象，这是具有实际应用

前景的方法，这也是对现有基于 POD 方法的降阶格

式[8-29]的改进和创新。 
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附录 

定理 3 证明。 

注意到，当1 时， n L 

 
1

,
d

n n
d h j j

j

P


   u u ψ ψ ud n
h ，这时存在唯一解，而且 

由(3.8)和(2.10)有 

 
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0 01
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0 01
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

u u u

u u

u u u

f

hu

N

      (7.1) 

当 时，类似于问题 III，用标准的有

限元法不难证明(3.13)的存在唯一解。在(3.13)中取

，并由(2.4)和 Hölder 不等式及 Cauchy

不等式有 

1L n  

1n n
d
  ud dv u

   
 
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   (7.2) 

即得 
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0 0 0

n n n n n
d d d dk Ck  21 2

1




    u u u u f  (7.3) 

对(7.3)两边从 1L  到 n 求和，并由(7.1)即得(4.1)。 

当1 n L  时，(3.9)和引理 2 有 
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    (7.4) 

当 1L n N   时，在问题 III 中去 ，并与

问题 IV 相减得到误差方程 
h dv v
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利用(7.5)可有 
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由 Hölder 不等式及 Cauchy 不等式有 
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当 1

0
2 hN  u 1时，由(2.4)和 Hölder 不等式及 Cauchy 不等式有 
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结合(7.6)~(7.9)可得到 
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注意到，由引理 2 和(2.11)有 
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注意到 L d L
d hPu u

1

，当 时，结合(7.10)和(7.11)，

并从 到 n 求和可得 
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即得 
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进一步，由三角不等式得到 
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再对(7.14)从 1L  到 n 求和可得 
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结合(7.4)和(7.15)即得(4.2)。定理 3 证毕。 
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