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Abstract 
In the existing literature, there were two different velocity potential functions being used in the 
different engineering disciplines for describing the motions of ideal fluid in the moving tanks. The 
resulting equations of motion were not identical. However, the two different velocity potentials 
were both called “velocity potential function” in the different engineering disciplines. It might re-
sult in a theoretical confusion in the interdisciplinary researches. This issue seemed not being cla-
rified in the existing literatures. This paper will respectively propose the “absolute velocity poten-
tial” and the “relative velocity potential” to establish the motion equations of fluid, and prove the 
equivalence of the two descriptions. For the earthquake engineering, the “absolute velocity poten-
tial” and “relative velocity potential” are respectively suitable for describing the motions of fluids 
subjected to velocity and acceleration (seismic) excitations. 
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摘  要 

不同的工程学科采用二种不同的速度势函数来描述运动容器中理想流体的晃动，所得到的运动方程不尽

相同，然而这二个速度势不加区分地都称为“速度势函数”，这会给跨学科的研究带来理论上的混乱，

这一问题在现有文献中似乎并未得到澄清。本文采用“相对速度势”与“绝对速度势”分别建立了运动

容器中液体的晃动方程，证明了二种速度势方程的等价性，对于地震工程而言，“绝对速度势”与“相

对速度势”分别适用于容器的地震激励为速度与加速度的情形。 
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1. 引言 

工程中存在许多贮液结构物，如：大型的液化气罐、水塔、渡槽、水库(水坝)、反应堆冷却水柜等，

在地震作用时，液体容器整体随大地一起作(加速)牵连运动，容器的运动成为液体晃动的激励源，从而引

发结构物内含液体的晃动，贮液结构设计需要了解液体晃动对结构的作用效应，需要研究作用在容器壁

上的液动压力、自由表面上的波高反应等，液体的强迫晃动分析是贮液结构设计中不能回避的问题。 
在研究容器内液体晃动时，通常将描述液体运动的坐标系固定在容器上，这样观测液体运动更为直

观、方便，这个牵连运动坐标系称为加速坐标系，或非惯性坐标系，运动容器内晃动的液体可假设为不

可压缩的、无旋的理想流体，因而液体的运动可采用速度势函数来描述[1]-[3]。由于众多的研究者所处的

工程学科不同，研究者通常按照二种不同的速度势函数来描述理想流体运动，一种采用绝对速度势函数，

另一种采用相对速度势函数，所得到的方程具有不同形式。然而不同学科的研究者将两个不同的速度势

函数不加区分地统称之为“速度势函数”，这容易引起理论上的混乱，使得跨学科的液体晃动问题研究

者迷惑不解，这一问题在现有文献中似未得到澄清。在地震工程领域，现有文献[4]-[7]通常直接给出液体

晃动控制方程，而一般并不说明控制方程是如何得到的，这不利于研究者(读者)对液体晃动问题的深刻理

解。本文将区分二种速度势函数，并分别采用相对速度势与绝对速度势函数详细给出理想液体的晃动方

程，并证明二种速度势描述的等价性，同时指出二种速度势适合应用的范围，为液体晃动动力学的研究

者提供参考。 

2. 相对速度势描述运动(牵连)坐标下的流体运动 

如图 1 所示，设静止不动的绝对坐标系为，固定在容器上的运动坐标系为，设坐标平面与液体静止

自由表面相重合，地震作用时，容器上的牵连坐标系随大地一起运动，与绝对坐标系为产生一个相对平

动，假定初始时牵连坐标与绝对坐标相重合，即：牵连坐标的三个坐标轴始终与绝对坐标对应的三个坐

标轴相平行，设运动坐标系原点在下所观测到的矢径为，在绝对坐标系下所观察到的牵连坐标系的平动

速度和加速度为，它们可以分别表示为： 
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Figure 1. Absolute coordinate system o'x'y'z' and relative coordinate system oxyz 
图 1. 绝对坐标系 o'x'y'z'与牵连(运动)坐标系 oxyz 
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式中： ( ) ( ),x yG t G t  与 ( )zG t 分别为牵连平动速度在 , ,x y z 方向上的三个分量； ( ) ( ),x yG t G t  与 ( )zG t 分别

为牵连平动加速度的三个分量， ,i j 与 k 为绝对坐标下的基向量，由于牵连坐标与绝对坐标的三个坐标轴

相互平行，因此牵连坐标 oxyz 下的基向量也可由 ,i j 与 k 表示。对于液体晃动的地震响应分析而言，

( ) ( ),x yG t G t  可分别看成 x、y 方向的水平加速度作用分量， ( )zG t 看成竖向(z 方向)加速度作用分量。在

牵连坐标系下的所观察到液体粒子的相对速度与加速度分别为 rv 及 ra ，于是液体粒子的绝对速度 v 与加

速度 a 可以分别表达为： 

o r

o r

= +
 = +

v v v
a a a

                                    (2) 

相对加速度 ra 可以由相对速度 rv 表示为： 

( )d
d

r r
r r rt t

∂
= = + ⋅∇

∂
v va v v                                 (3) 

那么绝对加速度可以表示为： ( )r
o r rt

∂
= + + ⋅∇

∂
va a v v ，于是牵连相对坐标系下的理想流体的 Euler

方程可以表示为： 

( ) ( )1 0r
o r rp gz

tρ
∂

∇ + + + ⋅∇ +∇ =
∂
va v v                             (4) 
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其中： p 为液体压力， ρ 为液体密度，g 为重力加速度， ( )gz∇ 表示由液体重力产生质量力。在牵连相

对坐标系下，不可压缩的理想流体的连续性方程依然成立[6]： 

0ryrx rz
r

vv v
x y z

∂∂ ∂
∇ = + + =

∂ ∂ ∂
v                                   (5) 

这里： rxv ， ryv 与 rzv 表示相对速度 rv 沿坐标 , ,x y z 的三个分量。牵连相对坐标系下的液体可看成无旋

流体(势流)，其相对速度可表达为： 

r r= ∇Φv                                         (6) 

这里 rΦ 为相对速度势函数， 
2 0r∇ Φ =                                         (7) 

这里 rΦ 为相对速度势函数，将(6)式代入(5)式，得： 

r r= ∇Φv                                         (6) 

将(6)式代入(5)式，得： 
2 0r∇ Φ =                                         (7) 

上式为相对速度势所表示的液体运动控制方程，在牵连相对坐标系下，将(6)式代入方程(4)，通过积

分得到 Bernoulli 方程为： 

( ) ( ) ( )
22 21 0

2
r r r r

x y z
p xG t yG t zG t gz

t x y zρ

  ∂Φ ∂Φ ∂Φ ∂Φ   + +  + +  + + + + =    ∂ ∂ ∂ ∂      

             (8) 

注意到，上面的推导过程中，应用了矢量分析公式： 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )2 2 21 1 1
2 2 2r r r r r r r r rx ry rzv v v⋅∇ = ∇ ⋅ − × ∇× = ∇ ⋅ = ∇ + +v v v v v v v v               (9) 

在液体与结构的湿交界面 wS∂ 上，有下列关系： 

w

r
n

S

v
n ∂

∂Φ
=

∂
                                 (10) 

其中： nv 表示在牵连相对坐标系下所观察到的弹性容器表面的法向速度。设在牵连相对坐标系 oxyz 下所

观察到的液面波高函数为 ( ), ,z h x y t= ，则液体自由表面的运动学边界条件可由相对速度势函数 rΦ 与波

高函数 h 表示如下： 

r r r

z h z h

h h h
z t x x y y= =

 ∂Φ ∂Φ ∂Φ∂ ∂ ∂
= + + ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ 

                          (11) 

根据 Bernoulli 方程(8)，设自由表面压力为零： 0z hp
=
= ，于是液体自由表面的动力学边界条件可以

写为： 

( ) ( ) ( )
22 21 0

2
r r r r

x y z
z h z h

xG t yG t hG t gh
t x y z=

=

  ∂Φ ∂Φ ∂Φ ∂Φ   +  + +  + + + + =    ∂ ∂ ∂ ∂      

            (12) 

以上方程(7)与方程(10)、(11)及(12)分别为相对速度势 rΦ 所表达的液体运动控制方程与完整的边界条

件。从这些运动方程可以看出，驱动液体晃动的外部激励仅在自由表面动力学边界条件(12)中反映，外部
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激励表现为容器的三向加速度 ( ) ( ),x yG t G t  与 ( )zG t ，由于地动加速度通常作为地震的激励源，因此采用

相对速度势的描述方法进行地震反应分析显得非常方便，在许多贮液容器的地震反应分析中，例如文献

[4]-[7]，一般均采用相对速度势的表述方法。 

3. 绝对速度势描述运动(牵连)坐标下的流体运动 

在运动坐标系 oxyz 下观测液体的绝对速度，则绝对速度可以表示为： ( ), , ,x y z t=v v ，其分量为

( ), , ,x xv v x y z t= 、 ( ), , ,y yv v x y z t= 及 ( ), , ,z zv v x y z t= ，液体的绝对加速度分量可以表达为[6]： 

( )d
d rt t

∂
= = + ⋅∇

∂
v va v v                                  (13) 

根据速度合成定理： 

r o= −v v v                                       (14) 

将(14)式代入方程(13)，绝对加速度可以表示为： ( )0
d
dt t

∂
 = = + − ⋅∇ ∂

v va v v v ，于是牵连相对坐标系

下理想流体的 Euler 方程可以表示为下列形式： 

( ) ( )1
op gz

tρ
∂

 ∇ + + − ⋅∇ +∇ = ∂
0v v v v                           (15) 

注意到牵连速度 ov 仅为时间 t 的函数，利用矢量分析公式： ( ) ( )1
2

⋅∇ = ∇ ⋅v v v v ，(15)式可进一步写

为： 

( ) ( )1 1
2 op gz

tρ
∂

∇ + + ∇ ⋅ − ⋅∇ +∇ =
∂

0v v v v v                         (16) 

液体绝对运动速度 ( ), , ,x y z t=v v 在牵连相对坐标系下可看成是无旋的，于是可采用绝对速度势函数

( ), , ,x y z tΦ = Φ 来表示绝对速度 v ，即： 
= ∇Φv                                        (17) 

在牵连相对坐标系下观察液体绝对速度 v ，液体的连续性方程依然成立[8]，即有： 

0yx zvv v
x y z

∂∂ ∂
∇ = + + =

∂ ∂ ∂
v                                 (18) 

将(17)式代入(18)式，得： 
2 0∇ Φ =                                        (19) 

上式为绝对速度势所表示的液体运动控制方程。将(17)式代入(16)式并进行积分，可得到 Bernoulli
方程为： 

( )21 0
2 o

p gz
tρ

∂Φ
+ + ∇Φ − ⋅∇Φ + =
∂

v                            (20) 

在牵连相对坐标系下，在液体与结构的湿交界面 wS∂ 上，有下列关系： 

w

o n
S

v
n ∂

∂Φ
= ⋅ +

∂
v n                                   (21) 

其中： n表示湿交界面的法向量， nv 表示在牵连相对坐标系下所观察到的弹性容器壁的法向速度，(21)
式表明液体在交界面上的法向绝对速度等于该方向上的牵连速度加上其相对速度。设牵连相对坐标系
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oxyz 下所观察到的液面波高函数为 ( ), ,z h x y t= ，则任一时刻的液体自由表面(曲面)可由下列方程表示： 

( ) ( ), , , , , 0F x y z t z h x y t= − =                               (22) 

根据微分学原理，液体表(曲)面上的单位法线向量 n由函数 ( ), , ,F x y z t 的梯度确定，即： 

F
F

∇
=
∇

n                                       (23) 

其中： 

22

1

F F F h hF
x y z x y

h hF
x y

∂ ∂ ∂ ∂ ∂∇ = + + = − − + ∂ ∂ ∂ ∂ ∂


 ∂ ∂ ∇ = + +   ∂ ∂   

i j k i j k

                        (24) 

在牵连坐标系里，观察到自由表面 fS∂ 上液体粒子的速度为 r o o= − = ∇Φ −v v v v ，同时由自由表面波

高函数 ( ), ,z h x y t= 计算得到的液体粒子的速度为 th t h∂ ∂ = ，这个速度指向坐标轴 z 的正向，它的方向

可由单位向量表达为 ( )T0,0,1z =n ，于是这个速度可以写为 t zh n ，描述同一点的两个速度值在曲面上的法

向投影(或分量)应相等，即： 

( )o z
h
t

∂ ∇Φ − ⋅ = ⋅ ∂ 
v n n n                                (25) 

将(23)式代入(25)式，得到由绝对速度势函数Φ 表述的自由表面运动学边界条件为： 

f

f

t
oS

S

h
F∂

∂

 
∇Φ ⋅ = ⋅ +  ∇ 

n v n                               (26) 

根据 Bernoulli 方程(20)，得绝对速度势函数Φ 表述的自由表面动力学边界条件为： 

( )21 0
2

f

o
S

p gh
tρ ∂

 ∂Φ
+ + ∇Φ − ⋅∇Φ + = ∂ 

v                          (27) 

方程(19)与方程(21)、(26)及(27)分别为绝对速度势Φ 所表达的液体运动控制方程与完整的边界条件。

由以上运动方程可以看出，驱动液体晃动的外部激励在边界条件(21)、(26)与(27)中反映，外部激励表现

为容器的牵连速度 ( ) ( ) ( )o x y zG t G t G t= + +  v i j k ，在航天与船舶工程中[1]-[3] [8]，一般都采用绝对速度

势Φ 的表述方法。对于地震工程而言，若已知地震动三个方向的速度分量 ( ) ( ) ( ), ,x y zG t G t G t   ，则采用绝

对速度势Φ 来描述液体晃动将更为方便。 

4. 二种速度势描述的等价性证明 

从绝对速度势所描述的液体运动方程出发，可以导出相对速度势所描述的液体运动方程，将绝对速

度势函数分解为牵连速度势 oΦ 与相对速度势 rΦ 之和： 

o rΦ = Φ +Φ                                      (28) 

液体的牵连速度 ov 与相对速度 rv 可分别由牵连速度势 oΦ 与相对速度势 rΦ 表达为： 

o o

r r

= ∇Φ
 = ∇Φ

v
v

                                    (29) 
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注意到牵连速度 ov 仅为时间 t 的函数，将(28)式代入(19)式，得： 

( ) ( )2 2 0o r o r r∇ Φ = ∇ ∇Φ +∇Φ = ∇ +∇Φ = ∇ Φ =v  

所以： 
2 0r∇ Φ =                                       (30) 

将(28)式代入(21)式，并利用条件
wo oSn

∂
∂Φ ∂ = ⋅v n ，得到湿边界条件为： 

w

r
n

S

v
n ∂

∂Φ
=

∂
                                     (31) 

将(28)式代入自由表面运动学条件(26)式，并利用(23)、(24)及(29) 式，得： 

f f

r r r

S S

h h h
z t x x y y∂ ∂

 ∂Φ ∂Φ ∂Φ∂ ∂ ∂  = + +  ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂   
                          (32) 

将 0 r= ∇Φ = ∇Φ +∇Φv 代入(16)式，并注意到 o o= ∇Φv 与坐标无关，展开得到： 

( ) ( )22 0
0

1 1 0
2 2

r
r

p gz
t tρ

∂Φ∂Φ     ∇ + + ∇Φ + +∇ −∇ ∇Φ =     ∂ ∂    
                 (33) 

其中： 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )00 0
0 0 x y zxG t yG t zG t

t t t
∂ ∇Φ∂Φ ∂   ∇ = = = = ∇ ⋅ = ∇ + +   ∂ ∂ ∂ 

  

v
a a r            (34) 

注意到 ( )2
0∇Φ 仅为时间 t 的函数，所以： ( )2

0
1 0
2
 ∇ ∇Φ =  

，于是(33)式可以重写为： 

( ) ( ) ( ) ( )21 0
2

r
r x y z

p xG t yG t zG t gz
tρ

∂Φ 
∇ + + ∇Φ + + + + = ∂ 

                    (35) 

于是 Bernoulli 方程为： 

( ) ( ) ( ) ( )21 0
2

r
r x y z

p xG t yG t zG t gz
tρ

∂Φ
+ + ∇Φ + + + + =

∂
                      (36) 

所以自由表面上动力学边界条件为： 

( ) ( ) ( )
22 21 0

2
r r r r

x y z
z h z h

xG t yG t hG t gh
t x y z=

=

  ∂Φ ∂Φ ∂Φ ∂Φ   +  + +  + + + + =    ∂ ∂ ∂ ∂      

           (37) 

由此可以看出描述液体运动的基本方程(30)、(31)、(32)与(37)分别与相对速度势所描述的液体运动方

程(7)、(10)、(11)与(12)完全相同，由此证明了二种描述方法的等价性。 

5. 结论 

本文采用相对速度势与绝对速度势函数分别建立了运动容器中液体的晃动方程，证明了二种速度势

方程的等价性，对于地震工程而言，当已知容器的激励速度时，宜采用绝对速度势描述液体的运动，当

已知容器的激励加速度时，宜采用相对速度势描述液体的运动。 
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