
International Journal of Fluid Dynamics 流体动力学, 2017, 5(1), 22-28 
Published Online March 2017 in Hans. http://www.hanspub.org/journal/ijfd 
https://doi.org/10.12677/ijfd.2017.51003    

文章引用: 闫铂, 王建朝, 闫广武. 一种用于 Poisson 方程的四阶差分型格子 Boltzmann 模型[J]. 流体动力学, 2017, 
5(1): 22-28. https://doi.org/10.12677/ijfd.2017.51003 

 
 

A Four-Order Difference Type Lattice 
Boltzmann Model for the Poisson Equation 

Bo Yan1, Jianchao Wang1, Guangwu Yan2 
1College of Civil Engineering, Jilin Jianzhu University, Changchun Jilin 
2College of Mathematics, Jilin University, Changchun Jilin 

 
 
Received: Mar. 3rd, 2017; accepted: Mar. 20th, 2017; published: Mar. 23rd, 2017 

 
 

 
Abstract 
A four-order difference type lattice Boltzmann model is employed to investigate the Poisson equa-
tion in this paper. By using the steady lattice Boltzmann equation and the multi-spatial scale ex-
pansion, the Poisson equation with four-order accuracy is obtained. Examples show that the nu-
merical results agree well with exact solutions. 
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摘  要 

本文给出了用于求解Poisson方程的四阶差分型格子Boltzmann模型，应用定常的格子Boltzmann方程

和空间多尺度展开，得到了截断误差是四阶精度的Poisson方程。数值例子表明，该模型在精度上较相
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应的二阶模型有所提高。 
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1. 引言 

Poisson 方程在流体力学中有着广泛的应用。例如，在具势流动的势函数求解和涡流系统的流函数求

解等问题中，Poisson 方程的求解直接影响流体力学量的精度。最近研究表明，格子 Boltzmann 方法(LBM)
可成功应用于求解反应扩散方程[1]、交叉扩散方程[2]、Ginzburg-Landau 方程[3]、波动方程[4]、Poisson
方程[5] [6]等。本文提出了一种用于 Poisson方程的有限差分格子Boltzmann模型(FDLBM)。与以前的LBM
模型不同[7] [8] [9] [10]，本文所构造的模型没有粒子速度，在迭代中只有粒子从一个位置到相邻位置的

位移。与其它调用矩阵公式和带有预处理的 LBM 不同，我们将有限差分格式引入到标准 LBM 方程中。

数值结果表明，该模型与解析解吻合的很好。 

2. 格子 Boltzmann 模型 

2.1. 迭代方程 

考虑一 ( )2D = 维空间，将其离散成网格，网格中心与相邻的 b 个格点通过格线相连。每个格点的粒

子可以分为 1b + 个部分，每一部分的状态只与本身和相邻粒子有关。定义从 x 位置到同一位置的位移为 0e ，

从 x 位置到其他相邻格点的位移为 

( ) ( )
0 0

2 1 π 2 1 π
cos sin ,   1, ,x y b

b bα

α α
α

− − 
= + = 
 

e  .                       (1) 

其中 1α =e ， 0 0,x y 分别为 x，y 方向的单位矢量。 

由于二维 Poisson 方程独立于时间，所以把 LBM 方程改写为 

( ) ( ) ( ) ( )1 eqf f f fα α α α αε
τ
 + − = − − x e x x x ,                           (2) 

其中 ( )fα x 为 x 位置粒子的分布函数， ( )eqfα x 为同一位置的平衡态分布函数，τ 为松弛因子，ε 为空间

步长的量级， αe 为α 方向的单位矢量。 

定义宏观量 

( ) ( ).u fα
α

= ∑x x                                        (3) 

此外，局部平衡态分布函数 ( )eqfα x 满足守恒条件 

( ) ( ).eqf uα
α

=∑ x x                                        (4) 
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认为模型中 ( )eqfα x 为迭代后的最终状态，而不是过渡状态。迭代过程从宏观量 u 的任意分布开始到

最终平衡状态结束，即 Poisson 方程的解。所以方程(2)写为 

( ) ( ) ( ) ( )1 .eqf f fα α α ατ ε τ= + + −x x e x                               (5) 

在方程(5)中，由于不含时间，所以迭代的表述与标准 LBM 方程不同。宏观量只用 ( )eqfα x ，即 x 位置及

其相邻位置的分布值计算。因为方程中没有 ( ), 1f tα α+ +x e 项用来迭代，所以不需要流动过程。 

将方程(5)中的 ( )fα αε+x e 写成五点差分格式，其精度为二阶精度。令 x 结点坐标为 ( ),i j ，四个相邻

结点坐标依次为 ( )1,i j+ ， ( ), 1i j + ， ( )1,i j− ， ( ), 1i j − 。带入五结点差分公式，得到二阶精度 Poisson
方程的 FDLBM 模型 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )2, 1 , 1, 1, , 1 , 1 , ,
4

eqf i j f i j f i j f i j f i j f i j i jα α α α α α α
ττ ε θ = − + − + + + − + + +          (6) 

其中 ( ),i jθ 定义为 ( ) ( ), ,i j g i jα
α
θ =∑ 。 

特别地，二阶精度 Laplace 方程的 FDLBM 模型表示为 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ), 1 , 1, 1, , 1 , 1 .
4

eqf i j f i j f i j f i j f i j f i jα α α α α α
ττ= − + − + + + − + +                (7) 

四阶精度的差分格式与九个结点有关，带入方程(5)，得出四阶精度 Poisson 方程的 FDLBM 模型 

( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( )
4

2 2

, 1 ,

                  4 1, 1, , 1 , 1
20

                             1, 1 1, 1 1, 1 1, 1

                             6 , , .
2

eqf i j f i j

f i j f i j f i j f i j

f i j f i j f i j f i j

i j i j

α α

α α α α

α α α α

α α

τ

τ

εε θ θ

= −


+ − + + + − + +   


+ − − + + − + − + + + +


+ + ∇ 



            (8) 

相应地，对于 Laplace 方程，(8)式可表示为 

( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( ){
( ) ( ) ( ) ( )}

, 1 ,

                  4 1, 1, , 1 , 1
20

                             1, 1 1, 1 1, 1 1, 1 .

eqf i j f i j

f i j f i j f i j f i j

f i j f i j f i j f i j

α α

α α α α

α α α α

τ
τ

= −

+ − + + + − + +  

+ − − + + − + − + + + +

            (9) 

2.2. 精度分析 

将(6)式两端对α 求和，得出关于 u 的方程 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )2, 1 , 1, 1, , 1 , 1 ,
4

equ i j u i j u i j u i j u i j u i j g i jττ ε = − + − + + + − + + +  ,         (10) 

其中， ( ),equ i j 表示 ( )1 ,nu i j+ 的结果， n 为迭代步数。在 ( ),i j 点附近进行 Taylor 展开，有 

( ) ( ) ( ) ( )
( )

( ) ( )
2 2

2 4 2
2 2

,

, 1 , 4 , ,
4

eq

i j

u i j u i j u i j u O g i j
x y

ττ ε ε ε
  ∂ ∂ = − + + + + + ∂ ∂   

.            (11) 

当 n →∞时， ( ),equ i j 等价于 ( ),u i j 。那么， 

( )

( ) ( )
2 2

2
2 2

,

,
i j

u g i j O
x y

ε
 ∂ ∂

+ + = ∂ ∂ 
.                              (12) 
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同样地，(8)式两端对α 求和，得出关于 u 的方程 

( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( )
4

2 2

, 1 ,

                 4 1, 1, , 1 , 1
20

                            1, 1 1, 1 1, 1 1, 1

                            6 , , .
2

equ i j u i j

u i j u i j u i j u i j

u i j u i j u i j u i j

g i j g i j

τ

τ

εε

= −


+ − + + + − + +   


+ − − + + − + − + + + +


+ + ∇ 



             (13) 

在 ( ),i j 点附近进行 Taylor 展开，得 

( ) ( )
( )

( )

( ) ( )
( )

( ) ( )

2 2
2

2 2
,

24 2 2 4
6 2 2

2 2 ,
,

, 20 , 6
20

         6 ,
2 2

 1 , .

eq

i j

i j
i j

u i j u i j u
x y

u O g i j g
x y

u i j

τ ε

ε εε ε

τ

  ∂ ∂= + + ∂ ∂  


 ∂ ∂ + + + + + ∇  ∂ ∂  
+ −

              (14) 

因为 2u g∇ = − ，所以 

( )

( ) ( )
2 2

2 2 6
2 2

,

6 6 ,
20

i j

u g i j O
x y

τ ε ε ε
  ∂ ∂ + + = ∂ ∂   

.                        (15) 

即 

( )

( ) ( )
2 2

4
2 2

,

,
i j

u g i j O
x y

ε
 ∂ ∂

+ + = ∂ ∂ 
.                             (16) 

方程(12)和(16)分别为二阶和四阶精度的修正 Poisson 方程。 

3. 数值算例 

下面应用本文所提出的 FDLBM 模型求解 Laplace 方程和 Poisson 方程。 
例 1：考虑一个二维 Laplace 方程 

2 0,  0 1,  0 1u x y∇ = < < < < .                                 (17) 

其 Dirichlet 边界条件为 ( ), 0 0u x = ， ( ),1 sin πu x x= ， ( )0, 0u y = ， ( )1, 0u y = 。方程的解析解为 

( ) sin π sinh π, .
sinh π
x yu x y =                                    (18) 

本文使用了二阶和四阶模型计算例 1。其模拟结果与解析解的比较如图 1 所示。其它参数为：格子数

100 100× ， 0.01x∆ = ， 0.99τ = 。计算域内宏观量 ( ),u x y 的初值为 0，边界条件为上述的 Dirichlet 边界条件。

在模拟过程中，边界上函数的分布等于平衡态分布，由宏观量 ( ),u x y 给出。把 ( ),u x y 的新旧值之差设置为

结束迭代的条件，当最大差值小于 61 10−× 时，迭代结束。然后， ( ),u x y 的值即为 Laplace 方程的数值模拟结

果。图 1(a)和图 1(b)分别给出了 1 10360N = 和 2 8937N = 时的模拟结果，其中 1N 和 2N 分别为五结点和九结

点 FDLBM 模型的迭代步数；图 1(c)为解析解。从图中可以看出数值模拟结果与解析解有很好的一致性。 
为了进一步比较，图 2 给出了 0.3x = 处的解析解和数值解曲线以及两个 FDLBM 模型的绝对误差曲 
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(a)                                  (b)                                 (c) 

Figure 1. Comparison between the numerical results and the exact solution of Laplace equation: (a) 5-bit FDLBM mod-
el; (b) 9-bit FDLBM model; (c) Exact solution 
图 1. Laplace 方程的数值解与解析解的比较：(a) 五结点 FDLBM 模型；(b) 九结点 FDLBM 模型；(c) 解析解 

 

 
(a)                                  (b) 

Figure 2. (a) Comparison between numerical results and analytical solution at x = 0.3; 
(b) The absolute errors of the two FDLBM models for Laplace equation at x = 0.3 
图 2. (a) Laplace 方程数值解和解析解在 x = 0.3 处的比较；(b) Laplace 方

程两个 FDLBM 模型数值解在 x = 0.3 的绝对误差曲线 
 

线。绝对误差
N EErr u u= − ，其中 Nu 为数值解， Eu 为解析解。从图 2(a)中可以看出，FDLBM 模型与

解析解吻合的很好；图 2(b)表明，九结点模型比五结点模型误差小，两个模型的误差都是可接受的。此

外，表 1 给出了不同位置的解析解和数值解以及绝对误差。从表中可以看出，FDLBM 模型的误差是令

人满意的。 
例 2：考虑下列齐次 Helmholtz 方程[5] [11] 

2 2 .u uλ∇ =                                          (19) 

计算域为 ( ) [ ] [ ], 0,1 0,1x y ∈ × 。边界条件与解析解相同，即 

( ) ( )sinh 1
0,

sinh
y

u y
µ

µ
−

= ， ( ) ( )sinh 1
1,

sinh
y

u y
µ

µ
−

= − ； 

( ), 0 cos πu x x= ， ( ),1 0u x = 。 

在本文中， 2 2πµ λ= + ， 2λ = 。该方程的解析解为 

( ) ( )sinh 1
, cos π .

sinh
y

u x y x
µ

µ
−

=                                  (20) 

图 3(a)、图 3(b)和图 3(c)分别给出了五结点模型、九结点模型和解析解的计算结果，其中五结点模型

和九结点模型的迭代步数分别为 1 4321N = 和 2 3719N = 。除边界外，迭代的初值条件为 ( ), 0u x y = 。程
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序终止的条件与例 1 相同。从图中可以发现，FDLBM 模型的模拟结果与解析解吻合的很好。 
此外，图 4 和表 2 给出了 FDLBM 模型的计算结果与解析解的比较。格子数为100 100× ，松弛因子

0.99τ = 。可以看出，两个模型的绝对误差都小于 47.1 10−× ，FDLBM 模拟结果与解析解有较好的一致性。

图 4 和表 2 表明，我们的模型可以用来模拟 Poisson 方程。 
在两个数值例子中，松弛因子τ 都等于 0.99。在模拟过程中，我们发现 [ ]0,1τ ∈ ；并且随着τ 的增

大，数值结果更精确。 
 
Table 1. The comparison between exact solution and LBM results and the absolute errors of the two models at x = 0.3 for 
Laplace equation 
表 1. Laplace 方程 x = 0.3 处的解析解和 LBM 结果的比较以及两个模型的绝对误差 

y 解析解 五结点模型 九结点模型 Err(五结点模型) Err(九结点模型) 

0.2 4.696902E-02 4.601930E-02 4.616745E-02 9.497181E-04 8.015707E-04 

0.4 1.130988E-01 1.115642E-01 1.118012E-01 1.534604E-03 1.297601E-03 

0.6 2.253665E-01 2.238407E-01 2.240709E-01 1.525804E-03 1.295596E-03 

0.8 4.295711E-01 4.286378E-01 4.287722E-01 9.332895E-04 7.988811E-04 

 

 
(a)                                  (b)                                 (c) 

Figure 3. Comparison between the numerical results and the exact solution of Poisson equation: (a) 5-bit FDLBM mod-
el; (b) 9-bit FDLBM model; (c) Exact solution 
图 3. Poisson 方程的数值解与解析解的比较：(a) 五结点 FDLBM 模型；(b) 九结点 FDLBM 模型；(c) 解析解 

 

 
(a)                                  (b) 

Figure 4. (a) Comparison between numerical results and analytical solution at x = 0.3; 
(b) The absolute errors of the two FDLBM models for Laplace equation at x = 0.3 
图 4. (a) Laplace 方程数值解和解析解在 x = 0.3 处的比较；(b) Laplace 方

程两个 FDLBM 模型数值解在 x = 0.3 的绝对误差曲线 
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Table 2. The comparison between exact solution and LBM results and the absolute errors of the two models at x = 0.3 for 
Poisson equation 
表 2. Poisson 方程 x = 0.3 处的解析解和 LBM 结果的比较以及两个模型的绝对误差 

y 解析解 五结点模型 九结点模型 Err(五结点模型) Err(九结点模型) 

0.2 2.785282E-01 2.780996E-01 2.781648E-01 4.286170E-04 3.634095E-04 

0.4 1.310715E-01 1.303903E-01 1.305002E-01 6.811917E-04 5.712956E-04 

0.6 5.975582E-02 5.910169E-02 5.920795E-02 6.541312E-04 5.478710E-04 

0.8 2.315299E-02 2.276313E-02 2.282591E-02 3.898609E-04 3.270805E-04 

4. 结论 

与以前的格子 Boltzmann 模型相比，本文提出的模型优势是可以直接模拟定常问题，不需要采用时

间相关法。由于采用不含时间的格子 Boltzmann 方程，使得算法清晰，程序代码简单。 
我们发现，松弛因子被限定在 [ ]0,1 区间内，这是由于迭代过程是松弛迭代，而不是超松弛迭代。与

经典格子 Boltzmann 模型不同，本算法松弛因子在 [ ]0,1 区间是稳定的，而在 [ ]1,2 区间不稳定。随着τ 的

增大，收敛被加速，数值结果变得精确。 
从计算结果中发现，九结点模型比五结点模型误差小，这是因为九结点模型包含了更多相邻结点的

信息，使得九结点模型是四阶精度而五结点模型是二阶精度。 
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