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Abstract 
For several typical local problems, the differential quadrature method is often difficult to get a 
better computational efficiency and accuracy. The modified models of the differential quadrature 
method were discussed to improve the quality of solutions of the differential quadrature method, 
such as, adjustment of the node distribution, adaptation of the wavelet interpolation and combi-
nation with a potential energy principle, and so on. The results show that the numerical conver-
gence and accuracy of the solutions are ameliorated when differential quadrature method is em-
ployed to deal with local problems. 
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摘  要 

对于若干典型局域特殊性的问题，微分求积法往往难于得到较好的计算效率和准确度。为了改善微分求

积法的求解质量，本文讨论了微分求积法的应用模式，如改进节点分布、采用小波插值以及与势能原理

相结合等等。结果表明，经过上述改进，微分求积法的计算收敛性和准确性得到了良好的改善，有助于

解决微分求积法在处理局域问题时难收敛、结果不够准确等问题。 
 
关键词 

微分求积法，局域问题，势能原理 

 
 

1. 引言 

微分求积法(differential quadrature method，简称 DQM)最初由 Richard Bellman 等学者[1]提出，用于

求解线性微分方程(组)的一种数值方法。该方法属于强离散形式的数值计算方法，计算逻辑简明，由于是

全域高阶插值，所需节点数较少，计算效率较高。因此 DQM 在工程科学中得到广泛发展与应用。 
微分求积法应用于求解全域连续性问题时高效准确，但实际中常常出现具有局域特殊性的问题，包

括物理局域性(如集中或局域载荷等)和几何局域性(圆弧过度部位或不同材料界面等)问题。DQM 和一般

的数值计算方法相似，对于这类局域问题往往难于得到较好的计算效率和准确度。 
一般来说，将全域划分为若干部分的单元化方式是处理局域问题行之有效的数值计算模式。这种方

式虽然同样适用于微分求积法，但却明显的降低了后者高阶插值的计算效率。因此，本文基于作者对局

域问题的研究[2]，提出了若干应用 DQM 处理局域问题的模式，进一步改善了 DQM 的应用性，丰富了

DQM 的应用模式。 

2. 原理简介 

2.1. 微分求积法 

微分求积法的基本原理如下：若函数 ( )f x 在区间[a,b]上连续可微，则其在给定节点处的导数值可以

表示为全域节点上的函数值的加权和。以光滑的一维函数 ( )f x 为例，函数的高阶导数可表示为 

( ) ( ) ( ) ( )
1

, 1, 2, ,
N

k k
ij j

j
if A f x i j Nx

=

= =∑                              (1) 

式中， ix 和 jx 为域内节点， ( )k
ijA 为 k 阶导数的加权系数。 

若基函数采用拉格朗日插值多项式，则一阶导数的权系数表达式如下： 
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= ≠

= −∏ 。已知一阶权系数，各高阶权系数 ( )k
ijA 可由下式推出： 
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综上所述，利用微分求积法可将函数各阶导数用域内各节点函数值的加权和表示，进而将描述物理

问题的偏微分方程转化为以节点函数值为未知数的代数方程(组)求解。 

2.2. 针对局域问题的改进型微分求积法——节点分布调节 

由于微分求积法广泛采用拉格朗日插值函数，其阶次随节点数增多而升高，当节点数较多时计算稳

定性降低乃至发散。另一方面，大量研究表明余弦节点分布因为更符合工程问题的物理性质，有助于求

解的收敛和准确。因此，DQM 有别于有限元法，增多节点数不一定是必要的，而调节节点分布使其符合

具体问题的具体特征，才是节点分布合理性的关键。合理的节点分布有助于改善 DQM 求解局域问题时

的收敛性和计算精度。 
工程梁的局域问题(如多跨梁、弹簧约束等)并不罕见，在局部区域梁的变形(相比于其它部分)具有特

殊性。基于文献[2]的研究，即以节点余弦分布为基础，靠近局部特殊区域的节点分布较密集，远离局部

特殊区域的节点分布较稀疏，使节点有效分布更好的反映问题的局域特性[3]。依据上述原则，本节将梁

分为两个大小不同的域，每个域的节点数相同，从而实现对局域节点分布的调整。 
如图 1 所示，两端简支梁承受均布载荷 q = 3 kN/m，材料弹性模量 E = 100 GPa，泊松比 0.3µ = ，梁

长 l = 1 m，梁横截面高 b = 0.02 m，坐标轴 x 以梁的左端为原点，梁右端受弹簧约束，单位弹性约束刚度
20.6666 103 N mk = × ⋅ ，表 1 表示简支梁右端承受的不同弹簧约束刚度。 

图 2 表示在不同弹簧约束刚度的情况下，随着节点数增多，利用调节节点分布的微分求积法计算梁

最大挠度值的收敛过程以及与有限元值的对比。图中“0.575−0.425”表示梁非弹簧约束端区域长为 0.575 
m，弹簧约束端区域长 0.425 m，其他类似。根据结果可以发现，除“0.6−0.4”情况之外，对于其他各种

节点分布模式，改进的微分求积法计算得到的最大挠度值随着节点数的增加均表现出较好的收敛性。 

2.3. 结合势能原理的微分求积法 

为改善微分求积法处理局域问题所存在的一些缺陷，和势能原理相结合是一种显见的途径。这种结

合依然在很大程度上保持了前者计算逻辑的简明，而嵌入势能原理后，原始问题本身所存在的物理/几何

的局域性在一定程度上被“磨平”，其控制方程的微分阶次也降低了一阶，对数值计算也是有利的一面。

因此，势能原理与微分求积法结合，有助于改善传统 DQM 的计算稳定性，扩大其应用范围以及提高计

算准确性。 
下面，以经典梁为例介绍 DQM 和势能原理结合的具体作法。 
一般梁的总势能泛函[4]可表示为： 

221 1

20 0

1 d d
2

wEI x qw x
x

 ∂
∏ = − ∂ 

∫ ∫                                (4) 

其中，EI 为弯曲刚度，q 为横向分布载荷密度。根据 DQM 原理[5]，可将总势能泛函离散成如下表达形式： 
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式中， iC 为[0,L]区间的高斯积分系数。最小势能原理可以表达为： 
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Figure 1. Simply supported beam with spring 
restraint on right 
图 1. 简支梁右端弹簧约束 

 

 

 
Figure 2. Curve: maximum deflection of beam 
图 2. 梁最大挠度收敛情况 

 
Table 1. The spring’s stiffness value (unit: N∙m2) 
表 1. 弹簧刚度大小(单位：N∙m2) 

 CASE1 CASE2 CASE3 CASE4 

弹簧刚度 k 3*k 6*k 10*k 

 

进一步将边界条件利用方程替代法加到式(6)中，求解此线性方程组，可得问题解答。 

2.3.1. 势能原理框架下的小波微分求积法 
常规的微分求积法采用拉格朗日插值，由于全域插值，节点数增多插值阶次也随之增高，不利于数值计

算的稳定和效率；不仅如此，即便是高阶的拉格朗日插值，对解决局域问题也难说是有力的方式。因此，本

文采用具有良好局域近似特性的高斯小波尺度函数做为 DQM 的插值方式，并结合势能原理进行数值计算。 
以图 3 所示简支梁为例，梁长 l = 1 m，梁横截面高 b = 0.02 m，梁由三段均质材料组成，各段材料
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弹性模量分别为 1 100 GpaE = ， 2 150 GpaE = ， 3 200 GpaE = ，泊松比 0.3µ = ，q = 3 kN/m，坐标轴 x 以

梁的左端为原点。 
图 4 表示将势能原理与小波−DQM 结合后，计算的变弹性模量梁的最大挠度收敛情况以及与有限元

结果的对比。图 4 表明本文所采用的方法收敛较快，并且与有限元结果十分接近。有限元处理此类问题

时通常要建立三种不同的单元，需要考虑内部连续条件，但利用 DQM 求解此类问题并不需要。 

2.3.2. 非贯穿线载荷作用下的对边简–固支撑板 
如图 5 所示，工程板一对边简支、另一对边固支，材料弹性模量 E = 100 GPa，泊松比 0.3µ = ，板

厚度 h = 0.005 m，板长 a = 1 m，宽 b = 1 m，线载荷 q = 396.8 N/m。表 2 列举了工程板的边界条件和载

荷作用位置的不同情况，其中，边界条件“x”表示固支位置选取在 x = 0 与 x = 1 的位置，“y”亦类似。

线载荷位置标识参看图 5。 
计算结果如图 6 所示，图中红线表示采用拉格朗日插值的微分求积法所得到的数值计算收敛情况；

蓝线表示选取高斯小波尺度函数作为微分求积法的插值函数并结合势能原理计算得到的结果。通过观察

发现在收敛速度与准确性上，选取高斯小波尺度函数作为插值函数并结合势能原理的微分求积法取得了

较好的计算效果。 

3. 与势能原理相结合的微分求积法求解压电智能梁问题的应用 

压电材料作为一种智能材料应用较为广泛，将压电材料膜片粘附在结构表面或者嵌入结构内部，利

用材料正、逆压电效应作为感应器和驱动器，与外界控制电路一起来贯彻变形与实施变形控制，是压电

材料应用的主要形式。 

3.1. 压电材料及其本构关系简介 

压电材料受到外力作用会发生变形，即压电材料的力学行为，还会在压电材料表面产生电荷形成电 
 

 
Figure 3. Schematic diagram of variable elastic modulus beam 
图 3. 变弹性模量梁示意图 

 

 
Figure 4. Curve: maximum deflection of beam 
图 4. 梁最大挠度收敛情况 
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Table 2. The boundary condition and the location of non-through linear load 
表 2. 边界条件及线载荷作用位置 

CASE 1 2 3 4 

边界条件 y y y x 

x0 (m) 0.5 0.5 0.375 0.5 

y1 (m) 0 0.125 0.125 0 

y2 (m) 1 0.875 0.875 1 
 

 
Figure 5. Plate of non-through liner load 
图 5. 非贯穿线载荷作用板 

 

位移，即压电材料的电学行为；压电材料在外加电场中也会发生机械变形，进而产生电应变。综合压电

材料的力学行为和电学行为即可得到压电材料本构关系表达式。 

3.1.1. 压电材料的正压电效应 

m mj j mn nD d Eσσ ε= +                                     (7) 

式中，D 是压电材料的电位移； mjd 是压电应变常数，第一个下标表示所产生的电位移方向，第二个下标

表示所受应力的方向； mn
σε 是介电常数，单位为 N/m，第一个下标表示电位移的方向，第二个下标表示电

场强度的方向，上标σ 表示材料应力为常数时的介电常数。式(7)表明压电材料的电位移由施加给压电材

料的应力与电场强度两部分的影响组成，反映的是压电材料将机械能转换为电能的关系。 

3.1.2. 压电材料的逆压电效应 
E

i ij j ni ns d Eε σ= +                                       (8) 

式中，E 为外加电场； E
ijs 称为柔度系数，单位为 N/m2，第一个下标表示压材料产生应变的方向，第二个

下标表示所受应力的方向，其上标 E 表示外加电场为常数时的柔度系数； mjd 也称为压电应变常数，但

含义有所不同：第一个下标表示外加电场的方向，第二个下标表示由其产生的应变的方向。式(8)表明压

电材料的应变是由其所受到的应力产生的应变和施加给压电材料的电场导致其产生的应变之和，反映了

压电材料将电能转换为机械能的关系。 



刘曦 等 
 

 
135 

 
Figure 6. Curve: maximum deflection of plate 
图 6. 板最大挠度收敛情况 

3.1.3. 极化处理后的压电材料 
实际使用的压电材料在生产过程中必须对其进行极化处理才会具有压电特性。极化方向为 x 轴(参见

图 7)的压电材料极化处理后，其压电应力常数矩阵中的元素除 12 13d d= ， 24 35d d= 以及 11d 三个独立的压

电应力常数外，其他常数均为 0；介电常数也只剩下 22 33ε ε= 和 11ε 两个独立的介电常数，其它分量均为 0。 
尽管压电材料的压电应变关系是三维的，压电常数很多，但通常情况下只是使用其中一个方向上的

压电应变关系。本文使用的压电材料，其长度方向为其极化方向，左右表面分别为其正负电极，利用压

电材料的逆压电效应，即向压电材料输入电压后产生力的作用，假设不计压电作动元件的应力效应，简

化了的逆压电方程为： 

11 1
p
x d Eε =                                         (9) 

则压电智能梁弯曲问题的力电耦合本构方程(9)用矩阵表达如下 

11

13

35

0 0
0 0

0 0

x x

z y

xz z

Ed
d E

d E

ε
ε
γ

    
    =     

        

                                (10) 

3.2. 弯曲作用下的压电智能梁 

考虑两端简支压电智能梁[6]，坐标轴 x 以梁的左端为原点，如图 7 所示，承受均布载荷 q = 1 kN/m，

梁长 l = 1 m，高 0.02 mbt = ，宽 b = 0.01 m，梁的材料弹性模量为 E = 100 GPa，泊松比 0.3µ = ；其上表

面粘贴作为作动器的矩形压电片，厚为 0.005 mpt = ，长为 pl (参见表 3)，厚度均匀且压电片与梁等宽度； 
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Table 3. Number of nodes of simply supported beam and the location of piezoelectric patch 
表 3. 两端简支压电智能梁的结点个数及压电片位置 

CASE x1(m) x2(m) wmax FEM 相对误差 

1 0.400 0.600 0.0154 0.0155 −0.645% 

2 0.350 0.650 0.0157 0.0157 0% 

3 0.300 0.700 0.0160 0.0159 0.629% 

4 0.250 0.750 0.0162 0.0162 0% 

 

 
Figure 7. Piezoelectric smart beam of uniform load 
图 7. 均布载荷压电智能梁 

 
压电片与梁粘贴良好，忽略其对梁弯曲的影响，并假设压电片轴向应力随厚度不变，即对梁的作用可以

等效为在梁上下表面处的一对平衡力偶。 
在输入电压作用下，根据逆压电效应，压电驱动器的输入电场强度、等效应力、端点等效力矩分别

为： 

1
p

UE
l

=                                         (11) 

p
x p xEσ ε=                                        (12) 

( )
2

b p p
p x

t t
M x bt σ

+
=                                    (13) 

结合式(11)~(13)可得影响梁弯曲挠度的等效力矩表达式为： 

( ) 11

2
b p

p p a
p

t t d UM x bt E K U
l

 +
= =  

 
                       (14) 

式中，U 为输入电压；Ka 为压电耦合系数，表达式为： 

112
b p

a p p
p

t t
K bt E d

l
+

=                                  (15) 

3.3. 压电梁具体实例计算结果与 ABAQUS 仿真分析 

本文采用的压电材料为 PZT-4(锆钛酸铅固溶体),其材料参数为： 

( ) ( )4 2
11 12 13 44 66 11 1212.6 7.78 11.5 2.56 0.5 10  N mC C C C C C C −= = = = = − × ⋅， ， ， ， ； 

( )2
24 11 1212.7 15.1 5.2 C me e e −= = = − ⋅， ， ； 

( )12 1 1
11 0 22 0 0635 730 8.85419 10 C V mλ ε λ ε ε − − −= × = × = × ⋅， ， ； 

压电片位置 1x 和 2x 情况及计算结果如表 3 所示。 
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压电作动器在输入电压的作用下对梁产生的力矩可由式(14)求得，由结合变分原理的微分求积法，可

求得压电智能梁在均布载荷下的挠度，计算结果与有限元结果对比，准确性较好。上述方式进一步拓展

了 DQM 的应用范围。 

4. 结论 

本文针对工程问题中的一些局域问题，在应用微分求积法时，结合了具体的节点分布改进方式、插

值方式以及势能原理的计算模式，改进后的 DQM 不仅能够保证计算结果的收敛性与精确性，还能够降

低 DQM 的插值阶次，对于改进 DQM 具有重要的意义，也有助于提高 DQM 的计算效率，拓展了微分求

积法在具有局域特殊性问题上的适用性。 
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