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Abstract 
Based on the Sun-Jupiter-Trojans-Greeks-Spacecraft System, the authors of this paper established 
a dynamical equation of the spacecraft, studied the prohibited area of the spacecraft on different 
Jacobi constants with Matlab software and designed a transfer orbit from Jupiter to Trojans. 
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摘  要  

基于太阳-木星-特洛伊小行星群-希腊小行星群-航天器系统，建立了航天器的动力学方程，结合Matlab软
件研究了在不同的Jacobi常数下航天器的禁飞区域，并设计了一条从木星飞往特洛伊小行星的转移轨道。 
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1. 引言 

在深空探测的三体问题中，假设其中一个天体质量相对于另外两个天体的质量可以忽略不计，这样

的三体问题称为限制性三体问题。如果三体中的两个有限质量体以一定角速度绕其公共质心做匀速圆周

运动，这样的三体问题称为圆型限制性三体问题[1] [2]。如果在系统中再加入两个天体就称为限制型五体

问题。这类系统在宇宙中也是实际存在的，比如太阳-木星-特洛伊小行星群-希腊小行星群-航天器(本文将

两个小行星群近似看作两个整体)。特洛伊小行星群是极早期太阳系中形成外侧大行星留下的原始遗迹，

这些小天体包含了有关于太阳系历史的关键信息。对于它们的研究有望革新我们对于自身起源的认识。 
本文主要研究太阳-木星-特洛伊小行星群-希腊小行星群-航天器这一特殊系统，结合当前航天工程研

究热点，探讨航天器在系统下的能量曲面结构和 Jacobi 常数的关系，寻找航天器的飞行区域和禁飞区域

的临界位置。此外，运用Matlab软件数值模拟出一条航天器介于木星和特洛伊小行星群之间的转移轨道。

该轨道能够有效的减少航天器消耗的燃料量。由于特洛伊小行星群及希腊小行星群位于拉格朗日特解所

确定的区域，本项目对于研究三角平动点附近运动的周期轨道的存在性和稳定性问题[3]，不仅有着较高

的理论价值，还具有一定的实用意义。 

2. 限制性五体系统建模及分析 

考虑太阳-木星-特洛伊小行星群-希腊小行星群系统(如图 1)。 
航天器 P 的质量相对于太阳，木星，特洛伊小行星群和希腊小行星群来说可忽略不计，所以不考虑

航天器对他们的吸引。此外，我们将特洛伊小行星群和希腊小行星群均视为一个整体来进行分析。在两

个常用的坐标系中，即质心惯性坐标系OXYZ 和质心转动坐标系 oxyz 。质心惯性系统OXYZ 是由航天器

P,太阳 S，木星 J，特洛伊小行星群 T，希腊小行星群 G 组成的系统(如图 2)。原点O 是系统的质心。其

中 -X Y 平面是太阳-木星-特洛伊小行星群-希腊小行星群的轨道平面，S、J、T 和 G 绕它们的公共质心做

圆周运动，航天器 P 只受到 S、J、T 和 G 的引力作用。X 轴由 S 指向 J，Y 轴与之垂直并满足右手坐标系

(默认 Z 垂直于轨道平面 -X Y )。P、S、J、T 和 G 的质量分别为 m、 Sm 、 Jm 、 Tm 和 Gm ，且 T Sm m ，

Jm ， Tm ， Gm 。 
为了便于研究，无量纲长度单位取 1S J G TP P P P+ = ，其中 , , ,S J G TP P P P 分别为太阳，木星，希腊小行

星群，特洛伊小行星群的位置坐标。图 2 中的θ 表示 SP 和 JP 的连线绕其质心所转过的角度。系统的质量

比率 ( )T G S J Tm m m m mµ = + + + 。质心转动坐标系的原点 o 和质心惯性坐标系的原点O 重合，其坐标轴

x 和 y 以单位角速度绕其质心做逆时针转动(相对于惯性坐标系的 X 轴和Y 轴)，不妨假设两个坐标系在

时间 0t = 时重合，则有 tθ = 。由图 2 所示，在 oxyz 中，S、J、T 和 G 保持静止，坐标分别为： ( ), 0, 0SP µ= − ，

( )( )3 1 2 ,0,0JP µ= − − ， ( ) ( )( )3 1 4 , 3 3 4,0TP µ= − − − ， ( ) ( )( )3 1 4 , 3 3 4,0GP µ= − − + ，第五

体 P 的坐标记为 ( ), ,x y z ,则有[4] 
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Figure 1. The location of the Sun-Jupiter-Trojans-Greeks system 
图 1. 太阳-木星-特洛伊小行星群-希腊小行星群位置图 

 

 
Figure 2. Rotation and inertial coordinate system 
图 2. 转动及惯性坐标系 
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由欧拉-拉格朗日方程 
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其中函数 L 是总动能和总位能之差，称为运动位能(或拉格朗日函数)， iq 和 iq ( 1, 2,3i = )分别为广义坐标

和广义速度，可得 P 的运动方程为 
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其中广义势能为 

( ) ( )2 21 3 1 3 3 3 3, ,
2 2 4 4S J G T

x y z x y
r r r r
µ µ− − − −

Ω = + + + + + ， 

( )
1 22 2 2

Sr x y zµ = + + +  , 

1 22

2 23 1
2Jr x y zµ

  − = − + + +     
, 

1 22 2

23 1 3 3
4 4 4Gr x y zµ

    − = − + + − + +           
, 

1 22 2

23 1 3 3
4 4 4Tr x y zµ

    − = − + + + − +           
 

其中 Sr , Jr , Gr , Tr 分别是 P 到 S、J、G、T 的距离。 

3. 系统的零速度曲面的研究 

对系统(4)积分得到其运动状态流形为 

( )2 2 , ,v x y z C= Ω −                                       (5) 

其中 2 2 2 2v x y z= + +   为航天器的速度，C 为 Jacobi 常数。 

航天器的运动被限制在此流形上，而运动的允许区域和禁飞区域分别由 2 0v ≥ 和 2 0v < 决定的，所以

当质量无限小的航天器的速度 0v = 时，方程(5)在 -x y 平面上表现为一系列的曲线，即为零速度曲线，曲

线的结构随着 Jacobi 常数的变化而变化，根据文献 [5] 1.989e 30 kgSm = + , 1.9e 27 kgJm = + ,

5.965e 24 kgGm = + ， 5.965e 20 kgTm = + ,则系统的质量比率 3e 10µ = − 。 

在二维平面中， 10C = 时，如图 3 所示，上方的环是希腊小行星群所在区域，下方的环是特洛伊小行星

群所在区域，最右方的环是木星所在区域。此时三者呈相离状态，说明此时航天器仅能绕希腊小行星群，特

洛伊小行星群或者木星飞行，却不能在三者之间穿梭飞行。此外，在三个环之外实际上还有一个大环(参见图

9)，为了便于观察，图 3 至图 8 只显示了部分图像，这表示航天器仅能在大环包围的区域内活动，下同。 
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Figure 3. The zero velocity curve of the spacecraft C = 10 
图 3. 航天器的零速度曲线 C = 10 

 

 
Figure 4. The zero velocity curve of the spacecraft C = 8.8576 
图 4. 航天器的零速度曲线 C = 8.8576 

 

 
Figure 5. The zero velocity curve of the spacecraft C = 8.8 
图 5. 航天器的零速度曲线 C = 8.8 

 

 
Figure 6. The zero velocity curve of the spacecraft C = 6 
图 6. 航天器的零速度曲线 C = 6 
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Figure 7. The zero velocity curve of the spacecraft C = 5.633 
图 7. 航天器的零速度曲线 C = 5.633 

 

 
Figure 8. The zero velocity curve of the spacecraft C = 5.6 
图 8. 航天器的零速度曲线 C = 5.6 

 

当 C 由 10 逐渐减小时，三个区域逐渐靠近，当 C 减小到 8.8576 时，最终右边的圆与其他两个圆连

接起来形成一条链状图形，此时虽然航天器的飞行距离有所增加，但连接两圆的交叉点(0.272,0.16)，(0.272, 
−0.16)却成了航天器在木星-特洛伊小行星群或者木星-希腊小行星群之间穿越飞行的“要塞”(如图 4 所示)。 

当 8.8576C < 且逐渐减小时，连接木星-特洛伊小行星群和木星-希腊小行星群之间的要塞被打开，如

图 5 所示，此时航天器不仅可以在木星，特洛伊小行星群，希腊小行星群的邻域内飞行，还可以通过转

移轨道从一个星体飞到另一个星体。 
C 继续减小时，系统能量继续增大，当减小到 7.46 时，太阳所在区域出现了圆，这表示航天器可以

在太阳的邻域内活动，且 C 越小，太阳所在区域的圆越来越大，飞行区域越来越大。当 C 减小到 6 时，

航天器的零速度曲线如图 6 所示。 

当 C 继续减小到 5.633 时，太阳所在区域与其他三个天体所在区域开始相遇，形成新的“要塞”，

如图 7，此时航天器虽然可以在两个区域内自由飞行，但却不能通过此新的“要塞”从一个区域飞向另

一个区域。 
当 5.633C < 时，“要塞”被逐渐打开,航天器可以在四个天体之间来回飞行，如图 8 所示(此时 5.6C = )，

且 C 越小，“要塞”打开的越来越大，当 5.3C = 时，如图 9 所示。 
当 C 由 5.3 继续减小时，航天器的飞行区域逐渐增大，当 C 减小到 3.5022 时，又产生新的“要塞”

(1.152, 0)，如图 10 所示，此时航天器虽然能在四个天体所在的区域内自由飞行，但却不能通过此“要塞”

飞向外围宇宙空间。 

当 C 继续逐渐减小时，四个天体所在区域与外围宇宙空间之间的要塞(1.152, 0)被打开，当 3.495C =

时，航天器不仅可以在四个天体之间来回飞行，还可以通过新打开的“要塞”探索外太空，如图 11 所示。 
当 C 继续减小至 2.9 时，航天器的禁飞区域已经退化成月牙状区域，如图 12 所示，此时航天器虽然 
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Figure 9. The zero velocity curve of the spacecraft C = 5.3 
图 9. 航天器的零速度曲线 C = 5.3 

 

 
Figure 10. The zero velocity curve of the spacecraft C = 3.5022 
图 10. 航天器的零速度曲线 C = 3.5022 

 

 
Figure 11. The zero velocity curve of the spacecraft C = 3.495 
图 11. 航天器的零速度曲线 C = 3.495 

 

 
Figure 12. The zero velocity curve of the spacecraft C = 2.9 
图 12. 航天器的零速度曲线 C = 2.9 
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可以通过打开的“要塞”飞也越来越小，最终航天器的禁飞区域退化为一个点，即航天器几乎可以在空

间中任何地方飞行，如图 13。 
综上所述，当 Jacobi 常数 C 的值较大时，它描绘出三条分别围绕木星，特洛伊小行星群，希腊小行

星群的闭曲线，随着 C 的值逐渐减小，三条闭曲线逐渐增大，最后在交点处相遇，由于在交点处曲线的

法线方向不确定，也就是奇点的情况，那么这两个交点记为平动点 L1，L2，类似的，当 C 继续减小时，

木星，特洛伊小行星群，希腊小行星群所在的区域逐渐增大，随后与太阳所在区域相遇于平动点(记为 L3)。
接着，当 C 继续减小时，太阳所在区域与其它三个天体所在区域融合起来并逐渐变大，与外围曲线相交

于一点平动点(记为 L4)。最后航天器的禁飞区域退化为一平动点(记为 L5)。 
在三维空间情况下，当 2.49505 8.8576C< < 时，航天器的禁飞区域如图 14 所示，当 Jacobi 常数 C

的值越小时，系统能量逐渐增大，此时航天器的零速度曲面的范围越来越小，航天器的飞行区域越来越

开阔，而 C 的值越来越大时，航天器的禁飞区域越来越大，能活动的范围也越来越小。此时可以清楚看

到两个“要塞”点 L1 和 L2，以及细棒状的太阳的禁飞区域。 
当 2.49505 5.633C< < 时，航天器的禁飞区域如图 15 所示，此时可以看到太阳所在飞行区域与其他

三个天体飞行区域的相遇点 L3。 
当 2.49505 3.5022C< < 时，航天器的禁飞区域如图 16 所示，此时可以看到航天器能挣脱四个天体的引

力束缚飞向外太空的“要塞”点 L4，同时也可以看到 C 很小时，航天器的禁飞区域几乎退化为一个点 L5。 

4. 木星-特洛伊小行星群之间转移轨道的数值模拟 

在实际的深空探测任务中，图 11 是本文最为关注的情形，也最具有实用价值，因为如果 Jacobi 常数

C 的取值比图 11 中的 C 还大的话，航天器可能会没有足够的能量，摆脱不了太阳，木星，特洛伊小行星 

群，希腊小行星群的引力束缚，这样航天器无法飞向外围宇宙空间进行深空探索，而如果 C 的值比图 11 
 

 

Figure 13. The zero velocity curve of the spacecraft C = 2.49505 
图 13. 航天器的零速度曲线 C = 2.49505 

 

 

Figure 14. The zero velocity curve of the spacecraft [ ]2.49505,8.8576C∈  

图 14. 航天器的零速度曲线 [ ]2.49505,8.8576C∈  
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中的 C 还小的话，那么航天器需要消耗更多的能量，而且对运载火箭也提出了较高的要求。只有当 C 的

值介于上述两种情况之间时，航天器才能飞离系统又不需要携带额外的能量，大大节约了能源。 

由计算可以得出木星的坐标为(0.366025, 0, 0)，特洛伊小行星群的坐标为(0.183012, −0.316987, 0)，于

是我们选取了适当的初始条件 [ ]0 0.367,0,0x = ， [ ]0 0.2922, 0.0216008, 0.00002v = − − ,其中 x0 为航天器的初

始位置坐标，v0 为航天器的初始速度。通过软件 matlab2015a 对系统(4)进行数值模拟，得到一条从木星

(0.367, 0, 0)出发，以(0.2922, −0.0216008, −0.00002)的初速度前行，最终到达特洛伊小行星群周围(0.1826, 
−0.3175, −0.0004012)的一条转移轨道，如图 17 所示，二维轨道如图 18。 
 

 

Figure 15. The zero velocity curve of the spacecraft [ ]2.49505,5.633C∈  

图 15. 航天器的零速度曲线 [ ]2.49505,5.633C∈  

 

 

Figure 16. The zero velocity curve of the spacecraft [ ]2.49505,3.5022C∈  

图 16. 航天器的零速度曲线 [ ]2.49505,3.5022C∈  

 

 

Figure 17. The Three-dimensional orbit from Jupiter toTrojans 
图 17. 木星到特洛伊小行星群的三维轨道图 



徐嘉庆 等 
 

 
91 

 

Figure 18. The Two-dimensional orbit from Jupiter toTrojans 
图 18. 木星到特洛伊小行星群的二维轨道图 

5. 结论 

本文讨论了一类由太阳，木星，特洛伊小行星群，希腊小行星群，航天器构成的限制性五体问题的

零速度曲线与曲面，分析了航天器在五体系统中的禁飞区域与 Jacobi 常数 C 的关系，结果表明，当 C 很

大时，系统的能量很小，航天器根本无法挣脱天体的引力束缚飞向另一个天体。而 C 逐渐减小时，航天

器具有的能量增大，能飞行的区域越来越大，最终可以通过两个“要塞”在除太阳外的其他三个天体间

自由穿梭飞行。随着 C 继续减小，系统消耗的能量增大，航天器可以绕太阳飞行，但不能在四个天体之

间自由穿梭。当 C 减小到一定的值时航天器便可在四个天体间自由穿梭。而由于 C 的值很小时航天器需

要的能量也多，这样所需燃料变多，运载技术也要更发达，所以我们在考虑到缩小航天器禁飞区域的基

础上,还要考虑到发射航天器所需要的成本问题。为此我们主要考虑图 11，此时航天器既可以在四个天体

之间来回穿梭，又可以通过小的“要塞”让航天器飞向外太空进行探索，还可以避免浪费更多的燃料。 
此外，本文还数值模拟出一条由木星飞向特洛伊小行星群的转移轨道，由于美国已有成功将探测器送

到木星的成功经历，这样只要通过转移轨道便可探索特洛伊小行星群，大大提高了探索效率，节约资源。 
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