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Abstract 
In mechanics textbook, according to Newton’s law motion, only the mathematical expression of 
particle motion theorem and its corresponding conservation law in inertial system and “special 
Non-Inertial system” (center of mass system) are deduced. In order to study the motion law of 
particle in “general Non-Inertial system”, based on Newton’s law of motion, this paper deduces the 
momentum theorem, kinetic energy theorem, angular momentum theorem of particles in “general 
Non-Inertial system” and their corresponding conservation laws. 
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摘  要 

力学教科书中，依据牛顿运动定律仅推导出了在惯性系和“特殊非惯性系”(质心系)下质点运动定理及

其相应守恒定律的数学表达形式。为了便于在“一般非惯性系”下研究质点的运动规律，本文基于牛顿
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运动定律，推导出了“一般非惯性系”下质点的动量定理、动能定理、角动量定理及其相应守恒定律的

数学表达形式。 
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1. 引言 

目前，很多研究者推导出了非惯性系下某一个定理或相应的守恒定律。李等人[1]解析惯性系与非惯性

系之间的关系；周等人[2]研究了质点在非惯性中的功能关系；韦和白等人[3]研究了非惯性系中的机械能定

理和机械能守恒；王和郑等人[4] [5]分别采用不同的方法，推导出了非惯性系中的质点的动力学方程；王春

燕等人[6]推导了非惯性系中的动量矩定理及守恒定律；李等人[7]推导出了非惯性系中的动量定理与动量守

恒；尹等人[8] [9]推导出了非惯性系中的质点的动能定理及机械能守恒条件。尚未见到过在“一般非惯性系”

下推导出的质点动量定理、动能定理、角动量定理及其相应守恒定律的数学表达形式。本文依据牛顿运动

定律，推导出了“一般非惯性系”下质点的动量定理、动能定理、角动量定理及其相应守恒定律的数学表

达形式。本文推导出的定理及其相应守恒定律为在“一般非惯性系”下研究物体的运动规律提供了方便。 

2. 惯性系和非惯性系下质点的受力关系 

设有一个惯性系(k 系)，原点坐标为 o，基矢分别为 , ,i j k 。一个非惯性系( k ′系)，原点坐标为 o′，基

矢分别为 , ,′ ′ ′i j k 。 k ′系相对于 k 系以加速度 0a 和角速度ω 运动。质点 P 相对于 k ′系做曲线运动，质点

P 相对 k ′系的运动学方程为 ( )t′ ′=r r ，质点 P 相对 k 系的运动学方程为 ( )t=r r ， k ′系相对于 k 系的位

置矢量为 0r 。其中 x y zr r r= + +r i j k ， x y zr r r′ ′ ′ ′ ′ ′ ′= + +r i j k ， 0 0 0 0x y zr r r= + +r i j k 。 
两参考系下质点的位矢满足： 

0 ′= +r r r                                           (1) 

两参考系下质点的速度满足： 

0dd d
d d dt t t

′
= +

rr r                                         (2) 

dd dd
d d d d

yx zrr r
t t t t

= = + +
rv i j k  

00 0 0
0

dd d d
d d d d

yx zrr r
t t t t

= = + +
r

v i j k  

依据泊松公式
d d d, ,
d d dt t t
′ ′ ′

′ ′ ′= × = × = ×
i j ki j kω ω ω ，代入下式 

*

dd dd d d d
d d d d d d d
d
d

yx z
x y z

r

rr r r r r
t t t t t t t

t

′′ ′′ ′ ′ ′
′ ′ ′ ′ ′ ′ ′= = + + + + +

′
′ ′= + × = + ×

r i j kv i j k

r r v rω ω
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则有： 

0 r ′= + + ×v v v rω                                       (3) 

(3)式左右两边求导，得： 

( )0 dd dd
d d d d

r

t t t t
′×

= + +
rv vv ω

                                   (4) 

其中， 
22 2

2 2 2

22 2
00 0 0

0 2 2 2

dd dd
d d d d

dd d d
d d d d

yx z

yx z

rr r
t t t t

rr r
t t t t

= = + +

= = + +

va i j k

v
a i j k

                               (5) 

( )
( )

dd d
d d d

dd dd d d
d d d d d d

2

r

yx z

r r r

r r

t t t
rr r

t t t t t

′ ′×′ = = +

′′ ′  ′
′= + + + × + × 

 
′ ′= + × + × + × × + ×

′ ′= + × + × × + ×





vv ra

ri j k r

a v r r v

a r r v

ω

ω ω

ω ω ω ω ω

ω ω ω ω

                           (6) 

将(5)式和(6)式代入(4)式，再根据泊松公式，可得： 

( )0 2r r′ ′= + + × + × × + ×a a a r r vω ω ω ω                               (7) 

可简化为： 

0r c= + +a a a a                                         (8) 

其中， 

( ) 2c r′ ′= × + × × + ×a r r vω ω ω ω  

其中 a 称为绝对加速度， ra 称为相对加速度， 0a 称为牵连加速度， ca 称为科里奥利加速度。 
惯性系和非惯性系中，质点 P 的受力之间的关系为： 

( )0 2r rm m m m m m′ ′= + + × + × × + ×a a a r r vω ω ω ω                          (9) 

可简化为： 

0r cm m m m= + +a a a a                                     (10) 

亦可表述为： 

*
t c= + +F F F F                                        (11) 

其中 m=F a ，称为惯性系下物体的受力； *
rm=F a ，称为非惯性系下物体的受力； tF 和 cF 统称为惯性

力，其中， ( )0t m m m′ ′= − − × − × ×F a r rω ω ω ，称为牵连惯性力， 2c rm= − ×F vω ，称为科里奥利力。 

3. 非惯性系下质点运动定理的数学表达式 

设在一般非惯性参考系下观察质点的运动，质点 m 受到真实力 F 和惯性力 tF 、 cF 共同的作用。在

同一时间微元 dt 内， F 、 tF 和 cF 表示在该时间里的某个瞬间值，用(11)式乘上 dt，可得： 
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*d d d dt ct t t t= + +F F F F                                    (12) 

在上等式左边有： 

( )
*

* d
d d d

d
r

rt m t m
t

= =
vF v  

若对(11)式左右两边积分，则可得 

( )2 2 2 2

1 1 1 1
d d d dr

r

t t t
r t ct t t

m t t t= + +∫ ∫ ∫ ∫
v

v
v F F F                              (13) 

若用 rm′ =p v 表示质点在非惯性系的相对动量，同时用冲量的形式表示作用于质点的各个力在同个

时间段的元冲量的矢量和，则分别可得： 

( )2

1
2 1dr

r
rm ′ ′= −∫

v

v
v p p ，

2

1
d

t

t
t= ∫I F ，

2

1
d

t
t tt

t= ∫I F ，
2

1
d

t
c ct

t= ∫I F  

则(13)式可表示为： 

2 1 t c′ ′− = + +p p I I I                                      (14) 

(14)式表明：质点在“一般非惯性系”下的相对动量增量等于作用于质点上的真实力 F 和惯性力 tF 、

cF 在相同时间段内的冲量和，称为“一般非惯性系”下质点的动量定理。 
用(11)式点乘 d ′r ，得： 

* d d d dt c′ ′ ′ ′⋅ = ⋅ + ⋅ + ⋅F r F r F r F r                                (15) 

由于
d
d rt
′

′= + ×
r v rω ，则在(15)式左边得 

( ) ( )
*

* 2 *d 1d d d d
d 2

r
r r rm t mv m

t
 ′ ′ ′⋅ = ⋅ + × = + × ⋅      

vF r v r r vω ω  

质点 m 在非惯性运动时， rv 和 ′× rω 合成了质点 m 在一般非惯性系的速度 ′v ，质点 m 除了相对于 k ′
运行的相对速度 rv 外，还有因为 k ′系转动时和质点 m 固定在 k ′系的位矢 ′r 处所形成的速度 ′× rω 。在题

设中一说明，质点 m 相对 k ′系的位矢 d ′r 运动，则质点相对 k ′系的位矢 ′r 是变量，而在 ( ) d r′× ⋅r vω 项中

的 ′r 是定值和题设相矛盾，则该项为零。 

这时有 * 21d d
2 rmv ′⋅ =  

 
F r 。 

在(15)式等式右边分别为： 

d dm′ ′⋅ = ⋅F r a r  

( )0d dt m m m′ ′ ′ ′⋅ = − + × + × × ⋅  F r a r r rω ω ω  

由于科里奥利力的方向始终和质点相对于 k ′系的位矢 ′r 垂直， d 2 d 0c rm′ ′⋅ = − × ⋅ =F r v rω 。 
根据以上所得，则有 

( )2
0

1d d d d d
2 r tmv m m m m  ′ ′ ′ ′ ′ ′= ⋅ − + × + × × ⋅ = ⋅ + ⋅     

a r a r r r F r F rω ω ω                (16) 

表明：质点在一般非惯性系的相对动能的微分等于作用于质点的真实力和牵连惯性力在质点相对与

非惯性系中的相对位矢的运动中的元功之和。 
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对(16)式两边积分，可得： 

2 2
2 1

1 1
2 2r r tmv mv A A− = +                                     (17) 

其中 d A′⋅ =∫F r ， dt tA′⋅ =∫F r 。 
(17)式表明：质点在非惯性系的相对动能的变量等于作用于该质点的真实力和牵连惯性力在相对运

动上的路程所做功之和。该结论为“一般非惯性系”下质点的动能定理。而在上讨论过科里奥利力的方

向总是与质点运动的位矢垂直，所以在讨论质点在非惯性系的相对动能不用考虑科里奥利力所做的功，

实际上，科里奥利力会改变质点的运动方向。 
用自参考点O′指向质点的位置矢量 ′r 对(11)式方程两侧做矢积，可得： 

( )*
t c′ ′× = × + +r F r F F F                                   (18) 

在上式中， * d d
d d

r
rm m

t t
′

= = =
v pF a ，则(18)式中的左边等于 * d

dt
′

′ ′× = ×
pr F r ，若令 ′ ′ ′× =r p L ，仿照

惯性系下的角动量， ′L 可称为质点相对非惯性系的角动量。根据质点在惯性系下对参考点的角动量定理

( d
dt

=M L )，令 ′× =r F M 表示作用于质点的真实力对参考点的力矩； t t′ ′× =r F M 表示作用于质点的牵

连惯性力对参考点的力矩； c c′ ′× =r F M 表示作用于质点的科里奥利力对参考点的力矩。 

(18)式左侧可进一步表示为： 

( )* ** * *
* d dd d d

d d d d d
r

rm m
t t t t t
′ ′× ′

′ ′ ′ ′× = = × + × = × =
r p vr pr F v r r L  

(18)式可简写成： 
*d

d t ct
′ ′ ′= + +L M M M                                     (19) 

(19)式表明：在“一般非惯性系”下，质点对参考点的角动量对时间的变化率等于作用于质点的真

实力 F 、惯性力 tF 和科里奥利力 cF 对该参考点的位矢的力矩，该定理称为“一般非惯性系”下质点的

角动量定理。 
非惯性系中，质点在非惯性下所受的惯性力做功与路径无关，称为保守惯性力 ′

保F ；若是质点在非惯

性下所受的惯性力做功与路径有关，称为惯性非保守惯性力 ′
非F 。 

在保守力场中的势能表明：一定保守力相对应的势能的增量等于保守力所做功的负值。根据保守力

引进势能的概念，可得非惯性系下保守惯性力的惯性势能的概念：一定保守惯性力相对应的惯性势能的

增量等于保守惯性力所做功的负值，其用数学表达式可表示为 

d dU′ ′ ′⋅ = −保F r                                        (20) 

上式中的U ′为保守惯性力的势能。 
若质点所受的真实力 F 和惯性力 tF 、 cF 都是保守力，(18)式左右两端的各个物理量可分别表示为： 

* 21d d
2 rmv ′⋅ =  

 
F r  

d d dU m′ ′⋅ = − = − ⋅F r a r  

( )0d d dt tU m m m′ ′ ′ ′ ′⋅ = − = + × + × × ⋅  F r a r r rω ω ω  

d 2 d 0c rm′ ′⋅ = − × ⋅ =F r v rω  
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将上式代入(18)式中，则可得： 

21d d d
2 r tmv U U  ′= − − 

 
                                    (21) 

在上式中，U 为作用于质点的真实力的势能， tU ′为作用于质点的牵连惯性力的势能。 

若令 21
2 rmv T ′= ，T ′表示质点相对非惯性系的相对动能。 

(21)式可写成： 

( )d d d tT U U′ ′= − −                                      (22) 

对上式积分，则可 

tT U U c′ ′+ + =                                        (23) 

(23)式表明：若“一般非惯性系”下的质点所受的真实力 F 和惯性力 tF 都是保守力的情况下，质点

相对一般非惯性的相对动能和保守力 F 对应的势能与保守惯性力 tF 所对应的惯性势能之和是一个定值。

该表达式称为“一般非惯性系”下的机械能守恒定理。 

4. 应用 

在距离地面高 h 的地方让物体 m1 做自由落体运动，同时同高度的物体 m2 以速度 v 做平抛运动。求

物体 m2 相对于 m1 的着地速度。 
解：物体m1为非惯性参考系，非惯性参考系以加速度 g 竖直向下运动。由此易知物体m2受到重力 2m g

和牵连惯性力 2m− g 的共同作用，质点 m2 相对于 m1 沿水平方向直线运动。设物体 m2 相对于 m1 的着地速

度为 1v ，由“一般非惯性系”下质点的动能定理可知： 

2 2
1

1 1
2 2 tmv mv A A− = +                                     (24) 

其中 d d 0m A′ ′⋅ = ⋅ = =∫ ∫F r g r ， d d 0t tm A′ ′⋅ = − ⋅ = =∫ ∫F r g r ，可得 1v v= 。物体 m2 相对于 m1 的着地速

度大小为 v，方向沿水平方向。 

5. 结论 

基于牛顿运动定律，推导出了“一般非惯性系”下质点的动量定理、动能定理、角动量定理及其相应守

恒定律的数学表达形式。质点在“一般非惯性系”下的相对动量增量等于作用于质点上的真实力F 和惯性

力 tF 、 cF 在相同时间段内的冲量和，称为“一般非惯性系”下质点的动量定理；质点在“一般非惯性系”

下相对动能的变量等于作用于该质点的真实力和牵连惯性力在相对运动上的路程所做功之和。该结论为“一

般非惯性系”下质点的动能定理；质点对参考点的角动量对时间的变化率等于作用于质点的真实力F 、惯

性力 tF 和科里奥利力 cF 对该参考点的位矢的力矩，该定理称为“一般非惯性系”下质点的角动量定理；若

“一般非惯性系”下的质点所受的真实力F 和惯性力 tF 都是保守力的情况下，质点相对一般非惯性的相对

动能和保守力F 对应的势能与保守惯性力 tF 所对应的惯性势能之和是一个定值。 
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