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摘  要 

大多数工程材料显示出脆性特征(例如，复合材料)，而脆性材料中的裂纹已公认为是工程结构破坏的主

要原因，裂纹尖端应力场必然是建立断裂判据的基础。因此，本文重点讨论I + II + III混合型加载下的裂

纹尖端应力，采用线弹性力学方法解决正交异性材料典型应力边值问题。首先确定三维空间问题的弹性

力学基本方程，基于复变函数理论求解控制方程。接着利用应力函数和坐标变换求解基本方程。最终获

得了混合型加载下正交异性材料裂纹尖端附近的应力分量通解。 
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Abstract 
Most engineering materials exhibit brittle behavior, such as composites. The main cause for fail-
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ures of engineering structures has been generally recognized to be the cracks in brittle materials. 
The crack-tip stress field must be the basis for establishing fracture criteria. So this paper will fo-
cus the discussion on crack-tip stresses under mixed mode I + II + III loading. Typical stress boun-
dary problem for the orthotropic materials is considered to be solved by the method of linear elas-
tic mechanics. First, the basic equations of elastic mechanics are determined for three-dimensional 
space problems, and the governing equations are solved based on the theory of complex variable 
function. Second, the basic equations are solved by using the stress functions and the coordinate 
transformation. And finally, the general solutions of stress components near the crack-tip are de-
rived for the orthotropic materials under mixed mode loading. 
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1. 引言 

一般脆性材料结构中包含着裂纹，这是导致结构发生低应力脆性断裂的根源。线弹性断裂力学的建

立与发展为研究脆性材料裂纹尖端力学特性及裂纹扩展规律奠定了理论基础，尤其是采用应力强度因子

作为描述裂纹扩展的关键参数在工程结构强度分析中得到广泛应用。断裂力学的理论基础就是利用弹性

力学方法阐述裂纹尖端应力场及位移场，按照裂纹的受力特点和变形状态把裂纹划分为 3 种基本类型：

张开型、滑移型、撕开型(或称 I 型、II 型、III 型) [1] [2] [3]。工程材料中的裂纹区域常会发生复杂变形

状态，因而出现(I + II + III)混合型的裂纹问题，在断裂力学书籍中已有详细的理论介绍。随着先进复合

材料的工程应用日益扩张，各向异性材料断裂力学的理论发展显得更加突出。复合材料通常呈现出脆性

特点，其断裂力学研究仍以弹性力学为基础。早在半个世纪前，力学家已推广复变函数法解决各向异性

材料弹性力学问题，其求解方法为复合材料断裂力学奠定了理论基础[4] [5] [6]。利用复变函数方法在解

决复合材料应力边值问题中已取得显著结果，且理论和应用研究不断增加[7] [8] [9]。本文针对正交异性

材料混合型裂纹(I + II + III 型)问题开展研究(如图 1 所示)，推导出典型正交异性材料裂纹端部应力场的

通解，并确定出应力分量与材料特征参数的关系。 
 

 

Figure 1. Orthotropic body with a crack 
图 1. 含裂纹正交异性体 
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2. 弹性力学基本理论 

常见的承载结构力学分析都可归结为求解应力边值问题，必须研究结构内部复杂应力分布。按照数

学推理求解弹性力学问题主要从三个方面考虑：静力学、几何学和物理学。为了便于讨论混合型裂纹尖

端应力，先列出弹性力学的基本方程。对于空间结构体内各点应力状态(忽略体积力)，可建立静力平衡

偏微分方程为： 

0

0

0

xyx xz

xy y yz

yzxz z

x y z

x y z

x y z

τσ τ

τ σ τ

ττ σ

∂ ∂ ∂
+ + = ∂ ∂ ∂ 

∂ ∂ ∂ + + = 
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+ + =
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                                    (1) 

结构受力后发生变形，各点沿坐标轴 ( ), ,x y z 方向的位移用 ( )1 2 3, ,u u u 表示。三维弹性体内的应变与

位移分量的变化率相关，根据几何关系可得以下方程： 

31 2
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                          (2) 

正交异性材料广泛应用于工程结构中，材料物理特性非常突出，共有九个独立的弹性常数。选择空

间坐标轴 ( ), ,x y z 与材料主方向一致，则确定的物理方程为： 
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                               (3) 

这是用刚度系数 ijC 表示的应力与应变关系。若采用柔度系数 ijS 表示材料应变与应力关系，则三维

正交异性材料的本构方程为： 
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式中柔度系数 ijS 与工程弹性常数的关系为： 
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                              (5) 

在讨论含裂纹弹性体变形时，通常将坐标轴 y选为裂纹面的法线方向，即裂纹面平行于坐标 x-z平面，

如图 1 所示。正交异性体主方向 1-2-3 分别与坐标轴 x-y-z 平行。当弹性体受力时，体内各点发生相对位

移，选用 1 2 3, ,u u u 分别表示沿 , ,x y z 方向的位移。设裂纹尖端区域各点的位移分量都不随 z 变化，只是 x, 
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y 的函数，即有： 

( ) ( ) ( )1 1 2 2 3 3, , , , ,u u x y u u x y u u x y= = =  

根据几何方程(2)和设定的位移函数，应变分量简化为： 

1 2

3 3 1 2

, , 0

, ,
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                            (6) 

显然，应变分量都不随 z 变化， ( ),ij ij x yε ε= 。再由材料的物理方程(3)可知，应力分量也只是 x，y
的函数， ( ),ij ij x yσ σ= 。按照简化后的几何方程(6)，可推导出有效的变形协调方程具有以下两种形式： 
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                                    (7) 

由于应力分量都不随 z 变化，平衡方程(1)可简化为： 

0, 0, 0xy xy y yzx xz

x y x y x y
τ τ σ τσ τ∂ ∂ ∂ ∂∂ ∂

+ = + = + =
∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂

                       (8) 

简化的平衡方程中缺少应力分量 zσ ，说明在此种情形下 zσ 不重要，可以忽略。为了后面分析方便，

可设 0zσ ≈ ，在裂纹端部应力分析时 zσ 就不必考虑了。因此，沿 z 方向的正应力和正应变通常较小，都

可被略去，以便使实际问题分析得以简化。 
关于裂纹体的变形和应力分析，重点放在裂纹端部区域，因此将坐标系建立在裂纹尖端处(如图 2 所

示)。将 z 轴沿裂纹尖端放置，x 轴指向裂纹前沿，y 轴为裂纹面的法线方向。在 x-o-y 平面内建立极坐标

系 orθ ，两类坐标系的变换关系为： 
cos , sinx r y rθ θ= =                                   (9) 

 

 

Figure 2. Crack-tip zone and coordinate system 
图 2. 裂纹端部区及坐标系 

 

根据平衡方程(8)的特点，选取与 z 无关的应力函数 ( )12 12 ,F F x y= ， ( )3 3 ,F F x y= 进行偏微分方程的

求解。首先采用应力函数把应力分量表示如下： 
2 2 2

3 312 12 12
2 2, , , ,x y xy yz xz

F FF F F
x y x yy x

σ σ τ τ τ
∂ ∂∂ ∂ ∂

= = = − = = −
∂ ∂ ∂ ∂∂ ∂

                  (10) 

平衡方程(8)自动满足。把应力分量表达式(10)代入本构方程(4)，并令 0zσ = ，就可将应变分量用应
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力函数表示为： 
2 2 2 2

12 12 12 12
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再将应变分量代入变形协调方程(7)，可得到以应力函数表示的偏微分方程，也就是解决正交异性材

料混合型裂纹尖端场的基本方程。推得的两类偏微分方程为： 
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式中系数与材料弹性常数有关，按下式确定： 

66 1312 1 22 1 44
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11 11 12 11 2 55 23

, ,
2 2
S GS E S E SB B B
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µ= + = − = = = =                   (13) 

显然，用应力函数 12F 和 3F 表示的两类变形协调方程是相互独立的，可分开求解。 

3. 混合型裂纹尖端场的复变函数解法 

在解决弹性力学边值问题时，利用复变函数及其坐标变换法得到了一些经典的结果，若采用实函数

求解就十分困难。为了解决复合材料中的应力边值问题，引入一个复变量 w，并用直角坐标和极坐标表

示为： 
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                       (14) 

式中系数 h 取为实常数(且令： 0h > )。由直角坐标求导法则可得偏导数公式： 

1,w w w w ih
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                               (15) 

实变函数 ( ),F x y 的偏导数可用含复变量的函数 ( ) ( ), , ,F w x y w x y   表示为： 
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进一步可求得以下二阶偏导数关系： 
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利用以上偏导数变换式可将偏微分方程(12)转化为： 

( ) ( )

( )

4 4 4 4
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4
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式中， 3 3w x ih y= + ， 3 3w x ih y= − ， ( ) ( )3 3 3 3 3, ,F F x y F w w= = 。由于方程(18)比较复杂，放在后边详细讨

论，首先对二阶偏微分方程(19)进行解答。 
二阶偏微分方程(19)的前项系数可以等于零，而后项系数大于零。因此，可将微分方程转化为一个材

料参数方程和一个特殊的偏微分方程： 
2

2 3
3 3

3 3

0, 0
F

B h
w w
∂

− = =
∂ ∂

 

再根据式(13)的常数定义，待定参数 3h 可确定为： 

13
3 3

23

G
h B

G
= =                                    (20) 

为满足偏微分方程，应力函数 3F 可用复变函数表示为： 

( ) ( ) ( ) ( )3 3 3 3 3 3 3 3 3 3 3 3 3 3 32 ReF A w A w A w A w A= Φ + Φ = Φ + Φ = Φ              (21) 

式中 3A 是待定实常数，再由偏导数法则可求得： 
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将两个偏导数表达式代入到式(10)，可得两个应力分量的复变函数表达式： 

( )
( )

3 3 3 3 3

3 3 3 3 3 3 3

2 Re

2 Im
yz

xz

A A

A h i A h

τ

τ

′ ′ ′= Φ +Φ = Φ 


′ ′ ′= − Φ −Φ = Φ 
                         (22) 

下面对方程(18)进行解答。 
四阶偏微分方程(18)由三大项组成，前两项系数可以等于零，而第三项系数大于零。因此，可将微分

方程转化为不同的材料参数方程和特殊的偏微分方程，下面主要按两种情形分别讨论应力函数的复变函

数表达式。 

情形 1：令 4 2
1 22 0h B h B− + = ， 4

2 0B h− = ，
4

12
2 2 0
F

w w
∂

=
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显然参数 h 具有限定解答为： 4 2
2 1h B B= = 。因前面已设定 0h > ，并由式(13)确定的弹性常数，可将

h 用工程弹性常数表示为： 

1 1412
12 22

E Eh
G E

µ= − =                                    (23) 

再由
4

12
2 2 0
F

w w
∂

=
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确定出应力函数 12F 用复变函数表示的一般公式为： 
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( ) ( ) ( ) ( )
( ) ( )

12 1 2 1 2 3 4 3 4

1 2 3 42 Re 2 Im 2 Re 2 Im

F C iC C iC C iC w C iC w

C C C w C w
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                (24) 

式中，复变函数记为： ( )wΨ = Ψ ， ( )wΨ = Ψ ， ( )wΦ = Φ ， ( )wΦ = Φ 。根据具体问题可适当选取复变

函数类型，复变量 ,w w 由式(14)给定。 
由偏导数法则可求出应力函数 12F 的各个偏导数为： 
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∂ ∂

 

将二阶偏导数表达式代入式(17)，并按照式(10)确定出应力分量为： 

( ) ( ) ( ) ( )
( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( )
( ) ( )
( ) ( ) ( ) ( )

2
1 2 3 4

3 4

1 2 3 4

3 4

1 2 3 4

2 2

2 2

x

y

xy

h C iC C iC

C w w iC w w

C iC C iC

C w w iC w w

h iC C iC w w C w w

σ

σ

τ

 ′′ ′′ ′′ ′′ ′ ′ ′ ′= − Ψ +Ψ + Ψ −Ψ − Φ +Φ − Φ −Φ 
′′ ′′ ′′ ′′+ Φ + Φ + Φ − Φ 

′′ ′′ ′′ ′′ ′ ′ ′ ′= Ψ +Ψ + Ψ −Ψ + Φ +Φ + Φ −Φ 

′′ ′′ ′′ ′′+ Φ + Φ + Φ − Φ

 ′′ ′′ ′′ ′′ ′′ ′′ ′′ ′′= − Ψ −Ψ + Ψ +Ψ − Φ − Φ + Φ + Φ 









      (25) 

情形 2：令 4 2
1 22 0h B h B− + = ，

2
12 0

F
w w
∂

=
∂ ∂

 

假设 2
1 2B B> ，则得： 2 2

1 1 2h B B B= ± − ，即 h 有两个根，用 1 2,h h 表示，且设 1 2h h> 。根据式(13)
确定的弹性常数，可将 1 2,h h 用工程弹性常数表示为： 

2
1 1 1

1 12 12
12 12 2

2
1 1 1

1 12 12
12 12 2

2 2

2 2

E E Eh
G G E

E E Eh
G G E

µ µ

µ µ


  = − + − −    


  = − − − −    

                        (26) 

再由
2

12 0
F

w w
∂

=
∂ ∂

确定出应力函数 12F 用复变函数表示的一般公式为： 

( ) ( )
( ) ( ) ( ) ( )

12 1 1 1 2 2 2

1 2 1 1 2 1 3 4 2 3 4 2

, ,F F w w F w w

C iC C iC C iC C iC

= +

= + Ψ + − Ψ + + Ψ + − Ψ
               (27) 

式中复变函数记为： ( )1 1 1wΨ = Ψ ， ( )1 1 1wΨ = Ψ ， ( )2 2 2wΨ = Ψ ， ( )2 2 2wΨ = Ψ 。复变量为： 

( )1 1 1cos sinw x ih y r ihθ θ= + = + ， ( )2 2 2cos sinw x ih y r ihθ θ= + = + 。根据偏导数法则可求出应力函数 12F 的
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偏导数为： 

( ) ( ) ( ) ( )

2
12 1 1 2 2
2

1 1 1 1 2 2 2 2

1 1 1 2 1 1 3 2 2 4 2 2

F F F F F
w w w w w w w wx

C iC C iC

     ∂ ∂ ∂ ∂ ∂∂ ∂ ∂ ∂
= + + + + +     ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂∂      

′′ ′′ ′′ ′′ ′′ ′′ ′′ ′′= Ψ +Ψ + Ψ −Ψ + Ψ +Ψ + Ψ −Ψ

 

( ) ( ) ( ) ( )

2
12 1 1 2 2

1 2
1 1 1 1 2 2 2 2

1 1 1 1 1 2 1 1 2 3 2 2 2 4 2 2

F F F F Fih ih
x y w w w w w w w w

ih C h C ih C h C

     ∂ ∂ ∂ ∂ ∂∂ ∂ ∂ ∂
= + − + + −     ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂     

′′ ′′ ′′ ′′ ′′ ′′ ′′ ′′= Ψ −Ψ − Ψ +Ψ + Ψ −Ψ − Ψ +Ψ

 

( ) ( ) ( ) ( )

2
2 212 1 1 2 2

1 22
1 1 1 1 2 2 2 2

2 2
1 1 1 1 2 1 1 2 3 2 2 4 2 2

F F F F Fh h
w w w w w w w wy

h C iC h C iC

     ∂ ∂ ∂ ∂ ∂∂ ∂ ∂ ∂
= − − − − − −     ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂∂      

   ′′ ′′ ′′ ′′ ′′ ′′ ′′ ′′= − Ψ +Ψ + Ψ −Ψ − Ψ +Ψ + Ψ −Ψ   

 

再按照式(10)确定出应力分量为： 

( ) ( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( )

2 2
1 1 1 1 2 1 1 2 3 2 2 4 2 2

1 1 1 2 1 1 3 2 2 4 2 2

1 1 1 1 1 2 1 1 2 3 2 2 2 4 2 2

x

y

xy

h C iC h C iC

C iC C iC

ih C h C ih C h C

σ

σ

τ

   ′′ ′′ ′′ ′′ ′′ ′′ ′′ ′′= − Ψ +Ψ + Ψ −Ψ − Ψ +Ψ + Ψ −Ψ   ′′ ′′ ′′ ′′ ′′ ′′ ′′ ′′= Ψ +Ψ + Ψ −Ψ + Ψ +Ψ + Ψ −Ψ 


′′ ′′ ′′ ′′ ′′ ′′ ′′ ′′= − Ψ −Ψ + Ψ +Ψ − Ψ −Ψ + Ψ +Ψ 

          (28) 

以上各公式中的待定常数需要根据边界条件来确定。 

4. 裂纹尖端应力场 

4.1. 边界条件及坐标变换 

断裂力学中最重要的研究目标是确定裂纹端部奇异应力场。对于图 1 所示的空间裂纹体及图 2 所选

定的坐标系，按极坐标给出上下裂纹面的位置是在θ = ±π处。因此，可将自由裂纹面的应力边界条件表

示为： 

0y xy yzσ τ τ= = =     ( )θ = ±π                                (29) 

根据裂纹尖端场的相关知识，可将以上公式中的复变函数选定为： 

( )
1 1

cos sinw r ihθ θ
′′ ′Ψ = Φ = =

+
                            (30) 

为了使复变函数的实部和虚部容易分解出来，这里采用如下的坐标变换： 
2 2 2cos cos , sin sin , sin sinh hy hr rθ λ β θ λ β θ λ β= = = =  

则有： tan tanhβ θ= ， 4 2 2 2cos sinhλ θ θ= + 。再令 0λ > ，由此可得： 

( ) 4 2 2 2arctan tan , cos sinh hβ θ λ θ θ= = +                         (31) 

显而易见，当 0θ = 时， 0β = ， 1λ = ；当θ = ±π时， β = ±π， 1λ = 。复变量及其复变函数可转化

为： 

( )2 2cos sin e

1 1 1 1exp cos sin
2 2 2

iw r i r

i i
r r

βλ β β λ

β β β
λ λ

= + =

   ′′ ′Ψ = Φ = − = −    

   

                   (32) 
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再对 ′Φ 求导，并按极坐标可将 ′′Φ 转化为： 

33

1 1 1 3 3cos sin
2 222

i
rrw

β β
λ

 ′′Φ = − = − − 
 

 

求出共轭复变函数的和与差，利用三角函数转换关系容易求得： 

2 1 cos
2r
β

λ
′′ ′′ ′ ′Ψ +Ψ = Φ +Φ =  

2 1 sin
2

i
r

β
λ

′′ ′′ ′ ′Ψ −Ψ = Φ −Φ = −  

1 1 3 3cos cos sin sin
2 2

1 1 3cos 2sin sin
2 2

w w
r

r

β ββ β
λ

β ββ
λ

 ′′ ′′Φ + Φ = − − 
 
 = − − 
 

 

1 1 3 3sin cos cos sin
2 2

1 1 3sin 2sin cos
2 2

w w i
r

i
r

β ββ β
λ

β ββ
λ

 ′′ ′′Φ − Φ = + 
 
 = + 
 

 

对于不同的参数 nh  ( )1,2,3n = ，复变量 nw 可表达为： 

( ) ( )2 2cos sin expn n n n n nw r i r iλ β β λ β= + =                        (33) 

且有： ( )arctan tann nhβ θ= ， 2 2 24 cos sinn nhλ θ θ= + 。 

4.2. 应力分量与应力强度因子 

利用以上选定的复变函数及转换关系式，可确定出应力分量的具体函数表达式。两个切应力表达式

(22)可转变为： 

3 3 3 3
3

3 3

3 3 3
3 3 3 3

3 3

21 1 12 Re cos sin cos
2 2 2

1 1 1 12 Im cos sin 2 sin
2 2 2

yz

xz

A
A i

r r

A h i A h
r r

β β β
τ

λ λ

β β β
τ

λ λ

 = − =  
  


  = − = −    

              (34) 

对于裂纹面， 3β = ±π， 0yzτ = ，应力边界条件自动满足。在裂纹前沿 ( )0θ = 应力具有奇异性，应

力强度因子 IIIK 按如下确定 ( )3 30, 1β λ= = ： 

300
lim 2 2 2III yzr

K r A
θ

τ
=→

π= = π  

从而常数 3A 可以确定： 32
2
IIIKA =
π
。因此，应力分量既可表示为： 

3

3

3 3

3

1 cos
22

sin
22

III
yz

III
xz

K
r

hK
r

β
τ

λ
β

τ
λ

= 


= −

π 

π



                                 (35) 

接下来继续确定另外的应力分量。对于情形 1，为了化简应力分量公式(25)，先利用式(32)及各个共

轭函数关系式将应力表达式(25)转化为： 
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( ) ( )

( ) ( )

2 2

1 3 2 4

2 2
3 4

1 3 2 4

3 4

1

2 22 cos 2 sin
2 2

3 3cos 2sin sin sin 2sin cos
2 2 2 2

2 1 2 12 cos 2 sin
2 2

1 3 1 3cos 2sin sin sin 2sin cos
2 2 2 2

2

x

y

xy

h hC C C C
r r

C Ch h
r r

C C C C
r r

C C
r r
C h
r

β βσ
λ λ

β β β ββ β
λ λ

β βσ
λ λ

β β β ββ β
λ λ

τ
λ

= − − − −

   + − + +   
   

= + + +

   − − − +   
   

= − 32

4

2 3sin cos sin 2sin cos
2 2 2 2

3cos 2sin sin
2 2

CC h h
r r

C h
r

β β β ββ
λ λ

β ββ
λ















  + +    
 − −    

             (36) 

对于裂纹面 ( )θ = ±π ，应力边界条件为 β = ±π， 0y xyσ τ= = ，由此可求得： 

2 4 3 12 3 , 2C C C C= − =  

在裂纹前沿 ( )0θ = 应力具有奇异性，可由正应力 yσ 和切应力 xyτ 分别确定出应力强度因子 IK 和 IIK 。

按如下方法确定 ( )0, 1β λ= = ： 

1 40 00 0
lim 2 8 2 , lim 2 4 2I y II xyr r

K r C K r C h
θ θ

σ τ
= =→ →

π π= = = −π= π  

可得： 1 38 4
2

IKC C= =
π
， 2

4
8

4
3 2

IIC h KC h− = =
π

 

将确定的常数代入应力分量表达式(36)，化简后的裂纹尖端应力公式为： 
2 3 3cos 1 sin sin sin 2 cos cos

2 2 2 2 2 22 2
1 3 1 3cos 1 sin sin sin cos cos

2 2 2 2 2 22 2
3 1 3sin cos cos cos 1 sin sin

2 2 2 2 2 22 2

I II
x

I II
y

I II
xy

K Kh h
r r

K K
hr r

K Kh
r r

β β β β β βσ
λ λ

β β β β β βσ
λ λ

β β β β β βτ
λ λ

   = − − +    
   

 = + +  
  

 

π π

π π

π
= + −  

 π 

          (37) 

对于情形 2，为了化简应力分量公式(28)，先利用式(32)及各个共轭函数关系式将应力表达式(28)转
化为： 

2 2 31 1 2 1 2 4 2
1 2

1 1 2 2

31 1 2 1 2 4 2

1 1 2 2

2 31 1 1 1 2 1 2 2 4 2

1 1 2 2

2 cos sin cos sin
2 2 2 2

2 cos sin cos sin
2 2 2 2

2 sin cos sin cos
2 2 2 2

x

y

xy

CC C Ch h
r

CC C C
r

h Ch C h C h C
r

β β β β
σ

λ λ λ λ

β β β β
σ

λ λ λ λ

β β β β
τ

λ λ λ λ

    
= − + + +     

     


  = + + +  
 
 

= − + − + 
  






             (38) 

对于裂纹面 ( )1 2, 1θ λ λ= =π± = ，应力边界条件为 0y xyσ τ= = ， ( )1 2β β= = ±π ，由此可得出常数关

系为： 

2 4 1 1 2 30, 0C C h C h C+ = + =  

在裂纹前沿 ( )0θ = 应力具有奇异性，可由正应力 yσ 和切应力 xyτ 分别确定出应力强度因子 IK 和 IIK 。
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按如下方法确定 ( )1 2 1 20, 1β β λ λ= = = = ： 

( ) 2
1 3 300

1

lim 2 2 2 2 1 2I yr

hK r C C C
hθ

σ
=→

 
= = + = − 

 
π π π  

( ) ( )1 2 2 4 2 1 200
lim 2 2 2 2 2II xyr

K r h C h C C h h
θ

τ
=→

= =π + = −π π  

可得： 1 2
3 2 1 1

1 2

2 2
2

IK h hC h C h
h h

= − =
−π

， 2 4
1 2

12 2
2

IIKC C
h h

= −
−π

=  

将确定的常数代入应力分量表达式(38)，化简后的裂纹端部应力公式为： 

2 2
1 2 1 1 2 2 1 1 2 2

1 2 1 2 1 2 1 2

1 2 2 1 1 2

1 2 2 1 1 2 1 2

1 2 1

1 2 1 2

1cos cos sin sin
2 2 2 22 2

1 1 1 1cos cos sin sin
2 2 2 22 2

1 1sin sin
22

I II
x

I II
y

I
xy

K h h h h K h h
h h h hr r

K h h K
h h h hr r

K h h
h hr

β β β β
σ

λ λ λ λ

β β β β
σ

λ λ λ λ

β β
τ

λ λ

  
= − − −  − −   

  

π π

π


= − + −   − −  

=

π

−π



− 2 1 1 2 2

1 2 1 2

1 cos cos
2 2 22

IIK h h
h hr

β β
λ λ









   

+ −
π

   −   

         (39) 

这里还要说明，以上应力公式中没有采用实际角度θ ，而是用变换的角度 β 才使得公式简明。应力

表达式中包含材料参数( ,h λ )，这与各向同性材料形成明显差异，也显示出各向异性材料的复杂性。各向

同性材料的应力场取决于几何尺寸和边界条件，与材料特性无关，而各向异性材料应力分布与材料性能

密切相关。还要指出，文中忽略了 z 方向的正应力，但对于厚板就不合理了，设定 0zσ ≈ 只是为了简化

分析。在理论分析时取自由裂纹表面为±180˚，这是理想情况，在实际问题中两个裂纹面之间可能有一定

间隔，但对于裂纹尖端应力影响很小，应力公式仍然适用。 

5. 结论 

采用线弹性力学方法分析 I + II + III 混合型裂纹尖端应力场，得到了正交异性材料混合型裂纹尖端区

的应力通解(忽略 zσ )。综上所述，正交异性材料裂纹尖端区的混合型应力场可按两种情况表达如下： 

① 特定情况

2
1 1

12
12 22

E E
G E

µ
 

− = 
 

 

2 3 3cos 1 sin sin sin 2 cos cos
2 2 2 2 2 22 2

1 3 1 3cos 1 sin sin sin cos cos
2 2 2 2 2 22 2

3 1 3sin cos cos cos 1 sin sin
2 2 2 2 2 22 2

1
2

I II
x

I II
y

I II
xy

III
yz

K Kh h
r r

K K
hr r

K Kh
r r

K
r

β β β β β βσ
λ λ

β β β β β βσ
λ λ

β β β β β βτ
λ λ

τ

   = − − +   
   

 = + + 
 

 = + − 
 

=

π π

π π

π π

π
3 3 3

3 3

cos , sin
2 22

III
xz

hK
r

β β
τ

λ λ












= −
π






      (40) 

② 通常情况

2
1 1

12
12 22

E E
G E

µ
 

− > 
 
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2 2
1 2 1 1 2 2 1 1 2 2

1 2 1 2 1 2 1 2

1 2 2 1 1 2

1 2 2 1 1 2 1 2

1 2 1

1 2 1 2

1cos cos sin sin
2 2 2 22 2

1 1 1 1cos cos sin sin
2 2 2 22 2

1 1sin sin
22

I II
x

I II
y

I
xy

K h h h h K h h
h h h hr r

K h h K
h h h hr r

K h h
h hr

β β β β
σ

λ λ λ λ

β β β β
σ

λ λ λ λ

β β
τ

λ λ

  
= − − −  − −   

  

π π

π


= − + −   − −  

=

π

−π



− 2 1 1 2 2

1 2 1 2

3 3 3

3 3

1 cos cos
2 2 22

1 cos , sin
2 22 2

II

III III
yz xz

K h h
h hr

hK K
r r

β β
λ λ

β β
τ τ

λ λ









   
+ −   −   


= = −



π

π π



        (41) 
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