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摘  要 

复合材料力学行为研究对于新型工程结构应用更加重要，特别是各向异性材料裂纹问题已成为力学研究

的讨论重点。本文主要解决复合材料中心裂纹板在混合加载下的边值问题。通过建立相关方程并利用泛

复变量方法获得了弹性力学一般解答。为满足平面应力边界条件合理地选择应力函数，推导出各向异性

板应力场和变形场的完全解。确定了裂纹变形场与裂纹端部奇异应力场的实函数表达式。 
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Abstract 
The investigation of the mechanical behaviour for composite materials has even more importance 
to the applications in new engineering structures. Particularly, the crack problem of anisotropic 
materials must be discussed for the key points as in mechanical study. This paper is mainly to 
solve the boundary problem of the centre-cracked plate with composite materials under mixed 
loading. The general solution about the elastic mechanics had been achieved by way of establish-
ing relational equations and using pan-complex variable method. The stress functions had been 
selected rationally to meet the needs of the plane stress boundary conditions. The whole solutions 
on stress field and deformation field for the anisotropic plate have been derived. The real function 
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expressions of crack displacement fields and the singular stress fields near the crack-tip region 
have been determined. 
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1. 引言 

断裂力学经历百年的持续发展已构成完善的理论体系和工程应用方法，并在机械工程、船舶工程、

航空航天工程等不同领域的复杂承载结构设计与安全评估中发挥重要作用。断裂力学的理论基础是裂纹

尖端奇异应力场及变形场，对于一般各向同性材料建立了工程结构实用断裂准则(应力强度因子 K，能量

释放率 G，J 积分，裂纹张开位移 COD 等) [1] [2] [3]。运用复变函数法求解微积分方程及其线弹性断裂

力学边值问题具有特殊效果，克洛索夫–穆斯赫利什维利将复变函数理论用于解决含孔板弹性力学问题

取得了卓越成就，尤其是推导出裂纹板的经典解答很完美，利用复变函数求解弹性力学典型问题十分有

效，且理论研究热潮方兴未艾[4] [5] [6]。随着复杂结构材料的不断涌现，断裂力学增添了许多新课题，

尤其是先进复合材料的工程应用日益扩张，各向异性材料断裂力学的理论发展显得更加突出。列赫尼茨

基推广复变函数法解决各向异性板弹性力学边值问题，并为复合材料断裂力学奠定了理论基础，推动了

国际复合材料力学研究和断裂理论新进展[7] [8] [9]。近年来利用泛复变函数方法解决复合材料应力边值

问题方面已取得成效，作者报导了裂纹尖端应力场的研究结果[10] [11] [12] [13]。由于复合材料力学性能

具有各向异性特征，力学理论研究难度大，有待于继续创新和拓展研究思路。本文主要运用泛复变函数

及坐标变换方法分析复合材料裂纹板的应力和变形，为进一步发展应用泛复函理论并为有效解决复合材

料断裂力学问题提供参考。 

2. 弹性力学基本方程及复变函数方法 

2.1. 弹性力学基本方程 

复合材料的力学性能具有方向性，例如层合板是按工程需要而设计的各向异性材料，其板内的弹性

力学分析可按照平面应力状态处理。在薄板面内建立 x-y 坐标系，则可将各向异性材料在平面应力状态

下的本构关系表示为： 

11 12 16

12 22 26

16 26 66

x x y xy

y x y xy

xy x y xy

a a a

a a a

a a a

ε σ σ τ

ε σ σ τ

γ σ σ τ

= + +


= + + 
= + + 

                               (1) 

式中常系数 ija 是各向异性材料的柔度系数。一般平面内常用 u 和 v 分别表示沿 x 和 y 方向的位移，在小

变形下应变与位移的关系可用几何方程表示为： 

, ,x y xy
u v v u
x y x y

ε ε γ∂ ∂ ∂ ∂
= = = +
∂ ∂ ∂ ∂

                           (2) 
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求解弹性力学平面应力问题的惯用方法就是将应力分量作为基本变量，满足平衡微分方程和应变协

调方程，并根据应力边界条件选择合理的应力函数进行求解。为了满足静力平衡微分方程(忽略体力)，一

般利用应力函数 ( ),F x y 表示应力如下： 
2 2 2

2 2, ,x y xy
F F F

x yy x
σ σ τ∂ ∂ ∂

= = = −
∂ ∂∂ ∂

                            (3) 

将式(2)和式(3)代入式(1)，就可用应力函数 F 把变形表达为： 
2 2 2

11 12 162 2

2 2 2

12 22 262 2

2 2 2

16 26 662 2

u F F Fa a a
x x yy x
v F F Fa a a
y x yy x
v u F F Fa a a
x y x yy x

∂ ∂ ∂ ∂
= + − ∂ ∂ ∂∂ ∂ 

∂ ∂ ∂ ∂ = + − 
∂ ∂ ∂∂ ∂ 

∂ ∂ ∂ ∂ ∂ + = + −
∂ ∂ ∂ ∂∂ ∂ 

                          (4) 

这是利用一个连续函数表达面内变形，进一步可由式(4)确定出位移函数。显然，由上列方程亦可导得用

应力函数表示的变形协调方程，即为： 
4 4 4 4 4

1 2 3 44 3 2 2 3 4 0F F F F FA A A A
y x y x y x y x

∂ ∂ ∂ ∂ ∂
+ + + + =

∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂
                     (5) 

式中： 16 66 12 26 22
1 2 3 4

11 11 11 11

2 2 2
, , ,

a a a a aA A A A
a a a a

+
= − = = − = 。 

上式(5)是一个常系数齐次线性偏微分方程，应力函数 F 为实函数，可根据给定边值问题选择合适的函数

类型，以便求得具体问题的解答。 
对于含裂纹复合材料板状结构承受面内加载，可归化为中心裂纹平板在拉伸与剪切混合加载下(如图 1

所示)的各向异性材料应力边值问题进行求解。各向异性板裂纹问题解决也可借鉴常规材料断裂力学理论与

方法。因此需要寻求合理的应力函数满足边界条件和基本方程，下面利用泛复变函数方法也是解决该问题的

有效途径。 
 

 
Figure 1. The centre crackplate with mixed-mode loading 
图 1. 中心裂纹板承受混合型加载 

2.2. 复变函数方法 

在解决弹性力学某些边值问题时，利用复变函数及其坐标变换法得到了一些经典的结果，若采用实
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函数求解就十分困难。为了求解复合材料中的弹性力学问题，需要扩展复变函数的理论与方法。先引入

泛复变量 w 及其共轭泛复变量 w 如下： 

,w x qy x gy ihy w x qy x gy ihy= + = + + = + = + −                    (6) 

式中复常数为： ,q g ih q g ih= + = −  ( 1i = − ，且规定 0h > )。具有下列关系： 

( )22 2 2 2,qq g h ww x gy h y= + = + +  

因此可定义泛复变量的模数或长度为： 

( )2 2 2L w w x gy h y= = = + +                               (7) 

设Ψ是全纯泛复函， ( )wΨ = Ψ ，其共轭复函为： ( ) ( )w wΨ = Ψ = Ψ 。关于泛复变函数对坐标变量 ( ),x y
的偏导数确定如下： 

d d d d,
d d d d

w w q q
x w x w y w y w

∂Ψ Ψ ∂ Ψ ∂Ψ Ψ ∂ Ψ′ ′= = = Ψ = = = Ψ
∂ ∂ ∂ ∂

 

d d d d,
d d d d

w w q q
x w x w y w y w

∂Ψ Ψ ∂ Ψ ∂Ψ Ψ ∂ Ψ′ ′= = = Ψ = = = Ψ
∂ ∂ ∂ ∂

。 

为了解决图 1 所示的各向异性材料中心裂纹板混合型加载边值问题，可利用泛复函将应力函数

( ),F x y 表示为： 

( ) ( ) ( )2 22Re
2 2
T TF B w B w y B y= Ψ + Ψ + = Ψ +                        (8) 

可求得函数对参考坐标轴的偏导数为： 

( ) ( )2 Re , 2 ReF FB B B qB qB Ty qB Ty
x y

∂ ∂′ ′ ′ ′ ′ ′= Ψ + Ψ = Ψ = Ψ + Ψ + = Ψ +
∂ ∂

 

2 2 2
2 2

2 2, ,F F FB B q B q B T qB qB
x yx y

∂ ∂ ∂′′ ′′ ′′ ′′ ′′ ′′= Ψ + Ψ = Ψ + Ψ + = Ψ + Ψ
∂ ∂∂ ∂

 

由此可将应力分量表示成复函数形式如下： 
2 2

2 2 2
2 2

2 2

2 2

2 2

2

d2Re
d

d2Re
d

d2Re
d

x

y

xy

F q B q B T q B T
y w

F B B B
x w

F qB qB qB
x y w

σ

σ

τ

 ∂ Ψ′′ ′′= = Ψ + Ψ + = +  
∂   

 ∂ Ψ ′′ ′′= = Ψ + Ψ =  
∂   

 ∂ Ψ ′′ ′′= − = − Ψ − Ψ = −   ∂ ∂   

                    (9) 

四阶偏微分方程(5)可转化为： 

( )
4

4 3 2
1 2 3 4 4

dRe 0
d

q A q A q A q A B
w

 Ψ
+ + + + = 

 
 

由此确定出参数 q 所要满足的特征方程： 
4 3 2

1 2 3 4 0q A q A q A q A+ + + + =                              (10) 

根据四次方程的求解方法可确定出四个根( 1 2 3 1 4 2, , ,q q q q q q= = )。 
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现在将 1 2,q q 记为： 1 1 1 2 2 2,q g ih q g ih= + = + ，且选取 1 2 0h h> > ，可根据方程(10)的四个根来确定。

由此就确定了泛复变量 1 2,w w ，即有： 

1 1 1 1 2 2 2 2,w x q y x g y ih y w x q y x g y ih y= + = + + = + = + +                   (11) 

为求解各向异性材料裂纹体问题，可利用上列两个泛复变量将应力函数表示为： 

( ) ( ) ( ) ( ) 2
1 1 1 2 2 2 1 1 1 2 2 2 2

TF B w B w B w B w y= Ψ + Ψ + Ψ + Ψ +                   (12) 

可求得偏导数为： 

1 2 1 2
1 2 1 1 2 2

1 2 1 2

d d d d
2Re , 2Re

d d d d
F FB B q B q B Ty
x w w y w w

   Ψ Ψ Ψ Ψ∂ ∂
= + = + +   ∂ ∂   

 

2 2 2 22 2
2 21 2 1 2

1 2 1 1 2 22 2 2 2 2 2
1 2 1 2

2 22
1 2

1 1 2 22 2
1 2

d d d d
2Re , 2Re

d d d d

d d
2Re

d d

F FB B q B q B T
x w w y w w

F q B q B
x y w w

   Ψ Ψ Ψ Ψ∂ ∂
= + = + +   

∂ ∂   
 Ψ Ψ∂

= + 
∂ ∂  

 

则可把应力分量表示成如下形式： 
2 2

2 21 2
1 1 2 22 2

1 2

2 2
1 2

1 22 2
1 2

2 2
1 2

1 1 2 22 2
1 2

d d
2Re

d d

d d
2Re

d d

d d
2Re

d d

x

y

xy

q B q B T
w w

B B
w w

q B q B
w w

σ

σ

τ

 Ψ Ψ
= + +  

  
 Ψ Ψ = +  

  
 Ψ Ψ = − +    

                         (13) 

再根据式(4)，可将各向异性体平面弹性变形用复函数形式表达如下： 
2 2

1 2
3 4 112 2

1 2

2 2
1 2

5 6 122 2
1 2

d d
2Re

d d

d d
2Re

d d

u B B a T
x w w

v B B a T
y w w

 Ψ Ψ∂
= + +  ∂   


 Ψ Ψ∂ = + +  ∂   

                         (14a) 

2 2
1 2

7 8 162 2
1 2

d d
2Re

d d
v u B B a T
x y w w

 Ψ Ψ∂ ∂
+ = + + ∂ ∂  

                       (14b) 

式中常数为： 

( ) ( )
( ) ( )
( ) ( )

2 2
3 11 1 12 16 1 1 4 11 2 12 16 2 2

2 2
5 12 1 22 26 1 1 6 12 2 22 26 2 2

2 2
7 16 1 26 66 1 1 8 16 2 26 66 2 2

,

,

,

B a q a a q B B a q a a q B

B a q a a q B B a q a a q B

B a q a a q B B a q a a q B

= + − = + −

= + − = + −

= + − = + −

                 (14c) 

按式(14a)可确定出平面内的位移分量为： 

1 2
3 4 11 16 0

1 2

5 61 2
12 0

1 1 2 2

d d
2 Re

d d

d d
2 Re

d d

u B B a Tx a Ty u
w w

B B
v a Ty v

q w q w

 Ψ Ψ
= + + + +  

  


 Ψ Ψ = + + +    

                     (15) 
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再根据式(14b)和(14c)可知各个常数必须满足以下关系： 

5 6
3 1 7 4 2 8

1 2

,
B B

B q B B q B
q q

+ = + = 。 

3. 含裂纹各向异性板的应力与变形解法 

3.1. 全场解答及坐标变换 

为便于求解图 1 所示的中心裂纹板问题，先确定两个复函数如下： 

( )
( )

2 2
1 1 1 1

2 2
2 2 2 2

w w a

w w a

Φ = Φ = − 

Φ = Φ = − 

                              (16) 

式中： 

1 1 1 1 2 2 2 2,w x q y x g y ih y w x q y x g y ih y= + = + + = + = + +  

对于裂纹长为 2a 的中心裂纹板(如图 1 所示)，根据断裂力学弹性理论，构造应力函数可选用下列的复变

函数： 

( )

( )

2
1

1 1 1 1

2
2

2 2 2 2

ln
2 2

ln
2 2

w a w

w a w


Ψ = Φ − +Φ 


Ψ = Φ − +Φ 

                               (17) 

则可导得： 
2 2

1 1 1 2 2 2
1 22 2

1 1 2 21 2

d d d d
, , ,

d dd d
w w

w ww w
Ψ Ψ Ψ Ψ

= Φ = = Φ =
Φ Φ

 

则应力表达式(13)可转变为： 

2 21 2
1 1 2 2

1 2

1 2
1 2

1 2

1 2
1 1 2 2

1 2

2Re

2Re

2 Re

x

y

xy

w wq B q B T

w wB B

w wq B q B

σ

σ

τ

 
= + +  Φ Φ  

  = +  Φ Φ  
  = − +  Φ Φ  

                             (18) 

可把位移表达式(15)转变为： 

( )3 1 4 2 11 16 0

5 6
1 2 12 0

1 2

2Re

2Re

u B B a Tx a Ty u

B B
v a Ty v

q q

= Φ + Φ + + +


  
= Φ + Φ + +  

  

                          (19) 

应力和位移表达式中都包含待定常数，需要根据具体边界条件而确定。 
各向异性材料中心裂纹板承受混合型加载(见图 1)，在距离裂纹面较远区域的应力边界条件是： 

( )0, ,x y xy wσ σ σ τ τ= = = →∞  

则由应力表达式(18)可得： 
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( ) ( ) ( )2 2
1 1 2 2 1 2 1 1 2 22Re 0, 2Re , 2Req B q B T B B q B q Bσ τ+ + = + = − + =  

对于自由裂纹表面 ( )2 2 2 2
1 2, 0,a x a y w w x a− < < = = = < ， 0, 0y xyσ τ= = ，将裂纹处应力边界条件代入式

(18)可确定出： 

( ) ( )1 2 1 1 2 2Im 0, Im 0B B q B q B+ = + =  

通过以上应力边界条件五个方程组合求解，可得出： 

( ) ( ) ( )2 22 1
1 2 1 1 2 2

1 2 1 2

, , 2 Re
2 2

q qB B T q B q B
q q q q

σ τ σ τ+ +
= − = = − +

− −
 

对复数展开化简，经推导后可得： 

32 2 1 1 2
1

12 12 12 12

31 2 1 1 2
2

12 12 12 12

2 2

2 2

DD g g h hB i i
D D D D

DD g g h hB i i
D D D D

σ τ

σ τ

   − −
= + + +    

   


   − − = − − +      

                       (20-a) 

式中实常数为： 

( ) ( )
( ) ( )

( )( ) ( ) ( )

1 1 1 2 1 1 2

2 2 2 1 2 2 1 3 2 1 1 2

2 2
12 1 2 1 2 1 2 1 2 1 2

,

D g g g h h h

D g g g h h h D g h g h

D q q q q g g h h D D

= − + −
= − + − = − 


= − − = − + − = + 

                  (20-b) 

再引入两个实常数 4D 和 5D 在后面使用，具有以下关系式： 

( )
( )

2 2
4 2 1 2 3 1 2 1 3 1 2 1 2 2 1 1 2

2 2
5 1 2 1 3 2 1 2 3 2 1 1 2 1 2 1 2

D g D h D g D h D g g g g g h g h

D h D g D h D g D g h g h h h h h

= + = − + = − + − 


= + = − + = − − − 
                (21) 

由此可导出下列组合复常数： 

4 5 1 3 4 5 2 3
1 1 2 2

12 12 12 12

,
2 2 2 2

D iD D iD D iD D iD
q B q B

D D D D
σ τ σ τ− − − +

= − − = −  

2 23 4 5 6 7 81 2
1 1 2 2

12 12 12 12

,
2 2 2 2

C iC C iC C iCC iCq B q B
D D D D

σ τ σ τ+ + ++
= − − = −  

式中的实常数确定为： 

1 1 4 1 5 2 1 4 1 5 3 1 1 1 3

4 1 1 1 3 5 2 4 2 5 6 2 4 2 5

7 2 2 2 3 8 2 2 2 3

, ,
, ,
,

C g D h D C h D g D C g D h D
C h D g D C g D h D C h D g D
C g D h D C h D g D

= + = − = + 
= − = + = − 
= − = + 

                  (22) 

由此可导出以下结果： 

( ) ( )2 2
1 1 2 2 1 2 1 2 2 1 1 2 1 2 1 22 2

q B q B g g h h i g h g h g g i h hσ τ
+ = − − + + − + + +        
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容易得到虚部和实部如下： 

( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )

2 2
1 1 2 2 2 1 1 2 1 2

2 2
1 1 2 2 1 2 1 2 1 2

2 Im

2Re

q B q B g h g h h h

T q B q B g g h h g g

σ τ

σ τ

+ = − + − + 


= − + = − + + 
                   (23) 

再列出几个复常数推导结果如下： 

31 32 33 34
3 11 11

12 12

43 4441 42
4 11 11

12 12

5 51 52 53 54
22 22

1 12 12

6 61 62 63 64
22 22

2 12 12

2 2

2 2

2 2

2 2

B iB B iB
B a a

D D
B iBB iBB a a

D D
B B iB B iB

a a
q D D
B B iB B iB

a a
q D D

σ τ

σ τ

σ τ

σ τ

+ + = + 

+−

= − 

+ + = +



− + = − 

                            (24) 

式中实常数表示为： 

( ) ( )

2 2 16 1612
31 1 1 1 2 1 1 3

11 11 11

2 2 16 1612
32 1 1 1 3 1 1 2

11 11 11

2 2 16 1612
33 1 1 1 2 1 1 1 1 2

11 11 11

2 2 1612
34 1 1 1

11 1

2

2

2

a aaB g h g D g h D
a a a

a aaB g h g D g h D
a a a

a aaB g h g g g g h h h
a a a

aaB g h g
a a

   
= − + − − −   
   
   

= − + − + −   
   
   

= − + − − − − −   
   

= − + − ( ) ( )16
1 2 1 1 2 1

1 11

2
a

h h g h g g
a

   
− + − −   

   

 

( ) ( )

2 2 16 1612
41 2 2 2 1 2 2 3

11 11 11

2 2 16 1612
42 2 2 2 3 2 2 1

11 11 11

2 2 16 1612
43 2 2 2 2 1 2 2 1 2

11 11 11

2 2 1612
44 2 2 2

11 1

2

2

2

a aaB g h g D g h D
a a a

a aaB g h g D g h D
a a a

a aaB g h g g g g h h h
a a a

aaB g h g
a a

   
= − + − + −   
   
   

= − + − − −   
   
   

= − + − − − − −   
   

= − + − ( ) ( )16
1 2 2 2 2 1

1 11

2
a

h h g h g g
a

   
− + − −   

   

 

( ) ( )

2612 1 1 12 1
51 1 2 32 2 2 2

22 22 221 1 1 1

2612 1 1 12 1
52 1 3 22 2 2 2

22 22 221 1 1 1

2612 1 1 12 1
53 1 2 1 1 22 2 2 2

22 22 221 1 1 1

5

aa g h a hB g D D
a a ag h g h

aa g h a hB g D D
a a ag h g h

aa g h a hB g g g h h
a a ag h g h

B

   
= + − − −   

+ +   
   

= + − + −   
+ +   

   
= + − − − − −   

+ +   

( ) ( )2612 1 1 12 1
4 1 1 2 2 12 2 2 2

22 22 221 1 1 1

aa g h a hg h h g g
a a ag h g h

   
= + − − + − −   

+ +   
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( ) ( )

262 12 2 2 12 2
61 1 32 2 2 2

22 22 222 2 2 2

262 12 2 2 12 2
62 3 12 2 2 2

22 22 222 2 2 2

262 12 2 2 12 2
63 2 1 1 22 2 2 2

22 22 222 2 2 2

6

ag a g h a hB D D
a a ag h g h

ag a g h a hB D D
a a ag h g h

ag a g h a hB g g h h
a a ag h g h

B

   
= + − + −   

+ +   
   

= + − − −   
+ +   

   
= + − − − − −   

+ +   

( ) ( )262 12 2 2 12 2
4 1 2 2 12 2 2 2

22 22 222 2 2 2

ag a g h a hh h g g
a a ag h g h

   
= + − − + − −   

+ +   

 

从图 1 中的直角坐标与极坐标符号表示可以得出下列关系式： 

cos cos cos , sin sin sinx a r r r a y r r rω α ω αθ ω α θ ω α= + = = − = = =  

由此可得： 

( ) ( )
( ) ( )
( ) ( )

ˆ

ˆ

ˆ ˆcos sin sin cos sin e

ˆ ˆcos sin sin cos sin e

cos sin sin cos sin e

i

i

i

w r g ih r J i r J

w a r g ih r J i r J

w a r g ih rJ i rJ

ω
ω ω ω ω ω

α
α α α α α

β

ω ω ω ω ω

α α α α α

θ θ θ β β

= + + = + =
+ = + + = + = 


− = + + = + = 

             (25) 

上式中采用坐标变换如下： 

ˆ ˆcos sin cos , sin sing J h Jω ωω ω ω ω ω+ = =  

ˆ ˆcos sin cos , sin sing J h Jα αα α α α α+ = =  

cos sin cos , sin sing J h Jθ θ β θ β+ = =  

并规定 , ,J J Jω α 都取正值，由此容易确定出下列关系式： 

( ) ( ) ( ) ( )2 2 2 2cos sin sin , cos sin sinJ g h J g hω αω ω ω α α α= + + = + +  

sin sinˆ ˆtan , tan
cos sin cos sin

h h
g g
ω αω α

ω ω α α
= =

+ +
 

( ) ( )2 2 sincos sin sin , tan
cos sin

hJ g h
g
θθ θ θ β

θ θ
= + + =

+
 

对于泛复变量 1 2,w w 可采用如下表达式： 

( ) ( ) 1ˆ
1 1 1 1 1 1 1ˆ ˆcos sin sin cos sin eiw r g ih r J i r J ω

ω ω ω ω ωω ω ω ω ω= + + = + =  

( ) ( ) 1ˆ
1 1 1 1 1 1 1ˆ ˆcos sin sin cos sin eiw a r g ih r J i r J α

α α α α αα α α α α+ = + + = + =  

( ) ( ) 1
1 1 1 1 1 1 1cos sin sin cos sin eiw a r g ih rJ i rJ βθ θ θ β β− = + + = + =  

( ) ( ) 2ˆ
2 2 2 2 2 2 2ˆ ˆcos sin sin cos sin eiw r g ih r J i r J ω

ω ω ω ω ωω ω ω ω ω= + + = + =  

( ) ( ) 2ˆ
2 2 2 2 2 2 2ˆ ˆcos sin sin cos sin eiw a r g ih r J i r J α

α α α α αα α α α α+ = + + = + =  

( ) ( ) 2
2 2 2 2 2 2 2cos sin sin cos sin eiw a r g ih rJ i rJ βθ θ θ β β− = + + = + =  

则可将复函数 1 2,Φ Φ 表达为： 
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( )( )

( )( )

2 2 1 1
1 1 1 1 1 1

2 2 2 2
2 2 2 2 2 2

ˆ
exp

2
ˆ

exp
2

w a w a w a r J rJ i

w a w a w a r J rJ i

α α

α α

α β

α β

+  Φ = − = + − =  
  


+ Φ = − = + − =   

             (26) 

将以上表达式代入式(18)，可使应力分量转化为： 

( ) ( )

( ) ( )

( )

1 1 1 2 2 22 2
1 1 2 2

1 1 2 2

1 1 1 2 2 2
1 2

1 1 2 2

1 1 1 2 2
1 1 2 2

1 1

cos sin cos sin
2Re

cos sin cos sin
2Re

cos sin cos
2Re

x

y

xy

r J i r J i
q B q B T

r J rJ r J rJ

r J i r J i
B B

r J rJ r J rJ

r J i r J i
q B q B

r J rJ

ω ω ω ω

α α α α

ω ω ω ω

α α α α

ω ω ω ω

α α

λ λ λ λ
σ

λ λ λ λ
σ

λ λ λ
τ

 + +
= + + 

  
 + +

= + 
  

+ +
= − +

( )2

2 2

sin
r J rJα α

λ










  
  
    

          (27) 

式中引入了角度参数 ( )1 2,λ λ ，表示如下： 

1 1 2 2
1 1 2 2

ˆ ˆ
ˆ ˆ,

2 2
α β α β

λ ω λ ω
+ +

= − = −  

把式(26)代入式(19)，可将位移分量转化为： 

1 1 1 1
3 1 1

2 2 2 2
4 2 2 11 16 0

5 1 1 1 1
1 1

1

6 2 2 2 2
2 2 12

2

ˆ ˆ
2Re cos sin

2 2

ˆ ˆ
cos sin

2 2

ˆ ˆ
2Re cos sin

2 2

ˆ ˆ
cos sin

2 2

u B r J rJ i

B r J rJ i a Tx a Ty u

B
v r J rJ i

q

B
r J rJ i a T

q

α α

α α

α α

α α

α β α β

α β α β

α β α β

α β α β

 + + = +  
 

+ +  + + + + + 
 

 + + = +  
 

+ + + + + 
 

0y v













+ 


            (28) 

将以上各式中的复数展开，经实部与虚部分解，再化简后可得以下结果： 

1 31 2 4
1 1 1 1

12 12 12 121 1

2 5 6 7 8
2 2 2 2

12 12 12 122 2

cos sin cos sin

cos sin cos sin

x
r J CC C C

D D D Dr J rJ

r J C C C C
T

D D D Dr J rJ

ω ω

α α

ω ω

α α

σ σ λ λ τ λ λ

σ λ λ τ λ λ

    
= − − + −    

     
    

+ − − − +    
     

       (29-a) 

1 32 2 1 1 2
1 1 1 1

12 12 12 121 1

2 31 2 1 1 2
2 2 2 2

12 12 12 122 2

cos sin cos sin

cos sin cos sin

y
r J DD g g h h

D D D Dr J rJ

r J DD g g h h
D D D Dr J rJ

ω ω

α α

ω ω

α α

σ σ λ λ τ λ λ

σ λ λ τ λ λ

    − −
= − + −    

     
    − −

+ + − −    
     

      (29-b) 

1 5 34 1
1 1 1 1

12 12 12 121 1

2 5 34 2
2 2 2 2

12 12 12 122 2

cos sin cos sin

cos sin cos sin

xy
r J D DD D

D D D Dr J rJ

r J D DD D
D D D Dr J rJ

ω ω

α α

ω ω

α α

τ σ λ λ τ λ λ

σ λ λ τ λ λ

    
= + + +    

     
    

− + − −    
     

        (29-c) 
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这就是应力分量在整个裂纹板的分布表达式，即为应力全场解。用位移分量表示整个裂纹板的变形状态，

位移全场解的表达式为： 

31 321 1 1 1
1 1 11

12 12

33 341 1 1 1
11

12 12

41 2 2 42 2 2
2 2 11

12 12

43 2 2 44 2 2
11

12 12

ˆ ˆ
cos sin

2 2

ˆ ˆ
cos sin

2 2

ˆ ˆ
cos sin

2 2

ˆ ˆ
cos sin

2 2

B B
u r J rJ a

D D

B B
a

D D

B Br J rJ a
D D

B Ba
D D

α α

α α

α β α β
σ

α β α β
τ

α β α β
σ

α β α β
τ

  + +
= −  

  
 + +

+ −  
 

  + +
+ +  

  

 + +
− − 11 16 0a Tx a Ty u


+ + + 

 

         (30-a) 

51 521 1 1 1
1 1 22

12 12

53 541 1 1 1
22

12 12

61 622 2 2 2
2 2 22

12 12

63 642 2 2 2
22

12 12

ˆ ˆ
cos sin

2 2

ˆ ˆ
cos sin

2 2

ˆ ˆ
cos sin

2 2

ˆ ˆ
cos sin

2 2

B B
v r J rJ a

D D

B B
a

D D

B B
r J rJ a

D D

B B
a

D D

α α

α α

α β α β
σ

α β α β
τ

α β α β
σ

α β α β
τ

  + +
= −  

  
 + +

+ −  
 

  + +
+ +  

  

 + +
− − 12 0a Ty v


+ + 

 

           (30-b) 

3.2. 裂纹端部应力场 

前面已经确定出各向异性材料中心裂纹板的应力分量全场解，显然三个应力表达式相当复杂，从式

(29)看出裂纹尖端具有应力奇异性。因此在下面就讨论裂纹端部的应力场，以裂纹右端点为应力分析对象，

可简化的参数如下： 

ˆ ˆ0, 0, 0, 0α ω α ω→ → → →  

1 2 1 22 , , 1, 1, 1, 1r a r a J J J Jα ω α α ω ω→ → → → → →  

1 1 1 2 2 2
1 1 2 2

ˆ ˆ
ˆ ˆ,

2 2 2 2
α β β α β β

λ ω λ ω
+ +

= − → − = − → −  

裂纹右端点附近区域应力分布的表达式可化为： 

5 61 1 2 1 2 2

12 1 1 2 2

3 7 81 4 1 2 2

12 1 1 2 2

cos sin cos sin
2 2 2 22

cos sin cos sin
2 2 2 2

x
C CC Ca

Dr J J J J

C C CC T
D J J J J

β β β βσσ

β β β βτ

  
= − + − −    

 
+ + + + +   

          (31-a) 

3 32 1 1 1 2 2

12 1 1 2 2

2 1 1 1 2 1 2 1 2 1 2 2

12 1 1 2 2

cos sin cos sin
2 2 2 22

cos sin cos sin
2 2 2 2

y
D DD Da

Dr J J J J

g g h h g g h h
D J J J J

β β β βσσ

β β β βτ

  
= + + −    

 − − − −
+ + − −   

        (31-b) 
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5 54 1 1 4 2 2

12 1 1 2 2

3 31 1 1 2 2 2

12 1 1 2 2

cos sin cos sin
2 2 2 22

cos sin cos sin
2 2 2 2

xy
D DD Da

Dr J J J J

D DD D
D J J J J

β β β βστ

β β β βτ

  
= − − +    

 
+ − + +   

        (31-c) 

对于裂纹尖端前沿 0θ = 的截面( 1 2 0β β= = )，应力分量简化为： 

0 0
,

2 2 2 2
I II

y xy
K Ka a

r r r rθ θ

σ τσ τ
= =

= =
π

= =
π

                (32) 

由此可见，应力强度因子 ,I IIK a K aσ τπ= = π 与材料性质无关。 

3.3. 裂纹变形分析 

各向异性材料中心裂纹板的位移全场解答由式(30)所确定，而裂纹面的相对位移是变形分析的关键。

下面利用式(30)给出裂纹面位移表达式。对于裂纹面的边界条件，根据图 1 可列出以下关系式： 

, 0 , 0 ,a x a y α θ+ +− < < → → → π  (裂纹上面) 

, 0 , 0 ,a x a y α θ− −− < < → → → −π  (裂纹下面) 

2 2, 0, 2 , ,a x a y r r a r a x r r a xα α− < < → + = = − = −  

由此通过简化式(30)可将裂纹面位移(上面 ,u v+ + ，下面 ,u v− − )表示为： 

2 2 42 32 44 34
11 11 11 0

12 12

2 2 42 32 44 34
11 11 11 0

12 12

B B B B
u a x a a a Tx u

D D

B B B B
u a x a a a Tx u

D D

σ τ

σ τ

+

−

 − −
= − + + + 

 
 − −

= − − + + + 
 

 

2 2 62 52 64 54
22 22 0

12 12

2 2 62 52 64 54
22 22 0

12 12

B B B B
v a x a a v

D D

B B B B
v a x a a v

D D

σ τ

σ τ

+

−

 − −
= − + + 

 
 − −

= − − + + 
 

 

为了表示方便引入记号： 

42 32 44 34
11 11

12 12

62 52 64 54
22 22

12 12

B B B B
M a a

D D
B B B B

N a a
D D

σ τ

σ τ

− − = + 
− − = +


                           (33) 

因此，上下两裂纹面的相对位移为： 

2 2
1

2 2
2

2

2

u u M a x

v v N a x

+ −

+ −

∆ = − = − 

∆ = − = − 

                              (34) 

由此可确定出裂纹面的相对位移方程如下： 
2 2

2 2 2 21 2,
2 2

x a x a
M N
∆ ∆   + = + =   

   
                           (35) 
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显而易见，裂纹面两方向位移状态(滑移型，张开型)呈现为椭圆型方程。在裂纹尖端附近区域( r a )，
2 2 2a x ar− ≈ ，裂纹面位移表达式(34)简化为： 

1 22 2 , 2 2M ar N ar∆ = ∆ =                            (36) 

即在裂纹尖端处的相对位移方程具有抛物线特征。 

4. 计算举例 

由于以上公式中出现的参数较多，尤其是基本方程求解需要复数表示，解答也相当复杂。为了更好

理解以上公式中各个参数的特点及确定方法，下面举例说明计算过程。现选取各向异性板的柔度系数为： 

( ) ( ) ( )1 1 1
11 22 6650 TPa , 75 TPa , 150 TPaa a a− − −= = =  

( ) ( ) ( )1 1 1
12 16 2635 TPa , 60 TPa , 20 TPaa a a− − −= − = − = −  

则可求得： 

16 66 12 26 22
1 2 3 4

11 11 11 11

2 2 2
2.4, 1.6, 0.8, 1.5

a a a a aA A A A
a a a a

+
= − = = = = − = = =  

将以上数据代入式(10)可得： 
4 3 2 4 3 2

1 2 3 4 2.4 1.6 0.8 1.5 0q A q A q A q A q q q q+ + + + = + + + + =  

对四次方程求解，可得四个根为： 

1 20.235 0.774 , 1.435 0.485q i q i= + = − +  

3 40.235 0.774 , 1.435 0.485q i q i= − = − −  

由此可得： 

1 1 2 20.235, 0.774, 1.435, 0.485g h g h= = = − =  

利用这些数据计算实常数，计算结果如下： 

( ) ( )
( ) ( )

1 1 1 2 1 1 2

2 2 2 1 2 2 1

3 2 1 1 2 12 1 2

0.616

2.256
1.225, 2.872

D g g g h h h

D g g g h h h
D g h g h D D D

= − + − =

= − + − =

= − = − = + =

 

( )
( )

2 2
4 1 2 1 2 2 1 1 2

2 2
5 2 1 1 2 1 2 1 2

1.478

1.459

D g g g g g h g h

D g h g h h h h h

= − + − = −

= − − − =
 

1 1 4 1 5 2 1 4 1 5

3 1 1 1 3 4 1 1 1 3

5 2 4 2 5 6 2 4 2 5

7 2 2 2 3 8 2 2 2 3

0.782, 1.487
0.8034, 0.7747
2.8285, 1.3768

2.6432, 2.852

C g D h D C h D g D
C g D h D C h D g D
C g D h D C h D g D
C g D h D C h D g D

= + = = − = −

= + = − = − =

= + = = − =

= − = − = + =

 

( ) ( )

( ) ( )

32 2 1 1 2
1

12 12 12 12

31 2 1 1 2
2

12 12 12 12

2

0.7855 0.4265 0.5815 0.1006

2

0.2145 0.4265 0.5815 0.1006

DD g g h hB i i
D D D D

i i

DD g g h hB i i
D D D D

i i

σ τ

σ τ

σ τ

σ τ

   − −
= + + +   

   
= − − −

   − −
= − − +   

   
= + + −
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( ) ( ) ( )2 2
1 1 2 2 1 2 1 2 1 22Re 0.7126 1.2  T q B q B g g h h g gσ τ σ τ= − + = − + + − −=  

31 32 33 340.587, 4.095, 1.233, 2.437B B B B= − = = = −  

41 42 43 440.624, 1.232, 1.233, 1.18B B B B= = = =  

51 52 53 540.727, 4.116, 0.416, 2.728B B B B= − = − = − =  

61 62 63 640.728, 0.111, 0.393, 0.821B B B B= = − = − =  

42 32 44 34
11 11 11 11

12 12

62 52 64 54
22 22 22 22

12 12

0.997 1.259

1.394 0.661

B B B B
M a a a a

D D
B B B B

N a a a a
D D

σ τ σ τ

σ τ σ τ

− −
= + = − +

− −
= + = −

 

裂纹端部上下裂纹面相对位移表达为： 

( )
( )

1 11 11

2 22 22

2 2 1.994 2.518 2

2 2 2.788 1.322 2

M ar a a ar

N ar a a ar

σ τ

σ τ

∆ = = − +

∆ = = −
 

裂纹尖端附近区域应力分量表达式转化为： 

1 1 2 2

1 1 2 2

1 1 2 2

1 1 2 2

0.2723 0.5178 0.9849 0.4794cos sin cos sin
2 2 2 22

0.2797 0.2697 0.9203 0.993cos sin cos sin
2 2 2 22

0.7126 1.2

I
x

II

K
r J J J J

K
r J J J J

β β β β
σ

β β β β

σ τ

π

π

 
= − − − −  

 
 

− − + − +  
 

− −

 

1 1 2 2

1 1 2 2

1 1 2 2

1 1 2 2

0.7855 0.4265 0.2145 0.4265cos sin cos sin
2 2 2 22

0.5815 0.1006 0.5815 0.1006cos sin cos sin
2 2 2 22

I
y

II

K
r J J J J

K
r J J J J

β β β β
σ

β β β β

 
= − + +  

 
 

+ − + + −
π 

π




 

1 1 2 2

1 1 2 2

1 1 2 2

1 1 2 2

0.5146 0.508 0.5146 0.508cos sin cos sin
2 2 2 22

0.2145 0.4265 0.7855 0.4265cos sin cos sin
2 2 2 22

I
xy

II

K
r J J J J

K
r J J J J

β β β β
τ

β β β β

 
= − − + +  

 
 

+ + + −  
 

π

π

 

式中： 

( ) ( )

( ) ( )

2 2
1 1

2 2
2 2

0.774sincos 0.235sin 0.774sin , arctan
cos 0.235sin

0.485sincos 1.435sin 0.485sin , arctan
cos 1.435sin

J

J

θθ θ θ β
θ θ

θθ θ θ β
θ θ

= + + =
+

= − + =
−

 

以上就是各个参数计算方法，并给出裂纹端部位移和应力场表达式。 
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